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前  言 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

群是抽象代数中最早的而且是最基本的一个代数系统 .它也

是现代数学中一个极其重要的概念 .群论不仅在数学的各个分支

有广泛的应用 ,而且在许多现代科学 , 诸如结晶学、理论物理、量子

力学以及密码学、系统科学、数理经济等领域 , 群的理论和方法也

有很多应用 .

有限群论是群论的基础部分 , 也是群论中应用最为广泛的一

个分支 .近年来 , 随着有限群理论的迅速发展及其应用的日益增

多 ,有限群论已经成为现代科技的数学基础之一 , 是一般科技工作

者乐于掌握的一个数学工具 .

目前 ,国内外关于群论的著作及教材很多 , 但大都为篇幅较大

的专著 .本书则以较少的篇幅介绍有限群理论及其表示论的基本

概念及结论 .书中给出较多的例子 , 通过这些例子能帮助读者理解

概念 ,掌握群论的一些基本方法 .

书中附有大量习题 ,这些习题不仅能帮助读者巩固所学的内

容 ,基本技能得到训练 , 并且补充了有限群论的一些基本结论 .

作者在北京大学讲授有限群论课程时 ,曾出版过《有限群论基

础》( 北京大学出版社出版 , 1986 年 )一书 .本书是在此书基础上进

一步修改而成 ,可以作为开设一学期有限群论课程的教材 .

置换群是一类计算方便 ,应用极为广泛的有限群 .本书对置换

群的初步理论做了较详细的介绍 .

鉴于群表示论对群论本身的重要性以及在其他学科的广泛应

用 .本书最后一章介绍了有限群表示论的基本理论 .如果作为一个



学期课程的教材而学时不够的话 ,这一章可以不必讲授 .

为了适应广大读者的需要 ,使更多的读者能接受 , 阅读本书的

读者不需要学习过抽象代数或类似的课程或有关书籍 .

对于有兴趣研究群论的读者 ,本书可作为入门教材 .使读者对

有限群及其表示理论有初步了解 ,得到初步训练 , 初步掌握群论方

法 ,为进一步学习群论打好基础 .对其他专业的读者及科技工作

者 ,书中内容包含了足够应用的有限群及其表示论的基本概念及

理论 .

限于作者水平 ,书中难免有疏漏错误之处 , 衷心希望读者批评

指正 .

作  者

2002 年 3 月于北京大学
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第1 章  基 本 概 念

这一章介绍群的定义和一些基本概念及性质 .并在 1 .2 节中

详细介绍置换和置换群的概念 , 作为进一步研究一般群和置换群

的基础 .

1 .1  群 的 概 念

1  群的定义

  定义1  设 G 是一个非空集合 ,在 G中定义了一种代数运算 ,

称为乘法 ,记作“·”.即对于 G 中任意两个元素 a , b, 都唯一确定

G 中一个元素 a· b, 称为 a, b 的乘积 .如果 G 对这种运算满足下

面几个条件 :

1) 结合律  对 G中任意 3 个元素 a, b, c,都有

( a· b) · c = a· ( b· c) ;

  2) 单位元素的存在  G 中存在一个元素 e, 对于 G 中任意元

素 a , 都有

e· a = a· e = a;

  3) 逆元素的存在  对于 G中任一个元素 a ,都可找到 G 中一

个元素 a
- 1

,使得

a- 1 · a = a· a- 1 = e,

那么 G就称为一个群 .元素 e 称为 G 的单位元素 , a- 1 称为 a的逆

元素 .



定义 2  如果群 G 还满足 :

4) 交换律  对于 G中任意两个元素 a , b, 都有

a· b = b· a,

那么 G就称作一个交换群或阿贝尔群 .

如果群 G的运算不满足交换律 , 则称 G 为非交换群 .

为了简便起见 ,在不致混淆的情况下 , 我们常用 ab 表示 a 与

b 的乘积 .

有时候 ,有些交换群的运算用加法表示 , 记作“ + ”, a + b称为

a 与 b 的和 .那么条件 1) ～4) 就成为 :

1′) 结合律  对 G中任意 3 个元素 a, b, c,都有

( a + b) + c = a + ( b + c) ;

  2′) 零元素的存在  G 中存在一个元素 0 ,对于 G 中任一个元

素 a, 都有

0 + a = a + 0 = a;

  3′) 负元素的存在  对于 G 中任一个元素 a , 都可找到 G 中

一个元素 - a,使得

( - a) + a = a + ( - a) = 0 ;

  4′) 交换律  对于 G中任意两个元素 a , b, 都有

a + b = b + a .

0 称为 G 的零元素 , - a 称为 a 的负元素 .

2  群的例子

例 1  全体整数所成的集合Z 对于数的加法成一交换群 .因

为Z 对数的加法满足条件 1′) ～4′) , 群Z 的零元素就是整数 0 , 整

数 n的负元素就是 - n .

同样地 ,全体有理数所成集合Q , 全体实数所成集合R , 全体

复数所成集合C , 对于数的加法也都成为交换群 .
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例 2  全体非零有理数Q * , 全体非零实数R * , 全体非零复数

C
*
对数的乘法都构成交换群 .

但是全体非零整数对数的乘法不构成群 , 因为不满足条件

3) .全体正整数对数的加法也不构成群 , 因为不满足条件 2)及 3 ) .

例 3  n 是一个正整数 .全部 n 次单位根所成集合 U n 对于数

的乘法组成一个交换群 .

例 4  用 Mn , m ( R ) 表示全部 n× m 实矩阵所成的集合 .

Mn, m ( R )对矩阵的加法构成一个交换群 .

例 5  F 是一个域 , 用 GLn ( F)表示 F 上全部 n 阶可逆矩阵所

成的集合 .GLn ( F)对矩阵的乘法构成一个群 , 称为 F 上 n 级一般

线性群 .当 n≥2 时 , GLn ( F) 是非交换的 .

例 6  用 SLn ( F) 表示域 F 上全部行列式等于 1 的矩阵组成

的集合 .SLn ( F)对矩阵的乘法构成一个群 , 称为 F 上 n 级特殊线

性群 .当 n≥2 时 , S Ln ( F) 是非交换的 .

例 7  设 V 是域 F 上一个 n 维线性空间 , 用 GLn ( V ) 表示 V

的全部可逆线性变换所成的集合 .GLn ( V) 对变换的乘法构成一个

群 .当 n≥2 时 , 这个群是非交换的 .

例 8  设 F 是一个域 , F 对 F 的加法构成一个交换群 .F 中非

零元素的集合 F
*
对 F 的乘法也成为一个交换群 .

例 9  设 V 是域 F 上一个线性空间 .V 对向量的加法构成一
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个交换群 .

例 10  设 G = { a, b, c, d} .用下列乘法表定义 G的运算 :

a b c d

a a b c d

b b a d c

c c d a b

d d c b a

表中第 i 行第 j 列处的元素表示左边的第 i 个元素与表上边第 j

个元素之积 .例如 , 上表说明

a· a = a,  b· c = d,

等等 .

请读者自己验证 G对这个运算构成一个交换群 .

用乘法表来给出一个群是常常采用的方法 , 我们在以后还会

遇到 .

3  简单性质

从群的定义 ,可以推出下面的一些性质 :

1) 群中单位元素是唯一的 .

证明  设 G 是一个群 , e是 G 的单位元素 .如果 e′也是 G 的单

位元素 ,那么 , 因为 e是单位元素 , 所以

e· e′= e′.

又因 e′也是单位元素 ,所以

e· e′= e .

因此 ,必须有
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e′= e,

所以 G的单位元素是唯一的 .x

2) 在群中 ,每个元素只有一个逆元素 .

证明  设 a是群 G 中的一个元素 , e 是 G 的单位元素 , a
- 1

是

a的逆元素 .如果 a′也是 a 的逆元素 ,那么 , 根据逆元素的定义 ,有

( a′· a) a
- 1

= e· a
- 1

= a
- 1

,

a′· ( a· a- 1 ) = a′· e = a′.

由结合律 ,即得

a′= a- 1 .

所以逆元素是唯一的 .x

由逆元素的唯一性 ,可得

3) ( a
- 1

)
- 1

= a .

4 ) 群中消去律成立 , 即 :如果 ab= ac, 则有 b= c; 如果 ba= ca,

则有 b= c .

证明  设 ab= ac .用 a - 1 左乘等式两端 , 得

a
- 1

( ab) = a
- 1

( ac) .

于是

( a
- 1

a) b = ( a
- 1

a) c .

从而

eb = ec,  b = c .

  同样可证第二个等式 .x
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5) 在群中 ,对于任意两个元素 a, b,方程

a x = b  及  y a = b

都有解 ,而且解是唯一的 .

证明  显然 ,元素 a
- 1

b及 ba
- 1

分别是这两个方程的解 , 解的

唯一性可由消去律得出 .x

需要注意的是 ,因为群中交换律不一定成立 , 所以上面两个方

程的解一般是不相等的 ,只有在 a 与 b 可交换 ,即 ab = ba 时 ,这两

个解才相等 .

对于群中一个元素 a,我们把 n( n > 0 )个 a 相乘所得的元素记

作 a
n
, 即

a· a·⋯· a= a
n

.

n 个   

对于负整数 - n( n > 0 ) ,规定

a- n = ( a- 1 ) n ,

并约定 a0 表示群的单位元素 .an ( n为任意整数 )称为 a的方幂 .根

据结合律 ,可知

6) 群中指数律成立 ,即

an · am = an + m , n, m 为任意整数 ;

( a
n
)

m
= a

n m
, n, m 为任意整数 .

如果 ab= ba, 则有

( ab)
n

= a
n
b

n
, n 为任意整数 .

如果所讨论的群是交换群 , 而且群的运算用加法表示 , 那么 ,

上面的一些性质可以叙述为 :
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1′) 群中只有一个零元素 .

2′) 在群中 ,每个元素只有一个负元素 .

3′) - ( - a) = a .

以后 ,常用 a - b表示 a + ( - b) .

4′) 如果 a+ b= a + c,则有 b= c .

5′) 对于任意两个元素 a, b, 方程

a + x = b

有唯一解 x = b - a .

对于加法交换群来说 ,一个元素的方幂就是这个元素的倍数 .

当 n> 0 时 ,我们用 na表示 n 个 a 相加所得之和 ,即

a + a + ⋯ + a= na .

n 个   

规定

( - n) a = - ( n a) ,

并约定 0 a 表示群的零元素 .于是下列倍数律成立 :

6′) na+ ma = ( n + m) a,  n, m 为任意整数 ;

m( na) = mna,  n, m 为任意整数 ;

n( a + b) = na + nb,  n为任意整数 .

4  阶

定义3  如果群 G 包含的元素个数有限 ,则称 G为有限群 .否

则称 G为无限群 .有限群 G 所包含的元素个数称为 G 的阶 .

定义 4  设 a 是群 G 中一个元素 , 如果存在正整数 k 使得

ak = e, 则 a 称为有限阶元素 .满足 ak = e 的最小正整数 k 叫做 a 的

阶 .如果不存在正整数 k 使得 a k = e,则 a称为无限阶元素 .

定义中的条件 a
k

= e 在加法群时应改为 ka = e .以后我们只讨
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论乘法群 ,而对加法群的情形就不另外说明了 .

例如 ,在前面所举的群例中 ,例 3 中的群的阶等于 n;例 10 中

的群的阶等于 4;其余的群 , 除例 8 外 , 都是无限群 .至于例 8 中的

群则要根据域 F 来决定 :当 F 是无限域时 , 加法群 F 及乘法群都

是无限群 .当 F 是有限域时 , 加法群 F 的阶等于 F 中元素数 | F | ;

而乘法群 F
*
的阶 | F

*
|等于 | F | - 1 .

在例 1 中 ,除去零元素的阶等于 1 外 , 其他元素都是无限阶元

素 .在例 10 中 ,单位元素 a 是 1 阶元素 ,其他元素的阶都等于 2 .

从定义可以看出 ,在一个群中 , 单位元素 (零元素 , 如果是加法

群 )是唯一的一个 1 阶元素 .

我们以后主要讨论有限群 .有限群中的元素一定都是有限阶

元素 .这个事实可以这样来证明 , 设 a 是有限群 G 中一个元素 .考

虑下列元素

a, a
2

, a
3

,⋯ .

由于 G是一个有限群 , 所以这些元素中一定有相同的 .即有正整

数 k1 < k2 , 使得

a
k
1 = a

k
2 .

于是

ak
2

- k
1 = e,   k2 - k1 > 0 .

根据定义 , a 是一个有限阶元素 .

如果一个群中的所有元素都是有限阶元素 , 那么这个群称为

周期群 .有限群一定是周期群 .

关于元素的阶有下述重要性质 .

定理 1  如果 a是群 G 的一个 k 阶元素 , e是 G 的单位元素 .

那么

1) al = e� k | l;

2) a
l

= a
m
� k| l - m .
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如果 a是一个无限阶元素 , 那么

a
l

= a
m
� l = m .

证明  1) 如果 k | l ,那么可设 l = kd , d 是一个整数 .

于是

a
l

= a
k d

= ( a
k
)

d
= e

d
= e .

反之 ,如果 k � l , 可设

l = k d + r,  0 < r < k .

于是

a
l

= a
k d + r

= a
k d
· a

r
= e· a

r
= a

r
≠ e .

  2) 因为

a
l

= a
m
� a

l - m
= e,

故由 1)即得

a
l

= a
m
� k | l - m .

  关于无限阶元素的结论可以从定义直接得到 .x

关于群及元素的阶还有一些重要的性质 .请读者参考本章

习题 .

1 .2  置  换  群

置换群是一类最重要的有限群 .作为群的例子 , 这一节介绍置

换及置换群的概念 .关于置换的进一步性质 , 将在第 3 章中讨论 .

1  置换及对称群

设 Ω是由 n 个文字组成的集合 :

Ω = {α1 ,α2 ,⋯ ,αn } .
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Ω到自身的一个一一映射称为 (作用于 )Ω上的一个置换 , 或 n元

置换 ,简称置换 .有时候也称为α1 ,α2 ,⋯ ,αn 的一个置换 .

设σ是Ω= {α1 ,α2 ,⋯ ,αn }上的一个置换 .用α
σ
i ( i = 1 , 2 ,⋯ , n)

表示αi 在σ下的象 , 而把σ表成

σ=
α1 α2 ⋯ αn

α
σ
1 α

σ
2 ⋯ α

σ
n

,

或者可以简单地表成

σ=
αi

α
σ
i

.

  为了简单起见 , 有时常用 1 , 2 , ⋯ , n 表示 Ω的 n 个元素 , 此

时 ,σ就可表成

σ=
1 2 ⋯ n

1σ 2σ ⋯ nσ
=

i

iσ
.

  因为σ是一个一一映射 , 所以 1
σ

, 2
σ

, ⋯ , n
σ
是 1 , 2 , ⋯ , n 的一

个排列 .两个不同的置换 σ,τ所对应的排列 1σ , 2σ , ⋯ , nσ 与 1τ,

2τ, ⋯ , nτ 是不同的 .而且 , 任给 1 , 2 , ⋯ , n 的一个排列α1 ,α2 , ⋯ ,

αn , 都有唯一的一个置换σ使得

i
σ

= αi ,   i = 1 , 2 ,⋯ , n,

即

σ=
1 2 ⋯ n

α1 α2 ⋯ αn

.

因此 n元置换与 n 元排列之间有一个一一对应 .我们知道 n 元排

列一共有 n ! 个 , 所以一共有 n ! 个 n元置换 .我们用 Sn 表示这

n ! 个 n 元置换所成的集合 .例如 , 一共有 6 个 3 元置换 :

σ1 =
1 2 3

1 2 3
,  σ2 =

1 2 3

1 3 2
,

σ3 =
1 2 3

3 2 1
,  σ4 =

1 2 3

2 1 3
,
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σ5 =
1 2 3

2 3 1
,  σ6 =

1 2 3

3 1 2
,

即 S3 = {σ1 ,σ2 ,σ3 ,σ4 ,σ5 ,σ6 }包含 6 个元素 .

在 Sn 中可以按照映射的乘法定义运算 .设σ,τ是 1 , 2 , ⋯ , n

的两个置换 ,那么我们规定σ与τ的乘积στ为将σ,τ连续作用 , 即

iστ = ( iσ)τ ,  i = 1 , 2 , ⋯ , n .

  例如 ,4 元置换

σ=
1 2 3 4

2 4 1 3
与τ=

1 2 3 4

2 1 4 3

的乘积为

στ =
1 2 3 4

2 4 1 3

1 2 3 4

2 1 4 3
=

1 2 3 4

1 3 2 4
.

  置换的乘法有下述一些性质 :

1) 满足结合律

(στ)ρ= σ(τρ) ,  "σ,τ,ρ∈ Sn ;

  2) n元恒等置换

e =
1 2 ⋯ n

1 2 ⋯ n

是 Sn 的单位元素

eσ= σe = σ,  "σ∈ Sn ;

  3) 每个 n元置换在 S n 中都有逆元素

1 2 ⋯ n

α1 α2 ⋯ αn

- 1

=
α1 α2 ⋯ αn

1 2 ⋯ n
.

  因此 ,我们有下面的定理 .

定理 2  n 元置换全体组成的集合 Sn 对置换的乘法构成一个

群 ,称为 n元对称群 ,其阶为 n ! .

需要注意的是 ,当 n≥3 时 , Sn 是非交换的 .例如对上面例子
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中的σ,τ,就有

τσ=
1 2 3 4

4 2 3 1
≠στ .

例 1  S2 = e,
1 2

2 1
是一个 2 阶交换群 .

例 2  S3 = {σ1 = e,σ2 ,σ3 ,σ4 ,σ5 ,σ6 } (σi 的定义如前 ) 是一个 6

阶非交换群 .S3 的运算可以用下列乘法表给出 :

e σ2 ¢σ3 Šσ4 sσ5 [σ6 D

e e σ2 ¢σ3 Šσ4 sσ5 [σ6 D

σ2 Ñσ2 ¹e σ6 Šσ5 sσ4 [σ3 D

σ3 Ñσ3 ¹σ5 ¢e σ6 sσ2 [σ4 D

σ4 Ñσ4 ¹σ6 ¢σ5 Še σ3 [σ2 D

σ5 Ñσ5 ¹σ3 ¢σ4 Šσ2 sσ6 [e

σ6 Ñσ6 ¹σ4 ¢σ2 Šσ3 se σ5 D

2  置换的轮换表法

这一小节介绍置换的轮换表法 .

首先看几个例子 .在 S3 中 ,σ5 将 1 映到 2 , 2 映到 3 , 3 映到 1 ,

我们将它表成 (1 ,2 ,3 ) ;σ2 将 1 保持不变 ,将 2 映到 3 , 3 映到 2 , 我

们将它表成 (1 ) ( 2 , 3) ,或简单地表成 ( 2 , 3) .

一般地 ,如果 n元置换σ把 n 个文字中的一部分α1 ,α2 , ⋯ ,αm

( m≤ n)作如下变换 :

α
σ
1 = α2 ,  α

σ
2 = α3 ,  ⋯ ,  α

σ
m - 1 = αm ,  α

σ
m = α1 ,

而把其余 n - m 个文字保持不变 , 则称σ为一个 m-轮换 , 简称轮

换 ,记作

σ= (α1 ,α2 ,⋯ ,αm ) .
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m称为轮换σ的长度 .当 m = 1 时 ,σ就是恒等置换 .当 m = 2 时 ,σ只

把两个文字互换 ,而保持其余的文字不变 ,称为一个对换 .显然有

(α1 ,α2 ,⋯ ,αm ) = (αi ,αi + 1 ,⋯ ,αm ,α1 ,⋯ ,αi - 1 ) ,  1 < i ≤ m .

  两个轮换σ= (α1 ,α2 , ⋯ ,αm ) 与τ= (β1 ,β2 , ⋯ ,βl ) 称为不相

交的 ,如果α1 ,α2 , ⋯ ,αm 与β1 ,β2 ,⋯ ,βl 是各不相同的 .

很容易看出 ,不相交的轮换是可交换的 .

定理 3  任何一个置换都可表成一些不相交的轮换的乘积 ,

而且表法 (除轮换的次序外 ) 是唯一的 .

证明  设σ是 1 , 2 , ⋯ , n 的一个置换 .任取 1 , 2 , ⋯ , n 中的一

个 ,设为α .作序列

α= α
σ0

,α
σ1

,α
σ2

, ⋯ .

因为

ασ
k

∈ {1 , 2 ,⋯ , n}  ( k = 0 , 1 , 2 , ⋯ ) ,

因此这个序列一定包含重复的文字 .设α
σm

是其中第一个在前面出

现过的文字 ,并设它与α
σi

(0≤ i < m) 相同 ,于是α,α
σ

, ⋯ ,α
σm - 1

各不

相同 .如果 i≠0 ,那么由

ασ
i

= αm

可推出

(α
σi - 1

)
σ

= (α
σm - 1

)
σ

,

即σ将两个不同的文字α
σi - 1

与α
σm - 1

映到相同的文字 , 这是不可能

的 .所以 i = 0 ,即ασ
m

=α.作轮换

σ1 = (α,ασ ,⋯ ,ασm - 1

) ,

则σ与σ1 在α,ασ, ⋯ ,ασ
m - 1

上的作用相同 .

如果 m = n,那么σ=σ1 是一个轮换 .如果 m < n, 在 1 , 2 , ⋯ , n

中去掉α,α
σ

,⋯ ,α
σm - 1

后 ,在剩下的文字中任取一个β, 仿照上面的

方法可以得到一个轮换
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σ2 = (β,βσ ,⋯ ,βσ
r - 1

) ,

σ与σ2 在β,βσ , ⋯ ,βσ
r - 1

上的作用相同 .因为σ是一一映射 , 所以

σ1 与σ2 不相交 .

这样继续下去 ,直到 1 , 2 , ⋯ , n 用完为止 , 我们就得到一些不

相交的轮换σ1 ,σ2 ,⋯ ,σs ,使

σ= σ1σ2 ⋯σs .

  表法的唯一性是很明显的 .x

例 3

σ=
1 2 3 4 5 6 7 8

3 1 5 4 2 8 7 6

= ( 1 , 3 , 5 , 2) (4 ) ( 6 , 8) (7 ) .

置换的这种表法称为置换的轮换表法 .如果在置换σ的轮换

表法中 ,α是一个文字组成一个轮换 ,那么α
σ

=α, 即σ保持α不变 .

为了简单起见 ,在轮换表法中可以把这样的轮换省略不写 .这种简

单的表法 ,称为σ的轮换表法的省略形式 .例如 , 例 3 中σ的轮换

表法的省略形式为

(1 , 3 , 5 , 2 ) ( 6 , 8) .

  恒等置换保持每个文字都不变 , 我们可以任取一个文字把它

表成一个 1-轮换 ,例如 ( 1) .不过 , 我们常用 e表示恒等置换 .

应用置换的轮换表法 ,可以很容易计算置换的阶 .一个长度为

l 的轮换的阶为 l .一般地 , 如果σ的轮换表法是

σ= σ1σ2 ⋯σs ,

其中σi 的长度为 l i ( i = 1 , 2 , ⋯ , s) , 那么σ的阶等于 l1 , l2 , ⋯ , ls 的

最小公倍数[ l1 , l2 , ⋯ , ls ] .下面我们来证明这个结论 .

设σ的阶为 d .记[ l1 , l2 , ⋯ , ls ] = m .则因

σm = σm
1 σm

2 ⋯σm
s = e,
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所以

d | m .

  另一方面 ,因为

σ
d

= σ
d
1σ

d
2 ⋯σ

d
s = e,

而σ
d

1 ,σ
d

2 , ⋯ ,σ
d
s 没有公共文字 , 故

σ
d

1 = σ
d
2 = ⋯ = σ

d
s = e,

因此

li | d ,  i = 1 , 2 , ⋯ , s,

由最小公倍数的性质 ,知 m | d .

综上得

d = m .

例 4  试求置换

σ=
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

2 8 6 9 1 12 10 4 5 7 3 11

的阶 .

解  因为σ的轮换表法为

(1 , 2 , 8 , 4 , 9 , 5 ) ( 3 , 6 , 12 , 11) (7 , 10) ,

所以σ的阶等于 6 , 4 , 2 的最小公倍数 ,为 12 .

置换的轮换表法有许多方便的地方 , 读者将在以后看到轮换

表法的一些应用 .

3  置换的奇偶性  交错群

因为每个轮换都可表成一些对换的乘积 :

(α1 ,α2 , ⋯ ,αm ) = (α1 ,α2 ) (α1 ,α3 )⋯ (α1 ,αm ) ,

因此 ,每个置换也都可以表成对换的乘积 .但是 , 一个置换表成对

换的乘积的方法不是唯一的 .例如
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σ=
1 2 3 4 5

2 3 1 5 4
= (1 ,2 ,3 ) ( 4 , 5)

= (1 , 2 ) ( 1 , 3) (4 , 5 ) = (2 , 3 ) ( 1 , 2) (4 , 5 )

= (2 , 3 ) ( 1 , 2) (1 , 3 ) ( 4 , 5) (1 , 3 ) .

然而 ,我们可以证明下述定理 .

定理 4  n 元置换σ表成对换的乘积后 , 乘积中对换个数的奇

偶由σ唯一确定 ,而且与 n元排列 1σ , 2σ ,⋯ , nσ 的奇偶一致 .

证明  设σ表成 m 个对换的乘积 :

σ= σ1σ2 ⋯σm .

我们来证明 m 的奇偶与 n 元排列 1
σ

, 2
σ

,⋯ , n
σ
的奇偶一致 .σ将排

列 1 , 2 ,⋯ , n变成排列 1
σ

, 2
σ

,⋯ , n
σ

,因此将 m 个对换σ1 ,σ2 , ⋯ ,σm

依次连续作用于排列 1 , 2 , ⋯ , n 也得到排列 1σ , 2σ , ⋯ , nσ .我们知

道对换改变排列的奇偶 ,所以作 m 次对换就将排列的奇偶改变 m

次 .由于 1 , 2 , ⋯ , n 是一个偶排列 ,所以排列 1
σ

, 2
σ

, ⋯ , n
σ
的奇偶与

m 一致 .因此 m 的奇偶由σ唯一确定 .x

根据这个定理 ,我们可以定义置换的奇偶性 .

定义 5  如果 n元置换σ可以表成奇数个对换的乘积 , 则称σ

为奇置换 ;如果σ可以表成偶数个对换的乘积 , 则称σ为偶置换 .

由定义可知 :如果 1
σ

, 2
σ

, ⋯ , n
σ
是一个奇排列 , 则σ是一个奇

置换 ;如果 1
σ

,2
σ

,⋯ , n
σ
是一个偶排列 , 则σ是一个偶置换 .

从定义还知 ,在 n ! 个 n 元置换中 , 奇、偶置换的个数相同 , 各

有
n !
2
个 .恒等置换是偶置换 .两个偶置换之积是偶置换 .偶置换的
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逆置换也是偶置换 .

因此有下面的定理 .

定理 5  n 元偶置换全体对置换的乘法构成一个群 , 其阶为

n !/ 2 .

以后我们用 An 表示全部 n 元偶置换所成的群 , 称为 n 元交

错群 .

4  置换群

最后来讨论置换群 .

由 n元置换组成的群称为 n 元置换群 , 简称置换群 .例如 , n

元对称群及 n 元交错群都是 n 元置换群 .我们还可举出一些例子 ,

这些例子在以后的讨论中还会用到 .

例 5  G = { e, ( 1 , 2 , 3 ) , ( 1 , 3 , 2 ) }是一个 3 元置换群 , 它的阶

等于 3 .

例6  G = { e, (1 ,2 ) ( 3 , 4) , ( 1 , 3) (2 ,4 ) , (1 ,4 ) ( 2 , 3) }是一个 4

阶 4 元置换群 .

例 7  G = { e, (1 , 2 ) , ( 3 , 4 ) , ( 1 , 2) ( 3 , 4 ) , (1 , 3 ) (2 , 4 ) , ( 1 , 4)

(2 ,3 ) , (1 ,3 ,2 ,4 ) , (1 ,4 ,2 ,3 ) }是一个 8 阶 4 元置换群 .

例 8  仅由恒等置换组成的群也是一个置换群 .

为了确切起见 ,我们称一个置换实际变动的文字个数为这个

置换的次数 ,而称一个置换群实际变动的文字个数为这个群的次
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数 .例如 , (1 ,2 ,3 )可以说是一个 3 元置换 , 也可以说是一个 4 元置

换 ,等等 , 但是它是一个 3 次置换 .又如 , 例 5 中的置换群可以看成

3 元置换群 , 也可看成是 4 元置换群等 , 但是它是一个 3 次置

换群 .

置换群的计算在代数学中占有很重要的地位 .给定了一个正

整数 n以后 , 决定全部 n 次置换群是置换群理论中一个重要的问

题 .当 n≤11 时 , n次置换群已经全部找出 , 而当 n 较大时 , 只能找

出一些具有特殊性质的 n 次置换群 , 有关置换群的进一步结论将

在以后再进行介绍 .

1 .3  子   群

1  定义及例

  定义 6  G 是一个群 ,如果 G 的一个子集 H 对 G 的运算构成

一个群 ,则称 H 是 G 的一个子群 .如果 G 的子群 H 不等于 G, 则

称 H 是 G 的一个真子群 .

我们用 H≤G(或 G≥ H) 表示 H 是 G 的子群 , 用 H < G( 或

G > H)表示 H 是 G 的真子群 .

任何一个群 G都有两个明显的子群 , 一个是由一个单位元素

组成的子群 { e} , 称为 G 的单位子群 ; 还有一个就是 G 本身 .这两

个子群称为 G的平凡子群 , 其余的子群 (如果存在的话 )称为非平

凡子群 .

下面再来看一些例子 .

例 1  由全部偶数组成的集合对数的加法组成一个群 , 是加

法群Z 的一个子群 .
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例 2  复数加法群C 以实数加法群R , 有理数加法群 Q 及整

数加法群Z 为真子群 :

C > R > Q > Z .

例 3  关于非零复数所成的乘法群也有类似的结果 :

C
*

> R
*

> Q
*

.

例 4  行列式等于 1 的 n 级实矩阵全体对矩阵的乘法组成一

个群 ,是 n 级可逆实矩阵群 Mn ( R )的一个真子群 .

例 5  n 元交错群 An 是 n 元对称群的一个真子群 .

例 6  任一个 n元置换群都是 n 元对称群的子群 .

需要注意的是 , G 的子群 H 不只是一个包含在 G 中的群 , 而

且 H 的运算必须与 G 的运算一样 .例如 , 乘法群R
*
不能看成加法

群R 的子群 .

因为群 G的子群 H 的运算与 G 的运算一样 , 所以 H 的单位

元素就是 G 的单位元素 , H 中任一元素 a 在 H 中的逆元素也就

是 a 在 G 中的逆元素 .

2  判别条件

群 G的一个子集 H 满足什么条件才能成为 G 的一个子群

呢 ? 我们来分析群 G 的子集 H 对 G 的运算是一个群的条件 .首

先 H 必须是非空的 .其次 , 如果 a, b 在 H 中 , 那么它们的乘积必

须也在 H 中 ,即 H 对 G 的运算是封闭的 .下面再来考察群的三个

条件 .因为 H 包含在 G 中 ,所以结合律当然成立 , 这一条可以不必

检验 .由于子群的单位元素即群的单位元素 , 子群中元素的逆元素
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就是它在群中的逆元素 .所以只要检查 G 的单位元素及 H 中元素

的逆元素是否在 H 中 ,而且从 H 中元素的逆元素在 H 中以及 H

对运算的封闭性可以推出单位元素在 H 中 ,因此可以总结为下列

判别条件 .

判别条件一  H 是群 G 的一个非空子集 . H 是 G 的子群的

充分必要条件是 :

1) 如果 a, b∈ H , 则 ab∈ H;

2) 如果 a∈ H , 则 a - 1 ∈ H .

证明  条件的必要性是显然的 .为了证明充分性 , 只要证明单

位元素 e属于 H 就行了 .因为 H 是非空集合 , 可取 a∈ H .由 2 ) ,

a- 1 ∈ H .再由 1 ) , aa - 1 = e∈ H .x

这两个条件还可以综合成一条 ,这就是

判别条件二  群 G的非空子集 H 是一个子群的充分必要条

件是 :如果 a, b∈ H ,则 ab
- 1
∈ H .

证明  条件的必要性是显然的 .现在来证条件的充分性 .设 G

的非空子集 H 满足判别条件二 .任取 a∈ H , 则 aa- 1 = e∈ H, 由

此又有 ea
- 1

= a
- 1

∈ H .对于 H 中任两个元素 a , b, 上面已证

b- 1 ∈ H ,于是 a( b- 1 ) - 1 = ab∈ H .所以判别条件一成立 , H 是 G

的一个子群 .x

对于有限子群来说 ,有以下更简单的判别条件 .

判别条件三  设 H 是群 G 的一个有限非空子集 , 则 H 是 G
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的子群的充分必要条件是 H 对 G 的运算是封闭的 , 即 , 如果 a,

b∈ H , 则 ab∈ H .

证明  条件的必要性是显然的 .为了证明充分性 , 根据判别条

件一 , 只要证明对于任意 a∈ H , 都有 a- 1 ∈ H .下面来证明这

一点 .

设 a是 H 中任一元素 .因为 H 对运算是封闭的 ,所以 a的正

方幂也都属于 H .又因 H 是一个有限集合 , 所以一定有自然数 l,

m 使得 al = am 并且 l > m + 1 .于是 l - m - 1 是正整数 , al - m - 1 =

a
- 1
∈ H .由判别条件一 , H 是 G 的一个子群 .x

如果 G 是一个有限群 , 那么 G 的子集都是有限集 , 因此总可

以应用判别条件三来判断 G的非空子集是否是一个子群 .

例 7  在整数加法群Z 中任意取定一个整数 n, 由 n 的一切倍

数组成的集合记作 n Z:

nZ = { kn | k = 0 , ± 1 , ± 2 , ⋯} .

因为对于 nZ 中任意两个元素 mn 及 ln , 都有

m n - l n = ( m - l) n∈ nZ .

所以根据判断条件二 , nZ 是Z 的一个子群 .

当 n= 0 时 , nZ = {0 }是由一个零元素组成的单位子群 (也可

称为零子群 ) .当 n= ±1 时 , nZ = Z .对任意的 n, 都有 ( - n) Z =

nZ .而当 n≠± m 时 , nZ≠ m Z .

例 8  n 级正交矩阵全体 On 对矩阵的乘法组成一个群 .

证明  On 是 M n ( R ) 的一个非空子集 .因为两个正交矩阵的

乘积还是正交矩阵 ,正交矩阵的逆矩阵也是正交矩阵 , 所以满足判
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别条件一 , On 是 Mn ( R )的一个子群 .因此 On 对矩阵的乘法成为

一个群 .x

例 9  设 a是群 G 中一个元素 .用〈a〉表示由 a的一切方幂组

成的集合 ,则〈a〉是 G 的一个子群 .

证明  任取〈a〉中两个元素 al , am ,都有

a
l
( a

m
)

- 1
= a

l - m
∈〈a〉 .

故由判别条件二 ,〈a〉是 G 的一个子群 .x

〈a〉称为 G 的由 a 生成的循环子群 , a叫做它的生成元 .〈a〉的

阶等于 a的阶 .

一般地 ,由一个元素生成的群称做循环群 .关于这一类群 , 我

们将在下一节中仔细讨论 .

例 10  G是一个 n 元置换群 , 用 G
+
表示 G 中全部偶置换所

成的集合 ,则 G+ 是 G 的一个子群 .

证明  因为恒等置换是偶置换 , 所以 G+ 是 G 的有限非空子

集 .G
+
中的元素都是 G中偶置换 , 因此它们的乘积仍是 G 中偶置

换 ,也属于 G+ .故由判别条件三 , G+ 是 G的子群 .x

例 11  G是一个群 , 用 Z ( G)表示 G 中与所有元素都可交换

的元素全体 :

Z( G) = { a | a x = x a , " x ∈ G} .

请读者自己证明 Z( G)是 G 的一个子群 .

Z( G) 称为 G的中心 .Z( G) 中的元素称为 G的中心元素 .如果
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G 的中心是单位子群 ,那么 G 称为无中心的 .G 是交换群的充分必

要条件是 Z( G) = G .

例12  设 H1 , H2 是群 G 的两个子群 .由 H1 与 H2 的公共元

素组成的集合 H1 ∩ H2 称为 H1 与 H2 的交 :

H1 ∩ H2 = { a | a∈ H1 , a ∈ H2 } .

H1 ∩ H2 也是 G 的子群 .

证明  因为 e∈ H1 ∩ H2 , 所以 H1 ∩ H2 是 G 的一个非空子

集 .任取 a, b∈ H1 ∩ H2 .则 a, b∈ H1 ; a, b∈ H2 .因为 H1 , H2 都是

G的子群 , 所以 ab
- 1
∈ H1 ; ab

- 1
∈ H2 .因此 ab

- 1
∈ H1 ∩ H2 .由判

断条件二 , H1 ∩ H2 是 G 的一个子群 .x

1 .4  循  环  群

1  循环群的定义及生成元

  定义 7  如果群 G 的每个元素都能表成一个固定元素 a 的方

幂 ,那么 G 称为由 a 生成的循环群 , 记作〈a〉 .a 称为〈a〉的一个生

成元 .

根据元素的阶的性质 ,可知循环群共有两种类型 :

1) 当生成元 a是无限阶元素时 ,〈a〉是一个无限阶循环群 :

〈a〉 = {⋯ , a
- 3

, a
- 2

, a
- 1

, e, a, a
2

, a
3

,⋯ } .

  2) 当生成元 a是有限阶元素时 , 如果 a 的阶为 n , 那么这时 ,

〈a〉 = { e, a, a
2

,⋯ , a
n - 1

}

是一个 n阶有限群 .
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例 1  Z 是由 1 生成的无限循环群 .nZ 是由 n 生成的无限循

环群 .

例 2  n 个 n 次单位根对数的乘法组成一个 n 阶群 Un .设ε

是一个 n 次本原单位根 , 那么任一个 n 次单位根都可表成ε的一

个方幂 ,因此 U n 是一个循环群 ,ε是它的一个生成元 .

循环群的生成元不是唯一的 .例如 , Z 也可看成是由 - 1 生成

的循环群 .在例 2 中ε的取法也不是唯一的 .那么 , 在一个循环群

中 ,怎样的元素才能作为生成元呢 ? 为了解决这个问题 , 首先必须

弄清楚生成元的条件 .

设〈a〉是由 a 生成的循环群 , 如果 a
l
是〈a〉的一个生成元 , 那

么〈a〉中每个元素都可表成 al 的方幂 .特别地 , a 也可以表成 al 的

方幂 .设

a = ( al ) m = al m .

如果〈a〉是无限循环群 ,那么 a是无限阶元素 , 所以必须有

l m = 1 ,

因此得出

l =± 1 .

当然 ,容易看出 , a及 a
- 1
都是〈a〉的生成元 .

如果〈a〉是一个 n 阶有限群 ,那么

n | l m - 1 ,

因此

l m - 1 = n q ,  l m - n q = 1 .

这说明 l 必须与 n 互素 .另一方面 , 如果 l 与 n 互素 , 那么可找到

整数 u, v 使

u n + v l = 1 .

于是
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( al ) v = a1 - u n = a,

所以 a可表成 a
l
的方幂 .因而〈a〉中任一元素也都可表成 a

l
的方

幂 , al 是〈a〉的一个生成元 .

于是我们得到下面这个定理 .

定理 6  1 ) 无限循环群〈a〉一共有两个生成元 : a 及 a
- 1

.

2) n阶循环群〈a〉中 , 元素 a
l
是〈a〉的生成元的充要条件是

( n, l) = 1 .所以〈a〉一共有φ( n)个生成元 (φ( n)是欧拉函数 ) .

例3  设ε是一个 12 次本原单位根 , 则全部 12 次单位根所成

的群 U1 2 是由ε生成的循环群 :

U1 2 = 〈ε〉 = {ε
k

| k = 0 , 1 , 2 ,⋯ , 11} .

U12 一共有φ( 12 ) = 4 个生成元 :

ε,ε
5

,ε
7

,ε
1 1

.

2  循环群的子群

在循环群〈a〉中任取一个元素 a
k
, 可以生成一个循环群〈a

k
〉 .

我们来证明〈a〉的每个子群都可以这样生成 ,即循环群的子群都是

循环群 .

定理 7  1 ) 无限循环群的非单位子群都是无限循环群 .

2) n阶有限循环群〈a〉的子群都是循环群 ,其阶为 n的因子 ,

而且对于 n的每个因子 d 都有唯一的一个子群以 d 为阶 , 因此

〈a〉的子群的个数等于 n 的正因子的个数 .

证明  首先证明循环群的子群都是循环群 .

设 H 是循环群〈a〉的一个子群 .如果 H 是单位子群 , 那么 H

当然是循环群 ;如果 H 不是单位子群 , 那么 H 中一定有 a 的正方
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幂 .设 am 是 H 中指数最小的正方幂 , 证明 H =〈am〉 .任取 H 中一

个元素 al ,存在整数 q及 r , 满足

l = qm + r,  0 ≤ r < m,

于是

al ( a- m ) q = ar ∈ H .

由 m 的取法知必有 r = 0 ,于是 al = ( am ) q ∈ H ,所以

H = 〈am〉 .

  因为无限循环群中的非单位元素都是无限阶元素 , 所以无限

阶循环群的子群也都是无限循环群 .

如果〈a〉是 n 阶有限群 ,则由上面的证明可知 m 能整除 n .因

此 am 的阶是 n 的因子 n/ m,〈am〉的阶也等于 n/ m .

对于 n的任一个因子 d ,〈an/ d〉就是〈a〉的一个 d 阶子群 ,并且

从上面的证明知道 ,〈a〉的 d 阶子群可以由〈a〉中的 d 阶元素 an/ d

生成 ,所以是唯一的 .x

例 4  因为 12 一共有 6 个正因子 : 1 , 2 , 3 , 4 , 6 , 12 , 所以 U12 共

有 6 个子群 :

1 阶子群 H1 =〈ε
12
〉= e;

2 阶子群 H2 =〈ε
6
〉= { e,ε

6
} ;

3 阶子群 H3 =〈ε4〉= { e,ε4 ,ε8 } ;

4 阶子群 H4 =〈ε
3
〉= { e,ε

3
,ε

6
,ε

9
} ;

6 阶子群 H5 =〈ε2〉= { e,ε2 ,ε4 ,ε6 ,ε8 ,ε10 } ;

12 阶子群 H6 =〈ε〉= U12 .

1 .5  群的陪集分解

设 H 是群 G 的一个子群 .在有些问题中 ,为了讨论 G 与 H 的

关系 ,并且应用 H 来讨论 G, 常常需要将 G按照子群 H 分解成一
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些没有公共元素的子集的并 .

例如 ,在整数加群Z 中 ,所有 7 的倍数组成一个子群 7Z .其余

的数可以按照用 7 来除所得的余数分类 ,余数相同的数组成一类 .

把余数为 i 的类记作 i + 7Z:

i + 7Z = { i, i± 7 , i± 14 , i± 21 , ⋯} ,  i = 1 , 2 , ⋯ ,6 .

而Z 可以表成 7Z与这些类的并 :

Z = 7Z∪ ( 1 + 7Z) ∪ (2 + 7Z) ∪ ⋯ ∪ (6 + 7Z) .

  一般地 ,我们有下述子群的陪集的概念 .

定义 8  设 H 是群 G 的一个子群 , a 是 G 中一个元素 , 用 a

右乘 H 中一切元素所得的集合记作 H a:

Ha = { x a | x ∈ H} ,

称为 H 在 G 中的一个右陪集 .同样可以定义 H 在 G 中的左陪集

aH :

aH = { a x | x ∈ H} .

以下讨论右陪集 .关于右陪集的结果对于左陪集也成立 .

子群 H 在 G 中的右陪集有下述一些性质 :

1) H a中元素个数与 H 一样 .

这是因为由 xa = y a可推出 x = y .

2) H 本身也是 H 的一个右陪集 : H = H e . Ha = H 的充分必

要条件是 a∈ H .

3) a在陪集 H a 中 .

根据这一点 ,我们把 a 叫做右陪集 H a 的一个陪集代表 .
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4) 对于右陪集 H a 中任一个元素 b, 都有 H a = Hb .

证明  因为 b∈ H a,所以有 h∈ H 使 b = ha .于是

Hb = Hha = Ha .x

5) H a= H b� ab
- 1
∈ H .

6) 任意两个右陪集 H a 及 H b 或者相等或者不相交 ,即

Ha = Hb 或 H a ∩ Hb = � .

证明  如果 H a∩ Hb≠� , 则它们包含公共元素 c:

c ∈ Ha,  c ∈ Hb,

因此 ,由 4 )得

Ha = Hc,  Hb = Hc .

因而有 H a = Hb .x

由于每个元素 a 都属于一个右陪集 H a, 故可将有限群 G 对

于子群分解成一些互不相交的右陪集的并 :

G = Ha1 ∪ Ha2 ∪ ⋯ ∪ Ha r ,

其中

Hai ∩ Haj = � ,  i , j = 1 , 2 ,⋯ , r,  i ≠ j .

这个式子称为 G 对 H 的 ( 右 ) 陪集分解式 .其中 r 是右陪集的个

数 ,称为 H 在 G 中的指数 , 记作 | G∶ H | .a1 , a2 , ⋯ , ar 称为 H 在

G 中的一个右陪集代表系 .

类似地 ,群 G 也可以表成子群 H 的互不相交的左陪集的并 :

G = b1 H ∪ b2 H ∪ ⋯ ∪ br H ,

其中

bi H ∩ bj H = � ,  i , j = 1 , 2 ,⋯ , r,  i ≠ j ,
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称为 G对 H 的左陪集分解式 .b1 , b2 ,⋯ , br 称为 H 在 G 中的左陪

集代表系 .显然 , H 在 G 中的右陪集个数与左陪集个数是相等的 ,

都等于 H 在 G 中的指数 .

从一个群对子群的陪集分解式可以得到下列关于群的子群及

元素的阶的重要结论 .

定理 8(Lagrange定理 )  群 G的阶等于子群 H 的阶及 H 在

G 中的指数的乘积 ,即

| G | = | H |· | G∶ H | .

证明  设 G对 H 的陪集分解式为

G = Ha1 ∪ Ha2 ∪ ⋯ ∪ Ha r .

因为 | H ai | = | H | , i = 1 , 2 , ⋯ , r,所以

| G | = | H | ·r = | H |· | G∶H | .x

推论  有限群 G 中每个元素的阶都是 G 的阶 | G| 的因子 .如

果 G的阶等于 n ,那么 G 中每个元素都满足方程

x
n

= e .

证明  设 a 是 G 中一个 m 阶元素 ,则 H =〈a〉是 G 的一个 m

阶子群 .根据上述定理 , 即得 m | | G | .根据元素的阶的性质 , 即得

另一个结论 .x

例 1  n 元交错群 An 在 n 元对称群 S n 中的指数为 2:

Sn = An ∪ An ( 1 , 2) .

例 2  考虑上节例 4 中的群 U12 及其 4 阶子群 H4 ,

U12 = H4 ∪ H4ε∪ H4ε
2

,

所以 | U12 ∶ H4 | = 3 .
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例 3  用 G1 表示 G = Sn 中保持 1 不动的全部置换 .如果σ,

τ∈G1 , 则 1
σ

= 1
τ

= 1 .因此 1
στ

= ( 1
σ

)
τ

= 1 ,στ∈ G1 .所以 G1 是 G 的

一个子群 .

下面来证明 e, ( 1 , 2) , ( 1 , 3) ,⋯ , (1 , n)组成 G1 在 G 中的一个

右陪集代表系 .

首先 ,这 n 个元素属于 G1 的不同右陪集 , 这是因为

e( 1 , i)
- 1

= ( 1 , i) ∈
-

G,  i = 2 , 3 , ⋯ , n;

(1 , j ) ( 1 , i) - 1 = ( 1 , j , i) ∈
-

G,  i, j = 2 , 3 , ⋯ , n,  i ≠ j .

所以陪集

G1 = G e, G1 (1 , 2 ) ,⋯ , G1 ( 1 , n)

两两不同 .

其次 ,可证明 G 中任一元素都属于上列陪集中的一个 .对任

一σ∈G, 如果 1
σ

= 1 , 则σ∈G; 如果 1
σ

= i≠1 ,则

1σ( 1 , i) - 1

= 1σ( 1 , i ) = 1 .

所以

σ∈ G1 ( 1 , i) .

  因此 , G = Sn 对 G1 的右陪集分解为

Sn = G1 ∪ G1 (1 , 2 ) ∪ G1 (1 , 3 ) ∪ ⋯ ∪ G1 ( 1 , n) .

e, ( 1 , 2) , ( 1 , 3) ,⋯ , (1 , n)是 G1 在 Sn 中的一个右陪集代表系 .G1

在 Sn 中的指数为 n .

例4  设 G 是一个置换群 , 仍用 G
+
表示 G 中全部偶置换组成

的子群 .如果 G 中没有奇置换 , 那么 G = G+ ; 如果 G 中有奇置换 ,

那么对于 G中任意两个奇置换σ,τ,στ- 1 是 G 中一个偶置换 ,因此

στ
- 1
∈G

+
.这说明 G 中的奇置换都属于 G

+
的同一个陪集 .任取 G

中一个奇置换σ,就可得到 G 对 G
+
的陪集分解

G = G
+
∪ G

+
σ.
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可以看出 ,例 1 是例 4 的一个特例 .由例 4 得

| G∶G
+

| =
1 ,  如果 G 中无奇置换 ;

2 ,  如果 G 中有奇置换 .

这是关于置换群的一个重要性质 ,今后常常要用到 .

最后 , 我们来证明关于子群的指数及陪集分解的一个重要

性质 .

定理 9  设

G ≥ H ≥ K ,

则

1) | G∶ K | = | G∶ H |· | H∶ K | .

2) 如果 G对 H 的陪集分解为

G = Hg1 ∪ Hg2 ∪ ⋯ ∪ Hg l ,  H g1 = H;

H 对 K 的陪集分解为

H = Kh1 ∪ Kh2 ∪ ⋯ ∪ Khm ,  Kh1 = K,

则 G对 K 的陪集分解为

G = ∪
i = 1 , ⋯ , m
j = 1 , ⋯ , l

K h i g j ,  K h1 g1 = K .

  3) 如果 G对 K 的陪集分解为

G = Ka1 ∪ Ka2 ∪ ⋯ ∪ Kat ,  Ka1 = K .

那么可以适当地排列 ai ( i = 1 ,2 ,⋯ , t)的次序 , 使得

H = Ha1 = Ka1 ∪ Ka2 ∪ ⋯ ∪ Kam ,

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ham + 1 = Kam + 1 ∪ Kam + 2 ∪ ⋯ ∪ Ka2 m ,

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ha( l - 1 ) m + 1 = Ka( l - 1 ) m + 1 ∪ Ka( l - 1 ) m + 2 ∪ ⋯ ∪ Kal m , ( l m = t) .

而且 G对 H 的陪集分解为

G = Ka1 ∪ Kam + 1 ∪ ⋯ ∪ Ka( l - 1 ) m + 1 .
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  证明  1) 因为

| G | = | G∶ H |· | H | ,  | H | = | H∶ K |· | K | ,

所以

| G| = | G∶ H |· | H∶ K |· | K | ,

即

| G∶ K | = | G∶ H |· | H∶ K | .

  2) 陪集 K hi g j ( i = 1 , 2 , ⋯ , m; j = 1 , 2 , ⋯ , l) 共有 l m 个 ,与 G

对 K 的指数相等 ,因此只要证明这些陪集两两不相交就可以了 .

如果

Kh i g j = Khi′g j′ ,  1 ≤ i, i′≤ m, 1 ≤ j , j′≤ l ,

则

hi g j ( hi′g j′)
- 1

= hi g j g
- 1
j′ h

- 1
i′ ∈ K ≤ H .

因为 hi , hi′∈ H , 所以

gj g - 1
j′ ∈ H .

这说明

Hg j = Hg j′ .

于是 gj = gj′, j = j′.从而

hi h
- 1
i′ ∈ K .

  同样的理由可得 hi = hi′ , i = i′.因此这 l m 个陪集是两两不相

交的 .

3) 因为 K 在 H 中的陪集也一定是 K 在 G 中的陪集 , 因此一

定是 K ai ( i = 1 , 2 , ⋯ , t) 中的一部分 .可以调动次序使

H = K a1 ∪ K a2 ∪⋯∪ K am ( m = | K∶ H | ) ,

于是 am + 1 ∈
-

H .考虑 H 的陪集

Ham + 1 = Ka1 am + 1 ∪ Ka2 am + 1 ∪ ⋯ ∪ Kam am + 1 ,

陪集 K a1 am + 1 , K a2 am + 1 , ⋯ , K am am + 1 各不相同 , 而且与 K a1 ,

K a2 ,⋯ , K am 也都不同 ,因此可以调动 ai 的次序使
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Ham + 1 = Kam + 1 ∪ Kam + 2 ∪ ⋯ ∪ Ka2 m .

这样逐次调动即可得到最后的分解式 .x

推论  设 G≥ H≥ K,则

1) 如果 g1 , g2 ,⋯ , gl 是 H 在 G 中的一个右陪集代表系 , h1 ,

h2 ,⋯ , hm 是 K 在 H 中的一个右陪集代表系 ,那么

g1 h1 , g1 h2 , ⋯ , g1 hm , g2 h1 , g2 h2 ,⋯ , g2 hm ,⋯ , gl h1 , gl h2 ,⋯ , gl hm

是 K 在 H 中的一个右陪集代表系 .特别地 , 如果取 g1 = e, 那么这

个右陪集代表系中包含 H 对 K 的陪集代表系 h1 , h2 , ⋯ , hm .

2) 在 G 对 K 的任一个右陪集代表系中 , 总能找出一部分组

成 H 对 K 的右陪集代表系 .

1 .6  同   构

设 G和 G1 是两个群 ,在很多情况下往往会提出这样的问题 :

G 和 G1 是否有相同的构造 ? 什么叫做构造相同呢 ? 要回答这个

问题 ,必须建立同构的概念 .

定义 9  设 G 和 G1 是两个群 .如果存在一个由 G 到 G1 上的

一一映射φ,对于 G 中任意两个元素 a , b,都有

( a b)
φ

= a
φ
b
φ

,

那么就称 G同构于 G1 ,记作 Gǖ G1 .φ称为 G 到 G1 的一个同构映

射 (简称同构 ) .当 G = G1 时 ,φ称为 G 的一个自同构映射 (简称自

同构 ) .

例 1  域 F 上 n 维线性空间 V 的可逆线性变换群 GL n ( V ) 与

F 上 n 阶可逆矩阵群 GL n ( F)是同构的 .
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证明  在 V 中取定一组基ε1 ,ε2 ,⋯ ,εn .V 的每个线性变换 A

在这组基下对应于 F 上的一个 n 级矩阵 A;反之 , F 上每个 n 级矩

阵 A可看作 V 的某个线性变换 A 在基ε1 ,ε2 , ⋯ ,εn 下的矩阵 .而

且当且仅当 A 为可逆线性变换时 , A 为可逆矩阵 .由于不同的线

性变换在同一组基下的矩阵是不同的 ,映射

φ: A → A

是 GLn ( V )到 GLn ( F) 上的一个一一映射 .我们知道 , 映射 φ保持

乘法 ,所以φ是 GL n ( V )到 GLn ( F)的一个同构映射 , 即 GLn ( V) ǖ

GLn ( F) .x

例 2  1 .1 节中例 10 的 G与置换群

K = { e, ( 1 , 2) (3 , 4 ) , (1 , 3 ) ( 2 , 4) , ( 1 , 4) (2 , 3 ) }

是同构的 .

证明  G 到 K 的映射φ:

a → e,  b → ( 1 , 2) (3 , 4 ) ,

c → ( 1 , 3) (2 ,4 ) ,  d → (1 , 4 ) ( 2 , 3)

是一个一一映射而且保持运算 , 所以是一个同构映射 , 因而

Gǖ K .x

读者可以再找一个 G到 K 的同构映射 .

例 3  S3 = { e, ( 1 , 2) , ( 1 , 3 ) , ( 2 , 3 ) , ( 1 , 2 , 3 ) , ( 1 , 3 , 2 ) } .定义

S3 到自身的一个映射 :

e → e,  ( 1 , 2) → (2 , 3 ) ,  (1 , 3 ) → ( 1 , 2) ,

(2 ,3 ) → ( 1 , 3) ,  ( 1 , 2 , 3) → (1 ,2 ,3 ) ,  (1 ,3 ,2 ) → ( 1 , 3 , 2)

请读者验证这个映射是 S3 的一个自同构映射 .
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群的同构关系是一个等价关系 .也就是说 , 群的同构映射具有

下列 3 个性质 :

1) 反身性 : Gǖ G;

2) 对称性 :如果 Gǖ G1 , 则有 G1 ǖ G;

3) 传递性 :如果 Gǖ G1 , G1 ǖ G2 ,则有 Gǖ G2 .

这是因为恒等映射、同构映射的逆映射以及两个同构映射的乘积

都是同构映射的缘故 .

因为群的同构映射是一个一一映射 , 所以同构的群有相同的

阶 .下面来证明群的同构映射的一些重要性质 .

设φ是群 G 到 G1 的一个同构映射 ,则有

1) φ将 G 的单位元素 e 映到 G1 的单位元素 e1 .

证明  因为 e
2

= e,所以

( e2 )φ = eφ ,

于是

eφeφ = eφ = eφe1 .

根据消去律 ,即得

e
φ

= e1 .x

2) φ将 G 中元素 a 的逆元素 a
- 1

映到 a 的象 a
φ
的逆元素

( aφ) - 1 , 即

( a
- 1

)
φ

= ( a
φ

)
- 1

.

证明  因为 aa
- 1

= e,所以

( a a
- 1

)
φ

= e
φ

,  a
φ
· ( a

- 1
)
φ

= e1 ,

因此

( a
- 1

)
φ

= ( a
φ

)
- 1

.x
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  3) G 中元素 a 与它在 G1 中的象 aφ 有相同的阶 .

证明  这是因为

a
k

= e� ( a
φ

)
k

= e1

的缘故 .x

4) 对 G中元素 a , b有

ab = ba� a
φ
b
φ

= b
φ

a
φ

.

证明  由定义即得 .x

设 a, b是群中两个元素 , 如果 ab = ba, 就称这两个元素是可

交换的 .上述性质说明群的同构映射保持元素在运算下的交换性 .

由此可知 ,φ把 G 的中心元素映到 G1 的中心元素 , 所以交换群的

同构象也一定是交换群 .

5) 设 H 是 G 的一个子集 .用 H
φ
表示 H 中元素在φ下的象

组成的集合 :

H
φ

= { h
φ

| h∈ H} ,

则 H 是 G 的子群当且仅当 H
φ
是 G1 的子群 .

证明  如果 H≤G, 对 G1 中任意两个元素 a1 , b1 ,因为φ是一

一映射 ,故有 a, b∈ H 使

aφ = a1 ,  bφ = b1 .

于是 ab- 1 ∈ H , 且

( ab
- 1

)
φ

= a
φ

( b
- 1

)
φ

= a
φ

( b
φ

)
- 1

= a1 b
- 1
1 ∈ H

φ
.

所以 H
φ
≤G1 .

如果 Hφ≤G1 , 则对 G中任意两个元素 a , b, 都有

63 第 1 章  基 本 概 念



( a b- 1 )φ = aφ( b- 1 )φ = aφ ( bφ ) - 1 ∈ Hφ .

因为φ是一一映射 , 所以

a b- 1 ∈ H .

因此 H≤G .x

同构的定义及性质说明 ,在同构映射下 , 对应的元素在各自的

运算之下有相同的关系 .因此 , 如果我们抽象地研究一个群 , 也就

是说如果不考虑群的元素是什么 ,也不考虑群中的运算是怎样定

义的 ,而只考虑群在所定义的运算下的代数性质 , 那么同构的群是

可以不加区别的 .例如 , 可以证明同阶的循环群一定是同构的 , 因

此从同构的角度来看 , 对于任一个自然数 n, 都恰有一个 n 阶循

环群 .

1 .7  群的置换表示

置换群是比较具体的一种群 , 它的元素和运算都可以具体地

写出来而且便于计算 .置换群之所以重要还在于 : 每个有限群都和

一个置换群同构 .我们知道同构的群具有相同的构造 , 说得具体一

些 ,就是 , 有关群的那些不依赖于元素的特性而根据运算的性质就

可以证明的结论 ,都能够自动地转移到与这个群同构的群上去 .例

如 ,两个同构的群有相同的阶 , 与一个交换群或循环群同构的群一

定也是交换群或循环群 , 等等 .因此 , 可以应用置换群来研究一

般群 .

这一节介绍将一个群表示成置换群的几种方法 .

1  右正则表示

设 G是一个群 , 阶等于 n .它的元素是

a1 = e, a2 ,⋯ , an .
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取定一个元素 ai ,用它依次右乘 G 中每个元素 ,得到 n个元素

a1 ai , a2 ai ,⋯ , an ai .

这 n个元素仍在 G 中 , 而且由消去律可知这 n 个元素各不相同 ,

因此它们是 a1 , a2 , ⋯ , an 的一个排列 .作 a1 , a2 , ⋯ , an 的置换

a1 a2 ⋯ an

a1 ai a2 ai ⋯ an ai

,

简记成
a

aai

.以后我们把这个置换记作σa
i
, 简记作σi .

用这个方法 ,我们得到 n 个 n 元置换σi ( i = 1 , 2 , ⋯ , n) , 其中

单位元素 a1 对应的置换是恒等置换 .因为σi 把单位元素 a1 映到

a1 ai = ai ,所以这 n 个置换各不相同 .用 RG 表示这 n 个置换所成

的集合 :

RG = {σ1 ,σ2 ,⋯ ,σn } .

这是作用于 { a1 , a2 , ⋯ , an }上的 n 元对称群 S n 的一个非空子集 .

下面来证明 RG 是 Sn 的一个子群 , 并且 G与 RG 同构 .

首先证明

引理 1  RG 是 S n 的一个子群 .

证明  在 RG 中任取两个置换σa
i
与σa

j
.它们的乘积

σa
i
σa

j
=

a

a ai

a

a aj

=
a

a ai aj

= σa
i
a

j
∈ RG ,

所以根据子群的判别条件三 , RG 是 Sn 的一个子群 .x

其次证明

引理 2  G 与 RG 是同构的 .
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证明  考虑 G到 RG 上的映射 :

ai →σa
i
,

来证这是一个同构映射 .因为当 ai≠ aj 时 ,σa
i
≠σa

j
,所以这是一个

一一映射 .因此为了证明它是一个同构映射 , 只要证明它保持运算

就可以了 .而这一点在引理 1 的证明中已经指出了 .x

RG 中的置换有一个特点 : 除了恒等置换把 G 中每个元素都

保持不变外 ,其他置换没有不变元素 , 这样的置换称做正则置换 ,

而 RG 称做 G 的右正则表示 .

以上的讨论给出了构造与已知群同构的置换群的一个方法 .

从而证明了下面的定理 .

定理 10(Cayley)  每个 n 阶群都与一个 n 元 ( n 次 ) 置换群

同构 .

下面给出几个例子 .

例 1  G 是一个 6 阶循环群 , a 是 G 的一个生成元 :

G = { e = a
0

= a
6

, a, a
2

, a
3

, a
4

, a
5

} .

求 G的右正则表示 .

解  e →σe (恒等置换 ) ,

a →σa =
e a a

2
a

3
a

4
a

5

a a
2

a
3

a
4

a
5

e
.

因为置换的性质与它所作用的文字的符号没有关系 , 所以为了方

便起见 ,可以写成

σa =
1 2 3 4 5 6

2 3 4 5 6 1
= ( 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6) .
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σa 是一个 6 阶轮换 .RG 就是σa 生成的 6 阶循环群 :

RG = {σe = σ6
a ,σa ,σ2

a ,σ3
a ,σ4

a ,σ5
a } .

例 2  设 G 是由 a , b 两个元素生成的有限群 , G 中元素的运

算满足下述关系 :

a
4

= e,  a
2

= b
2
≠ e,  a b = b a

3
.

从这些关系式可以推出 G中共有 8 个元素 , 即

G = { e, a, a
2

, a
3

, b, ab , a
2

b, a
3

b} .

而 G的乘法表是

e a a2 ¦a3 •b ab a2 b a3 b

e e a a2 ¦a3 •b ab a2 b a3 b

a a a2 ¾a3 ¦e ab a2 b a3 b b

a2 ía2 Õa3 ¾e a a2 b a3 b b ab

a3 ía3 Õe a a2 •a3 b b ab a2 1

b b a3 b a2 b ab a2 wa e a3 1

ab ab b a3 b a2 b a3 wa2 `a e

a2 b a2 b ab b a3 b e a3 `a2 Ha

a3 b a3 b a2 b ab b a e a3 Ha2 1

这个群叫做四元数群 ,记作 Q8 .下面来求它的右正则表示 .

e →σe ( 恒等置换 ) ,

a →σa =
e a a

2
a

3
b ab a

2
b a

3
b

a a2 a3 e a3 b b ab a2 b
.

因为置换的作用与文字的符号无关 ,所以为了简便起见 , 我们把 G

中元素编号 :

e → 1 ,  a → 2 ,  a
2
→ 3 ,  a

3
→ 4 ,

b → 5 ,  ab → 6 ,  a2 b → 7 ,  a3 b → 8 .

于是σ可写成

σa =
1 2 3 4 5 6 7 8

2 3 4 1 8 5 6 7
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= ( 1 , 2 , 3 , 4) (5 , 8 , 7 , 6 ) .

同样可以算出

σa
2 =

e a a
2

a
3

b ab a
2

b a
3

b

a
2

a
3

e a a
2

b a
3

b b ab

=
1 2 3 4 5 6 7 8

3 4 1 2 7 8 5 6

= (1 ,3 ) ( 2 , 4) (5 ,7 ) ( 6 , 8) ;

σa
3 =

e a a
2

a
3

b ab a
2

b a
3

b

a
3

e a a
2

ab a
2

b a
3

b b

=
1 2 3 4 5 6 7 8

4 1 2 3 6 7 8 5

= (1 ,4 ,3 ,2 ) ( 5 , 6 , 7 , 8) ;

σb =
e a a

2
a

3
b ab a

2
b a

3
b

b ab a
2

b a
3

b a
2

a
3

e a

=
1 2 3 4 5 6 7 8

5 6 7 8 3 4 1 2

= (1 ,5 ,3 ,7 ) ( 2 , 6 , 4 , 8) ;

σab =
e a a

2
a

3
b ab a

2
b a

3
b

ab a
2

b a
3

b b a a
2

a
3

e

=
1 2 3 4 5 6 7 8

6 7 8 5 2 3 4 1

= (1 ,6 ,3 ,8 ) ( 2 , 7 , 4 , 5) ;

σa2 b =
e a a2 a3 b ab a2 b a3 b

a
2

b a
3

b b ab e a a
2

a
3

=
1 2 3 4 5 6 7 8

7 8 5 6 1 2 3 4

= (1 ,7 ,3 ,5 ) ( 2 , 8 , 4 , 6) ;
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σa
3

b =
e a a

2
a

3
b ab a

2
b a

3
b

a
3

b b ab a
2

b a
3

e a a
2

=
1 2 3 4 5 6 7 8

8 5 6 7 4 1 2 3

= ( 1 , 8 , 3 , 6) (2 ,5 ,4 ,7 ) .

于是得

RG = {σe ,σa ,σa2 ,σa3 ,σb ,σa b ,σa2 b ,σa3 b } ǖ G .

这个方法也可以用来讨论无限群 .一般地 , 一个集合 A (有限

或无限 )到自身的一个映射称为 A 的一个变换 . A 到自身的一一

映射称为 A 的一个可逆变换 (或一一变换 ) .用 S( A)表示 A 的全

部可逆变换所成的集合 .易证 S( A) 对映射的乘法构成一个群 , 称

为 A 的全变换群 .由 A 的一部分可逆变换组成的群称为 A 的一

个变换群 .显然 , A 的变换群就是 A 的全变换群的子群 .可以和证

明定理 10 同样地证明 : 任何一个群都与一个变换群同构 , 而且从

证明的方法可以看出 ,这个变换群可以取作某一个作用于这个群

的变换群 .

2  左正则表示

仍用 a1 = e, a2 ,⋯ , an 表示 n 阶 G 群中全部元素 .取定 G 中一

个元素 ai ,用 a- 1
i 依次左乘 a1 , a2 ,⋯ , an ,也得到 G 中 n 个不同的

元素 :

a- 1
i a1 , a- 1

i a2 ,⋯ , a- 1
i an .

这 n个元素也各不相同 , 组成 a1 , a2 ,⋯ , an 的一个排列 , 和上一节

相仿 ,我们可以作一个 n 元置换

τa
i

=
a1 a2 ⋯ an

a
- 1
i a1 a

- 1
i a2 ⋯ a

- 1
i an

=
a

a- 1
i a

.

这样 ,我们又得到作用于 { a1 , a2 , ⋯ , an }的 n 个 n 元置换 , 组成 Sn
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的另一个子集 L G :

LG = {τa
1

,τa
2

, ⋯ ,τa
n
} .

因为

τa
i
τa

j
=

a

a- 1
i a

·
a

a- 1
j a

=
a

a- 1
j a - 1

i a
=

a

( ai aj ) - 1 a

= τa
i
a

j
,

所以可以和前面一样地证明 LG 是 S n 的一个子群 ,映射

ai→τa
i

是 G到 LG 的一个同构映射 .G 与置换群 LG 是同构的 .LG 中的置

换也都是正则置换 , LG 称为 G 的左正则表示 .证明留给读者 .

下面给出一个例子 .

例 3  求四元数群的左正则表示 .

解  τe 的恒等置换 .

τa =
x

a
- 1

x
=

x

a
3

x

=
e a a

2
a

3
b ab a

2
b a

3
b

a
3

e a a
2

a
3

b b ab a
2

b

=
1 2 3 4 5 6 7 8

4 1 2 3 8 5 6 7

= ( 1 , 4 , 3 , 2) (5 , 8 , 7 , 6 ) ;

τa2 = (τa )2 = (1 ,3 ) ( 2 , 4) (5 ,7 ) ( 6 , 8) ;

τa3 = (τa )
3

= (1 ,2 ,3 ,4 ) ( 5 , 6 , 7 , 8) ;
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τb =
x

b - 1 x
=

x

a2 b x

=
e a a2 a3 b ab a2 b a3 b

a
2

b ab b a
3

b e a
3

a
2

a

=
1 2 3 4 5 6 7 8

7 6 5 8 1 4 3 2

= (1 ,7 ,3 ,5 ) ( 2 , 6 , 4 , 8) ;

τab = τaτb = ( 1 , 8 , 3 , 6) (2 ,7 ,4 ,5 ) ;

τa
2

b = τa
2τb = ( 1 , 5 , 3 , 7) (2 ,8 ,4 ,6 ) ;

τa3 b = τa3τb = ( 1 , 6 , 3 , 8) (2 ,5 ,4 ,7 ) .

于是得

LG = {τe ,τa ,τa2 ,τa3 ,τb ,τa b ,τa2 b ,τa3 b } ǖ G .

读者学习到这里 , 也许会提出一个问题 : 在作τa
i
时为什么不

用 ai 来左乘 G 中各个元素 ,而要用 a
- 1

i 来左乘呢 ? 这个问题是值

得考虑的 .如果用 ai 来左乘 ,将 ai 对应于置换

τ′a
i

=
a1 a2 ⋯ an

ai a1 ai a2 ⋯ ai an

.

这样也得到 n 个 n 元置换 .问题是 , 这 n 个置换是否也具有上面所

说的那些性质呢 ? 其实 ,由于τ′a
i

=τa - 1
i

, 所以这样得到的 n个置换

所成的集合仍是 L G .但是 ,由于

τ′a
i
τ′a

j
=

a

ai a

a

aj a
=

a

aj ai a

=
a

( aj ai ) a
= τ′a

j
a

i
,

因此 ,如果 G 是一个非交换群 ,那么映射

ai→τ′a
i
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就不是一个同构映射了 .

3  陪集置换表示

前面介绍了群的正则表示 ,给出了与 n 阶群 G 同构的两个 n

元置换群 .但是当 G 的阶比较大的时候 , 这两个置换群作用的文

字比较多 ,运算也就比较复杂 .因此为了减少置换所作用的文字个

数 ,有时需要用其他方法将一个群表示为置换群 .这一小节介绍用

子群的陪集将群表成置换群的方法 .

设 G是一个群 , H 是 G 的一个子群 , G 的阶等于 n , H 在 G 中

的指数等于 r .我们知道 , G 可以分解成 H 的不相交的右陪集

之并 :

G = H x1 ∪ H x2 ∪ ⋯ ∪ H x r ,

其中 H x1 = H .

如果 a是 G 中一个元素 , 那么用 a 右乘右陪集 H x i ( 即 : 用 a

右乘 H x i 中各个元素 ) 得到一个右陪集 H xi a .用 a 依次右乘 H

的 r 个右陪集 H x i ( i = 1 ,2 ,⋯ , r) ,得到 r 个右陪集

H x1 a, H x2 a, ⋯ , H x r a .

这 r 个陪集各不相同 ,因此是原来 r 个陪集的一个排列 .这样得到

一个作用于这 r 个陪集的一个置换

H x1 H x2 ⋯ H x r

H x 1 a H x2 a ⋯ H x r a
=

H x i

H x i a
,

记作ωa .很明显地 , 单位元素 e 所对应的置换ωa 是恒等置换 , 而且

ωaωb = ωa b ,  ωa
- 1 = (ωa )

- 1
.

用 SG/ H 表示由ωa ( a∈G) 所成的集合 :

SG/ H = {ωa | a∈ G} .

可以和以前一样证明 SG/ H 是作用于 { H x1 , H x2 , ⋯ , H xr } 上的 r

元对称群 S r 的一个子群 .而且映射 :

a →ωa ,  a∈ G
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是 G到 SG/ H 上的一个满映射 , 这个映射保持运算 .SG/ H 称为 G 对

子群 H 的陪集置换表示 .

例 4  G 是由 x , y 两个元素生成的有限群 , G 中运算满足下

述关系 :

x
3

= y
2

= e,  x y = y x
2

.

从这些关系式 ,可以推知 G 中共有 6 个元素 :

G = { e, x, x
2

, y , x y , x
2

y} .

用 H 表示 G 的由 y 生成的子群 :

H = 〈y〉 = { e, y} .

G 对 H 的陪集分解是 :

G = H ∪ H x ∪ H x
2

,

其中

H x = { x, x
2

y} ,  H x
2

= { x
2

, x
2

y} .

  下面来计算 G对 H 的陪集置换表示 :

e →ωe (恒等置换 ) ,

x →ωx =
H H x H x

2

H x H x
2

H
= ( 1 , 2 , 3) ,

x
2
→ωx

2 = (ωx )
2

= ( 1 , 3 , 2) ,

y → ωy =
H H x H x2

H H x
2

H x
= ( 2 , 3) ,

xy →ωx y = ωxωy = ( 1 , 3) ,

x
2

y →ωx
2

y = (ωx )
2

(ωy ) = ( 1 , 2) .

所以

SG/ H ǖ S3 .

例 5  设 G 是四元数群 , H 为 a
2
生成的 2 阶循环子群 :
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H = { e, a2 } .

求 SG/ H .

解  G 对 H 的陪集分解为

G = H ∪ Ha ∪ Hb ∪ Hab,

其中

Ha = { a, a
3

} , Hb = {b, a
2

b} , Hab = { ab , a
3

b} .

把这些陪集编号 :

H → 1 , Ha → 2 , Hb → 3 , Hab → 4 .

于是

e →ωe = ( 1) (恒等置换 ) ,

a →ωa =
H H a H b Hab

Ha H H ab H b

=
1 2 3 4

2 1 4 3
= ( 1 , 2) (3 ,4 ) ,

a
2
→ωa2 = (ωa )

2
= (1 ) ,

a3 →ωa3 = (ωa )3 = ωa ,

b → ωb =
H H a Hb H ab

Hb H ab H H a

=
1 2 3 4

3 4 1 2
= ( 1 , 3) (2 ,4 ) ,

a b →ωa b = ωaωb = (1 ,4 ) ( 2 , 3) ,

a2 b →ωa2 b = (ωa )2 ωb = ωb ,

a
3

b →ωa
3

b = (ωa )
3
ωb = ωaωb = ωa b .

所以

SG/ H = { ( 1) , ( 1 , 2) (3 ,4 ) , (1 ,3 ) ( 2 , 4) , ( 1 , 4) (2 ,3 ) }

是 S3 的一个 4 阶子群 .
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群 G到置换群 SG/ H 上的映射 :

a → ωa

是保持运算的 .如果这个映射还是一一的 , 那么就是一个同构映

射 ,此时 G 与 r 元置换群 SG/ H 是同构的 .例如 , 例 4 中的陪集置换

表示就给出了群 G与 SG/ H ( 即 S3 )的一个同构映射 , 从而知道 Gǖ

S3 .但是 , 一般地这个映射不一定是一个一一对应 .例如 , 例 5 中那

个映射就不是一一的 ,这时 , 这个映射就不是一个同构映射 , G 与

SG/ H 就不是同构的 .但是 , 既然这个映射保持运算 , 那么它一定能

反映这两个群之间的一些关系 .关于这一类映射以及由子群 H 的

陪集得出的置换群与原来的群同构的条件等问题 , 将在下一章中

进行讨论 .

习   题

1 . 设 a1 , a2 , ⋯ , ar 是群 G 中任意 r( r≥2 )个元素 , 求证 :

( a1 a2 ⋯ ar ) - 1 = a- 1
r a - 1

r - 1 ⋯ a- 1
2 a- 1

1 .

  2 . 证明 : 如果群 G 中每个元素的平方都等于单位元素 , 那么

G 一定是一个交换群 .

3 . 设 a, b是群 G 中两个元素 ,求证 :

(1 ) a, a
- 1

, a
- 1

ba 有相同的阶 ;

(2 ) ab与 ba 有相同的阶 .

4 . 设 a 是群 G 中一个元素 , a 的阶等于 n .求证 : am 的阶等于

n/ ( n, m) ,其中 ( n, m)是 n与 m 的最大公因数 .

5 . 设 a, b是群 G 中两个可交换的元素 , 它们的阶分别为 l,

m .试证 :如果〈a〉∩〈b〉= { e} .则 ab的阶等于 l 与 m 的最小公倍

数[ l , m] .

6 . 试证 :如果群 G 中只有一个 2 阶元素 , 那么这个元素一定

是 G的中心元素 .
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7 . 证明 4 阶群都是交换的 .

8 . 设

σ=
1 2 3 4 5 6

5 6 3 1 4 2
,

τ=
1 2 3 4 5 6

3 4 6 2 5 1

是 S6 中两个置换 .

(1 ) 写出σ,τ的轮换表法 , 并求σ,τ的阶 .

(2 ) 计算στ,τσ,σ- 1 ,σ2 ,σ3 ,τ- 1στ.

9 . 解置换方程σx =τ及 yσ=τ,其中

σ=
1 2 3 4

3 4 2 1
,  τ=

1 2 3 4

4 1 2 3
.

  10 . 设σ,τ是两个 n 元置换 , 其中σ是一个 r-轮换 :

σ= (α1 ,α2 ,⋯ ,αr ) .

试证 :

τ
- 1
στ= (α

τ
1 ,α

τ
2 ,⋯ ,α

τ
r ) ,

并将这个结论推广到σ是一个任意置换的情形 .

11 . 证明 Sn ( n> 2)是无中心群 .

12 . 设σ的轮换表法为

σ= σ1σ2 ⋯σs ,

其中σi ( i = 1 , 2 , ⋯ , s)的长度为 li .试证 :σ的奇偶与 l1 + l2 + ⋯ +

ls + s一致 .

13 . 设 a 是群 G 中一个 n 阶元素 , H 是 G 的一个子群 .试证 :

如果 a
m
∈ H , ( n, m) = 1 ,则 a∈ H .

14 . 试证阶为素数的群一定是循环群 .

15 . 证明 : 群 G没有非平凡子群的充分必要条件是 G 为素数

阶循环群 .

16 . 设 G是一个 pq 阶群 , p, q 都是素数且 p < q .证明 : G 不可
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能有两个不同的 q阶子群 .

17 . A 是有限群 G 的一个非空子集 .试证 : 当且仅当 A A� A

时 , A 是 G 的一个子群 (群 G 的两个子集 A 与 B 的乘积 A B 定义

为 A B = { ab| a∈ A, b∈ B} ) .

18 . 设 A, B 都是群 G 的子群 .则当且仅当 AB = B A 时 , A B

是 G 的子群 .

19 . 设 A, B, C 都是 G 的子群 .求证 :如果 A≤C,则 A B∩C =

A( B∩C) .

20 . 设 H 是群 G 的子群 , | G∶ H | = 2 .证明 : 对于 G 中任一元

素 a都有 H a = a H .

21 . 求 S4 对子群

K = { e, ( 1 , 2) (3 , 4 ) , (1 , 3 ) ( 2 , 4) , ( 1 , 4) (2 , 3 ) }

的陪集分解 .

22 . 找出四元数群 Q8 的全部子群及其陪集分解 .

23 . 试求 S3 的左、右正则表示 .

24 . 求 S4 对 S3 的陪集置换表示并证明 S4 与这个置换表示

是同构的 .
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第 2章  正规子群与同态定理

同构映射是一个一一映射并且保持运算 , 所以就保证了同构

的群具有相同的构造 .在有些问题中 , 我们还会遇到一些保持运算

的映射 ,但是不一定是一一的 .例如在上一章中我们利用子群的陪

集分解所作的置换表示就是这样的 .这种映射叫做同态映射 .同态

映射既然保持运算 ,它必然能反映这两个群之间的关系以及它们

的一些共同的性质 .由于一个群的同态象的阶比这个群的阶小 , 研

究起来比较方便 ,找出一个群的同态象对于研究这个群是非常有

用的 .

这一章主要讨论同态映射的性质 , 以及一个群与其同态象的

关系 .

这一章还介绍一些重要的概念 :共轭元素、共轭子群、正规子

群、商群、特征子群、自同构群等 .

正规子群等概念不仅在讨论同态映射时起着重要的作用 , 它

们在整个群论中都占有很重要的地位 .

2 .1  同   态

定义 1  G 与 H 是两个群 ,φ是 G 到 H 的一个映射 .如果对

于 G中任意两个元素 a , b, 都有

( a b)φ = aφbφ ,

φ就叫做 G 到 H 的一个同态映射 .当 φ是一个映上的同态时 ,φ

称为一个满同态 , H 称为 G 的一个同态象 , 记作 G～ H .群 G 到自

身的同态称为自同态 .



要注意 , G～ H 与 H～ G是不同的 .

例 1  设 H 是 G 的一个子群 , G 到陪集置换表示 SG/ H 上的

映射

a →ωa ,  a∈ G

是一个满同态映射 , SG/ H 是 G 的一个同态象 .

例 2  设 F 是一个域 , 用 MLn ( F) 表示系数在 F 中的全体 n

级可逆矩阵所成的乘法群 .仍用 F
*
表示 F 中全体非零元素所成

的乘法群 .定义 MLn ( F)到 F
*
的映射φ为

A →Aφ = | A| ,  A ∈ M L n ( F)

| A| 表示矩阵 A 的行列式 .因为

( AB )φ = | AB| = | A| | B| = AφBφ ,  A, B∈ M L n ( F)

所以φ是 ML n ( F) 到 F
*
的一个同态映射 , 而且 ,对于 F

*
中任一元

素 a, 令

A( a) =

a

1

w

1

,

则 A( a)∈ M Ln ( F) ,且

( A( a) )
φ

= | A( a) | = a,

所以φ是一个满同态 , MLn ( F)～ F
*

.

例 3  U n 是 n 次单位根所成的 n 阶循环群 .取定一个 n 次本

原单位根ε .定义整数加法群Z 到 U n 上的映射ψ:

k → kψ = εk ,  k ∈ Z

ψ是一个满同态 , Z ～Un .

25 第 2 章  正规子群与同态定理



同态映射有下述一些重要的性质 .

设φ是群 G 到 H 的一个同态映射 , 则有 :

1) φ将 G 的单位元素 e 映到 H 的单位元素 e′.

2) φ将 G 中元素 a 的逆元素 a
- 1
映到 a

φ
的逆元素 ,即

( a- 1 )φ = ( aφ ) - 1 .

这两条性质可以与以前关于同构映射的相同性质一样地证

明 ,留给读者去完成 .

3) a
φ
的阶是 a 的阶的一个因数 .

证明  设 a的阶为 k , 则 a
k

= e .于是

( aφ ) k = ( ak )φ = eφ = e′,

所以 a
φ
的阶是 k 的一个因数 .x

4) φ把 G 中可交换的元素映到 H 中可交换的元素 ,即

a b = ba ( a, b∈ G) → aφbφ = bφaφ .

如果φ是满同态 , 那么φ把 G 的中心元素映到 H 的中心元素 .

需要注意的是 ,由 a
φ
b
φ

= b
φ

a
φ
不能推出 ab = ba, 因此 , 即使 φ

是一个满同态 ,也只有 ( Z( G) )φ≤ Z( H) .

5) 如果 A 是 G 的一个子群 ,则 Aφ 是 H 的一个子群 .

6) 设 B 是 H 的一个子群 .用 Bφ
- 1

表示 B 的逆象 ,即

B
φ- 1

= { a∈ G | a
φ
∈ B} ,
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则 Bφ
- 1

是 G 的一个子群 .

证明  因为 B 是一个子群 ,所以 Bφ
- 1

当然是 G 的一个非空子

集 .如果 a, b都在 B
φ- 1

中 , 那么

aφ , bφ ∈ B .

于是

( ab- 1 )φ = aφ( bφ) - 1 ∈ B,

因此

ab- 1 ∈ Bφ
- 1

.

所以 B
φ- 1

是 G 的一个子群 .x

当 B = { e′}是 H 的单位子群时 , 它的逆象也是 G 的一个子

群 ,称为φ的核 .

定义 2  设φ是群 G 到 H 的一个同态映射 , e′是 H 的单位元

素 .e′的逆象

K = { a∈ G | aφ = e′}

是 G的一个子群 , 称为φ的核 ,记作 kerφ .

同构映射是一一的同态映射 , 可以应用同态映射的核来判断

一个同态映射是不是同构映射 .

定理 1  设φ是群 G 到 H 上的一个满同态映射 , 则φ是同构

映射的充分必要条件是φ的核 K = { e} .

证明  条件显然是必要的 .现在来证明条件也是充分的 .假设

K = { e} , 证明φ是一个一一映射 .如果 G 中两个元素 a , b 在φ下

的象相同 ,即
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aφ = bφ ,

那么

( a b- 1 )φ = aφ ( bφ ) - 1 = e′,

因此

ab
- 1

∈ K .

由 K = { e} ,得

ab
- 1

= e,

即

a = b,

所以φ是一个一一映射 , 因而它是一个同构映射 .x

从定理的证明还可以看出 : 如果 φ是 G 到 H 的一个同态映

射 , K 是φ的核 , 那么从 a
φ

= b
φ
可以推出

ab
- 1

∈ K,

因此 a, b属于 K 的同一个右陪集 .另一方面 , 当 a, b 属于 K 的同

一个右陪集时 ,一定有

a = b x ,

其中 x∈ K .于是有

a
φ

= ( b x )
φ

= b
φ

x
φ

= b
φ

.

这就是说 , G 中两个元素在φ下的象相同的充分必要条件是 a , b

属于核 K 的同一个陪集 .

由此可见 , 如果 φ是 G 到 H 上的一个同态映射 , K 是φ的

核 ,那么 G 在φ下的象集合 G
φ
可以由 K 在 G 中的一个陪集代表

系的象得到 .这就给出了构造群的同态象的一个方法 .问题是 : 是

不是 G的每个子群都可以作为某个同态的核 ? 更进一步 , 如果 K

是 G 到 H 上的一个同态映射的核 ,那么 , K 与 H 有什么关系 ? 这

些问题将在下面两节中得到解决 .

552 .1  同   态



2 .2  共轭子群与共轭元素

在解决有关同态的一些问题之前 , 我们先介绍共轭子群与共

轭元素的概念 ,这些概念也是群论中的重要概念 .

1  共轭子群

设 G对子群 H 的陪集分解为

G = Ha1 ∪ Ha2 ∪ ⋯ ∪ Ha r .

在我们作群 G对子群 H 的陪集置换表示的时候 ,一般地 , 映射

φ: a →
H x i

H x i a

只是一个同态映射而不一定是同构映射 .那么 , 在什么情形下这个

映射是同构映射呢 ? 根据定理 1 , 我们只要讨论什么时候这个映

射的核 ,即恒等映射的原象只有单位元素就可以了 .

我们首先来看 G中什么样的元素在φ下的象是恒等置换 .如

果 aφ 是恒等置换ωe , 即

a
φ

= ωa =
H x i

H x i a
= ωe ,

那么就有

H x i = H x i a,  i = 1 , 2 , ⋯ , r ,

于是

xi ax
- 1
i ∈ H ,  i = 1 , 2 , ⋯ , r .

  设

x i ax - 1
i = hi ,  i = 1 ,2 ,⋯ , r,

则

a = x
- 1
i hi x i ∈ x

- 1
i H x i ,  i = 1 , 2 ,⋯ , r,

其中
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x - 1
i H x i = { x - 1

i h x i | h∈ H} ,  i = 1 , 2 ,⋯ , r .

  很容易验证 x - 1
i H x i ( 1≤ i≤ r)是 G 的一个子群 .令

K = ∩
i

x
- 1
i H x i ,

那么上面的讨论说明 a
φ
为恒等置换的必要条件是 a∈ K .这个条

件也是 a
φ

=ωe 的充分条件 , 因此 K 就是φ的核 .当且仅当 K = { e}

时 ,φ是同构映射 .

子群 x - 1
i H x i 称为 H 的共轭子群 .这一小节首先讨论共轭子

群的一些性质 .然后再进一步讨论陪集置换表示 .

定义3  设 H1 及 H2 是群 G的两个子群 .如果存在 G 中一个

元素 a使得

a- 1 H1 a = H2 ,

则称 H1 与 H2 是共轭的 .

子群的共轭关系具有下面一些性质 :

1) 每个子群都与自己共轭 .

这是因为 e- 1 H e = H .

2) 如果 H1 与 H2 共轭 , 那么 H2 与 H1 共轭 .

这是因为从 a- 1 H1 a= H2 可推出 ( a - 1 ) - 1 H2 a- 1 = H1 .

3) 如果 H1 与 H2 共轭 , H2 与 H3 共轭 , 那么 H1 与 H2

共轭 .

理由是 :从 a
- 1

H1 a = H2 , b
- 1

H2 b= H3 可推出

( a b) - 1 H1 ( a b) = H3 .

因此 ,子群的共轭关系是一个等价关系 .G 的子群可以分成一些互

不相交的共轭子群的集合 ,称为共轭子群类 .在同一个类中的子群
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都是共轭的 ,而不同类中的子群互不共轭 .同一个共轭子群类中的

子群都有相同的阶及指数 .

例 1  A4 = { e, (1 , 2 ) ( 3 , 4) , ( 1 , 3 ) ( 2 , 4 ) , ( 1 , 4 ) (2 , 3 ) , (1 , 2 ,

3 ) , ( 1 , 3 , 2 ) , ( 1 , 2 , 4 ) , ( 1 , 4 , 2 ) , ( 1 , 3 , 4 ) , ( 1 , 4 ,

3 ) , (2 ,3 ,4 ) , (2 ,4 ,3 ) } .

A4 的子群可以分成下列 5 个共轭子群类 :

1) { e} ;

2) { e, ( 1 , 2) (3 , 4 ) } , { e, ( 1 , 3) (2 , 4 ) } , { e, ( 1 , 4) (2 ,3 ) } ;

3) { e, ( 1 , 2 , 3) , (1 , 3 , 2 ) } , { e, ( 1 , 2 , 4 ) , ( 1 , 4 , 2 ) } , { e, ( 1 , 3 ,

4) , ( 1 , 4 , 3) } , { e, ( 2 , 3 , 4) , ( 2 , 4 , 3) } ;

4) { e, ( 1 , 2) (3 , 4 ) , (1 , 3 ) ( 2 , 4) , ( 1 , 4) (2 , 3 ) } ;

5) A4 .

设 H1 , H2 , ⋯ , H l 是某个共轭子群类中全部子群 .对于 G 中

任一元素 a , a- 1 H i a( i = 1 , 2 , ⋯ , l)仍然是这 l 个子群中的一个 ,而

且当 i≠ j 时 , a
- 1

H i a≠ a
- 1

H j a ,所以

a- 1 H1 a, a- 1 H2 a,⋯ , a- 1 H l a

是这 l 个子群的一个排列 ,由此可作一个置换 :

H1 H2 ⋯ H l
 
 

a
- 1

H1 a a
- 1

H2 a ⋯ a
- 1

Hl a
 
 

.

可以用这种方法得到 G的一个置换表示 .这里就不仔细讨论了 .

2  正规化子

设 H 是 G 的一个子群 .这一小节讨论 H 的共轭子群的个数

以及如何找出 G 的全部共轭子群 .

作 G的子集

NG ( H) = { x | x - 1 H x = H} .
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因为单位元素在 NG ( H)中 , 所以 NG ( H)是 G的一个非空子集 .如

果 x, y∈ NG ( H) ,那么

x
- 1

H x = H , y
- 1

H y = H .

于是

( x
- 1

)
- 1

H x
- 1

= H ,

( x y)
- 1

H( x y) = y
- 1

( x
- 1

H x ) y = y
- 1

H y = H .

因此

x
- 1

∈ NG ( H) , xy ∈ NG ( H) .

所以 NG ( H)是 G 的一个子群 .

定义 4  H 是 G 的一个子群 , NG ( H )称做 H 在 G 内的正规

化子 .

显然有 H≤ NG ( H) .

可以应用 NG ( H)来计算 H 的共轭子群的个数 .

定理 2  H 在 G 中的共轭子群的个数等于其正 规化子

N G ( H) 在 G 中的指数 .

证明  NG ( H)在 G 中的指数等于 N G ( H) 的右陪集的个数 .

因此只要证明 : 对于 G 中两个元素 a 及 b, 共轭子群 a - 1 H a 与

b
- 1

Hb相等的充分必要条件是 a , b属于 H 的同一个右陪集 .

容易看出 , a
- 1

Ha = b
- 1

H b的充分必要条件为

b a - 1 Hab- 1 = H ,

即

( ab- 1 ) - 1 Hab- 1 = H ,

亦即

ab- 1 ∈ NG ( H) .
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而这一条件又等价于 a, b属于 N G ( H) 的同一个右陪集 .x

定理 2 的 证明 还告诉 我们 : H 的全 部共 轭子群 可以 由

N G ( H)在 G 中的一个右陪集代表系给出 .

例 2  设 G = S4 , H = { e, (1 , 2) , (3 , 4) , ( 1 , 2 ) ( 3 , 4 ) } .计算 H

在 G 中的共轭子群 .

根据计算 ,可得

NG ( H) = { e, (1 , 2 ) , (3 , 4 ) , (1 , 2 ) ( 3 , 4) , ( 1 , 3) (2 , 4 ) ,

(1 , 4 ) ( 2 , 3) , ( 1 , 3 , 2 , 4) , ( 1 , 4 , 2 , 3) } ,

所以 | G∶ NG ( H) | = 3 .H 有 3 个共轭子群 , 这 3 个共轭子群可以

由 N = NG ( H)的右陪集代表给出 .因为

G = N ∪ N( 1 , 3) ∪ N( 1 , 4) ,

所以 H 的 3 个共轭子群为

1) H;

2) (1 ,3 )
- 1

H(1 ,3 ) = { e, ( 1 , 4) , ( 2 , 3) , ( 1 , 4) (2 ,3 ) } ;

3) (1 ,4 ) - 1 H(1 ,4 ) = { e, ( 1 , 3) , ( 2 , 4) , ( 1 , 3) (2 ,4 ) } .

现在我们回过来讨论 G 对子群 H 的陪集置换表示 .我们在以

前已经分析过 ,映射

a →ωa =
H x i

H x i a

是一个同构映射的充要条件是

∩
r

i = 1
x

- 1
i H x i = { e} ,

其中 x1 , x2 ,⋯ , xr 是 H 在 G 中的一个右陪集代表系 .因为 H 的

全部共轭子群可以由 N G ( H ) 在 G 中的陪集代表得出 , 又因

NG ( H)≥ H ,所以 NG ( H)在 G中的陪集代表可以在 x1 , x2 , ⋯ , xr
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中选取 .这说明 x - 1
1 H x1 , x - 1

2 H x2 , ⋯ , x - 1
r H x r 给出了 H 的全部

共轭子群 (可能有重复的 ) .因此 , 我们有下述定理 .

定理 3  设 H 是 G 的一个子群 .G 对 H 的陪集置换表示

SG/ H 与 G 同构的充要条件是

∩
x∈ G

x - 1 H x = { e} .

我们来回顾一下以前的例子 .

应用上面的方法 ,对第 1 章 1.7 节例 4 , 可以算出 H 一共有 3

个共轭子群 :

1) H;

2) x - 1 H x = { e, x y} ;

3) ( x
2

)
- 1

H x
2

= { e, x
2

y} .

这 3 个子群的交等于{ e} ,所以 G 与 SG/ H 是同构的 .

在第 1 章 1 .7 节的例 5 中 , H 是一个 2 阶子群 , 与 H 共轭的

子群一定也是 2 阶子群 .但是 G 中只有一个 2 阶元素 , 所以 G 只

有一个 2 阶子群 , H 的共轭子群只有 H 自己 .由此知

∩
x∈ G

x - 1 H x = H ,

从而映射

a →ωa =
H x i

H x i a

的核就是 H .G 与 SG/ H 不是同构的 .

3  共轭元素  中心化子

以上我们讨论了共轭子群 . H 的共轭子群 x - 1 H x 由形如

x
- 1

h x( h∈ H)的元素组成 , x
- 1

h x 称为 h 的共轭元素 .
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定义 5  a, b是群 G 中两个元素 , 如果 G 中有一个元素 x 使

x
- 1

a x = b,则称 a与 b 是共轭的 .

显然 ,共轭元素有相同的阶 .

和子群的共轭关系一样 ,元素的共轭关系也有下述 3 个性质 :

1) 任一元素 a都与自己共轭 .

2) 如果 a与 b 共轭 , 那么 b与 a 也共轭 .

3) 如果 a 与 b 共轭 , b与 c 共轭 ,那么 a 与 c 共轭 .因此 ,元素

的共轭关系是一个等价关系

这 3 个性质的证明方法与前面关于共轭子群的证明相仿 , 这

里就不再重复了 .

根据这 3 个性质 , G 中元素可以分成一些互不相交的共轭元

素的集合 ,称为共轭元素类 .在同一类中的元素互相共轭 , 而不同

类中的元素彼此不共轭 .

例 3  A4 的 12 个元素分成下列 4 个共轭元素类 :

1) C1 = { e} ;

2) C2 = { ( 1 , 2 , 3) , ( 1 , 3 , 4) , ( 1 , 4 , 2) , ( 2 , 4 , 3) } ;

3) C3 = { ( 1 , 3 , 2) , ( 1 , 4 , 3) , ( 1 , 2 , 4) , ( 2 , 3 , 4) } ;

4) C4 = { ( 1 , 2) (3 , 4 ) , (1 , 3 ) ( 2 , 4) , ( 1 , 4) (2 , 3 ) } .

A4 = C1 ∪C2 ∪C3 ∪C4 ; Ci∩Cj = � ( i≠ j) .

设 G共有 s 个共轭类 , 记作 C1 , C2 , ⋯ , Cs .再设 Ci 中包含 ni

个元素 ( i = 1 , 2 ,⋯ , s) .那么因为
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G = C1 ∪ C2 ∪ ⋯ ∪ Cs ,

Ci ∩ Cj = � ( i ≠ j ) ,

所以

| G| = n1 + n2 + ⋯ + ns .

这个式子称为 G的类方程 .

下面来讨论 G的共轭元素类中元素的个数 .

和处理共轭子群的情形相仿 , 设 a 是群 G 的一个元素 .作 G

的子集

ZG ( a) = { x | x - 1 a x = a} .

很容易验证 ZG ( a)是 G 的一个子群 .

定义 6  子群 ZG ( a)称为 a 在 G 内的中心化子 .

和共轭子群的个数一样 ,我们有下述结果 .

定理4  a 是群 G 中一个元素 .a 在 G 中的共轭元素的个数等

于 a在 G 内的中心化子 Z G ( a)在 G 中的指数 .

证明  只要证明 , 对于 G 中两个元素 x , y, 共轭元素 x - 1 ax

与 y
- 1

ay 相等的充要条件是 x 与 y 属于 ZG ( a) 的同一个右陪集 .

证明了这一点以后 ,就知道 a 的共轭元素的个数等于 Z G ( a) 的右

陪集的个数 ,即等于 ZG ( a) 的指数 .这就是定理所要证明的 .

容易看出 x - 1 ax = y - 1 ay 的充要条件为

a = y x
- 1

a x y
- 1

= ( x y
- 1

)
- 1

a( x y
- 1

) ,

即

xy
- 1

∈ ZG ( a) .

而这个条件又是 x, y 属于 ZG ( a) 的同一个右陪集的充分必要条

件 .x
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  从这个定理可以得到下列推论 .

推论  1 ) 共轭元素类 Ci 中元素的个数 ni 是 G 阶的一个

因子 .

2) 共轭元素的中心化子具有相同的指数 ,因而有相同的阶 .

不仅如此 ,还可证明共轭元素的中心化子是共轭的 ( 习题 3) .

和讨论共轭子群的情形相仿 , 可以应用共轭元素类中的元素

来作出群的置换表示 .

2 .3  正 规 子 群

这一节讨论什么样的子群可以作为同态的核 ?

设 G是一个群 ,φ是 G 到群 G1 的一个同态映射 .我们曾经证

明过 ,φ的核

K = { x ∈ G | x
φ

= e1 } ( e1 是 G1 的单位元素 )

是 G的一个子群 , 而且 K 的一个右陪集 K a 中的每个元素在φ下

的象都是 a
φ

, 而不同右陪集中的元素的象一定不同 .如果我们仔

细回想一下这些结论的证明 , 可以看出 : 把右陪集换成左陪集 , 这

些结论仍然成立 .因此得到下述结论 :

设φ是群 G 到 G1 的一个同态映射 , K 是φ的核 ,则对 G 的任

意元素 a, 左陪集 a K 及右陪集 K a 中元素在同态映射φ下的象都

是 aφ .

又因为其他陪集中元素的象都与 a
φ
不同 ,所以必须有

aK = Ka , " a∈ G .

我们把这样的群称做正规子群 .

定义 7  设 H 是 G 的一个子群 .如果 G 对 H 的右陪集分解
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与右陪集分解一致 , H 就称为 G 的一个正规子群 .

以后 ,如果 H 是 G 的一个正规子群 , 就记作 H G ( 或 G

H ) .如果 H 是 G 的一个正规的真子群 , 就记作 H�G(或 G� H) .

从定义可以直接看到 : G 的平凡子群 { e}及 G 都是 G 的正规

子群 .还可看到 : 交换群的子群都是正规的 .下面再来举几个例子 .

例 1  在四元数群 G 中 , 仍设子群 H = { e, a2 } .已知 G 对 H

的陪集分解是

G = H ∪ Ha ∪ Hb ∪ Hab .

可以验证

Ha = aH , Hb = bH , Hab = abH ,

所以

H�G .

例 2  群 G 的中心 Z 是 G 的一个正规子群 .

因为 Z 与 G 中每个元素都可交换 , 所以对 G 中任意元素 x ,

都有

Z x = x Z .

因此 Z 是 G 的一个正规子群 .

例 3  在 A4 中取子群 H = { e, ( 1 , 2) (3 ,4 ) } ,那么

H(1 ,2 ,3 ) = { ( 1 , 2 , 3) , ( 1 , 3 , 4) } ,

(1 , 2 , 3 ) H = { (1 ,2 ,3 ) , (2 ,4 ,3 ) } ≠ H( 1 , 2 , 3) ,

所以 H 不是 G 的正规子群 .

从上面的例子可以看到 ,的确有不是正规子群的子群存在 .而
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直接从正规子群的定义来判断某个子群是否是正规子群有时比较

麻烦 ,因此 , 讨论正规子群的一些判别条件是很有必要的 .

判别条件一  指数等于 2 的子群一定是正规的 .

证明  设 H 是 G 的一个指数为 2 的子群 , 那么 H 共有两个

右陪集 ,也共有两个左陪集 .取 x∈ G,但 xú H, 就有

G = H ∪ H x = H ∪ x H , H x = x H .

因此 , G 对 H 的左、右陪集分解相同 ,故 H�G .x

由此可知 n 元交错群是 n 元对称群的一个正规子群 .这是下

述例子的一个特殊情形 .

例 4  设 G 是一个置换群 .以前已经证明过 G 中全部偶置换

组成的子集 G+ 是 G 的一个子群 ,并且

| G∶G + | =
1 , 如果 G 中无奇置换 ,

2 , 如果 G 中有奇置换 ,

即 G
+

= G 或 G
+
在 G 中的指数为 2 ,所以 G

+
G .

判别条件二  设 H 是 G 的一个子群 . H G 的一个充分必要

条件是 :对 G 中任一元素 a , 都有 a- 1 H a= H , 即 H 只有一个共轭

子群 ,就是 H 自己 .

证明  因为 a
- 1

H a= H� a H = Ha, 故由定义即可知

H G� a- 1 Ha = H , " a ∈ H . x

因此 ,正规子群也称自共轭子群 .
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例 5  求 A4 的全部正规子群 .

解  在 2. 2 节例 1 中 , 我们已经求出了 A4 的全部共轭子群

类 .由判别条件二 , 知子群 H 是正规子群的充分必要条件是包含

H 的共轭类中只有 H 一个子群 , 所以可知 A4 共有 3 个正规

子群 :

1) { e} ;

2) { e, ( 1 , 2) (3 , 4 ) , (1 , 3 ) ( 2 , 4) , ( 1 , 4) (2 , 3 ) } ;

3) A4 .

其中只有一个非平凡正规子群 .

从判别条件二可以看出 ,如果 H 是 G 的一个正规子群 , 那么

H 也是任一中间群 G1 ( G≥G1 ≥ H) 的正规子群 .而且 , 即使 H 不

是 G 的正规子群 , H 也可能是某个中间群的正规子群 .子群 H 在

G 内的正规化子 N G ( H) 就以 H 为正规子群 , 这一点可以从判别

条件二看出 .因此当 NG ( H) = G 时 , H G, 可以证明这个条件也

是充分的 ,即有

判别条件三  H G� NG ( H) = G .

证明  H G � x
- 1

H x = H, " x∈G

� NG ( H) = G .x

这个条件也可以叙述为 :

判别条件四  G 的子群 H 是正规子群的一个充分必要条件

是 :对 G 中任一元素 g 及 H 中任一元素 h , 都有

g- 1 h g ∈ H .
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例 6  设 H 是 G 的一个子群 .用 ZG ( H )表示 G 中与 H 的每

个元素都可交换的元素全体 :

ZG ( H) = { x ∈ G | x h = h x , " h∈ H} .

容易看出

ZG ( H) = ∩
h∈ H

ZG ( h) ,

所以 ZG ( H)是 G 的一个子群 .

定义 8  设 H 是群 G 的一个子群 , ZG ( H ) 称为 H 在 G 内的

中心化子 .

根据定义有 ZG ( H)≤ NG ( H) .可以证明

定理 5  设 H 是群 G 的一个子群 , 则 ZG ( H) 是 NG ( H )的一

个正规子群 .

证明  任取 z∈ ZG ( H) , g∈ NG ( H ) .对 H 中任一个元素 h ,

都有

( g
- 1

z g )
- 1

h( g
- 1

z g ) = g
- 1

z
- 1

g h g
- 1

z g

= g
- 1

z
- 1

( g hg
- 1

) z g .

因为 g∈ NG ( H) ,所以 gh g
- 1
∈ H .因此 z 与 gh g

- 1
可交换 .于是

( g - 1 z g ) - 1 h( g- 1 zg) = g- 1 ( g h g - 1 ) g = h .

由 ZG ( H)的定义 , 知 g - 1 z g∈ ZG ( H) .因此 ZG ( H) NG ( H) .x

判别条件五  G 的子群 H 是正规子群的一个充分必要条件

是 :如果 h 在 H 中 ,那么 H 一定包含 h 在 G 中的一切共轭元素 ,

即 H 由一些共轭元素类组成 .

证明  设 H G .任取 h∈ H , x∈ G, 则由 x
- 1

H x = H 可得

x
- 1

hx∈ H , 因此 H 包含 h 的一切共轭元素 .这就证明了条件的必
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要性 .

如果对任一个 h∈ H , H 都包含 h 在 G 中的一切共轭元素 , 那

么对任一 x∈G, 都有 x - 1 hx∈ H , 于是 x - 1 H x≤ H .另一方面 , 对

于 x
- 1
来说 , 有 ( x

- 1
)

- 1
H x

- 1
≤ H , 即 x H x

- 1
≤ H .由此得 H≤

x - 1 H x, 因此必须有 x - 1 H x = H , 所以 H G .条件的充分性

得证 .x

例7  由 (1 , 2 , 3 , 4 , 5 )生成的 5 阶循环群 H 是 S5 的一个循环

子群 ,但不是 S5 的正规子群 .因为 ( 1 , 2 , 3 , 4 , 5 )在 S5 中一共有 24

个共轭元素 ,不能都在 H 中 , 所以 H 在 S5 中不是正规的 .

例 8  四元数群 Q8 的阶等于 8 , 所以它的非平凡子群的阶只

可能等于 2 或 4 .前面已经看到 Q8 只有一个 2 阶子群 , 所以这个

子群是 Q8 的正规子群 .而 Q8 的 4 阶子群在 Q8 中的指数等于 2 ,

所以这一类子群也都是正规的 .

四元数群 Q8 给出了一个非交换群 , 它的子群都是正规子群

的例子 .这样的群通常称为哈密尔顿群 .四元数群是哈密尔顿群的

一个例子 ,而且是阶最小的一个哈密尔顿群 .

我们举例说明一点需要注意的地方 .正规子群没有传递性 , 即

可能有下述情况 :

G > G1 > G2 ,

其中

G�G1 , G� G2 ,

但是 G2 不是 G1 的正规子群 .

例 9  令

G = A4 ,
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G1 = { e, ( 1 , 2) (3 ,4 ) , (1 ,3 ) ( 2 , 4) , ( 1 , 4) (2 ,3 ) } ,

G2 = { e, ( 1 , 2) (3 ,4 ) } ,

则

G�G1 , G1 �G2 .

但是 ,由于

( 1 , 2 , 3) - 1 G2 ( 1 , 2 , 3) = { e, ( 1 , 4) (2 , 3 ) } ≠ G2 ,

所以 G2 不是 G 的正规子群 .

最后 ,我们以正规子群的两个重要性质来结束这一节 .

如果 A 是 G 的一个子群 , H 是 G 的一个正规子群 ,那么 :

1) A∩ H 是 A 的正规子群 , 特别地 , G 的正规子群之交是 G

的正规子群 ;

2) A H = { ah | a∈ A, h∈ H }是 G 的一个子群 , 而且 A H =

H A .

证明留给读者作为练习 .

2 .4  商群  同态定理

上一节我们证明了同态映射的核一定是正规子群 , 我们把所

得的结果写成一个定理 .

定理 6(第一同态定理 )  群 G 到 G1 的同态映射φ的核 K 是

G 的一个正规子群 .G 中两个元素在φ下的象相同的充分必要条

件是它们属于 G 的同一个陪集 .

现在进一步来证明每个正规子群都可以作为某个同态映射
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的核 .

设 H 是 G 的一个正规子群 .G 对 H 的陪集分解为

G = H x1 ∪ H x2 ∪ ⋯ ∪ H x r ,

其中 H x1 = H .

根据定理 5 ,如果 H 是 G 到某个群 G1 上的同态映射φ的核 ,

那么 G1 的阶等于 r ,而且 G1 的 r 个元素就是

x
φ
1 , x

φ
2 , ⋯ , x

φ
r ,

其中 x
φ
1 = e1 是 G1 的单位元素 .又因为φ是保持运算的 , 所以 G1

中的运算应该是

xφi xφ
j = ( xi x j )φ .

  为了证明 H 是某个同态映射的核 ,我们需要证明满足上述条

件的群是存在的 .下面我们就来构作一个这样的群 .

取正规子群 H 的 r 个陪集为元素 , 作一个集合 F:

F = { H x 1 , H x 2 ,⋯ , H x r } .

在 F 中定义一个乘法如下 :

H x i H x j = H x i x j ,

其中 H xi x j 是 H 的一个陪集 , 一定是 H1 , H2 , ⋯ , Hr 中的某一

个 .因为 H 是一个正规子群 , 所以这样规定的 H x i x j 是与陪集代

表的取法无关的 ,因此这样定义的运算是合理的 .

下面来验证 F 对这样定义的乘法成一个群 .

1) 结合律成立

( H x i H x j ) H x k = ( H x i x j ) H x k = H( xi x j ) xk

= H x i ( xj x k ) = H x i H x j x k

= H x i ( H x j H x k ) .

  2) H x1 就是 F 的单位元素 .

3) 如果 x
- 1

i ∈ H x l , 那么

H x i H x l = H x i H x - 1
i = H = H x 1 ,

故
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( H x i ) - 1 = H x - 1
i .

这说明 F 中元素都有逆元素 .因此 , F 成为一个群 , 称为 G 对 H

的商群 .

定义9  设 H 是 G 的一个子群 .H 在 G 中的全部陪集对群子

集的乘法成一个群 ,称为 G 对 H 的商群 , 记作 G/ H .

定理 7( 第二同态定理 )  设 H 是 G 的一个正规子群 , G/ H

是 G 对 H 的商群 .那么 G 到 G/ H 上的映射φ:

g → Hg

是一个满同态映射 ,其核为 H .

证明  显然φ是映上的 .为了证明φ是一个同态映射 , 只要证

明φ保持运算就可以了 .

对于 G中任意两个元素 g1 , g2 , 我们有

( g1 g2 )φ = Hg1 g2 = Hg1 H g2 = gφ1 gφ2 ,

因此φ保持运算 , 是一个同态映射 .

最后来计算φ的核 .核是 G/ H 的单位元素的原象 .因为 G/ H

的单位元素是 H x1 = H ,又因

g
φ

= H� H g = H� g ∈ H,

所以φ的核就是 H .x

定理 7 中规定的同态映射 φ称为 G 到商群 G/ H 的自然

同态 .

以上我们证明了 G 的每个正规子群都可作为某个同态映射

的核 ,而且每个商群都是 G 的同态象 .下面来证明 G 的每个同态

象都可这样得到 ,即 , G的每个同态象都与 G 的某一个商群同构 .

这样 , G 的全部同态象就都可以由 G 的商群给出 .
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  定理 8(第三同态定理 )  设 G, G1 是两个群 .如果

φ: G → G1

是一个满同态映射 ,φ的核是 K , 那么 G1 ǖ G/ K .

证明  设 G对 K 的陪集分解为

G = Kx 1 ∪ Kx2 ∪ ⋯ ∪ Kx r ,

则

G/ K = { K x1 , K x2 , ⋯ , K x r } .

根据第一同态定理 , K xi 中的元素在φ下的象都等于 x
φ
i , 因此可

以定义商群 G/ K 到 G1 上的映射ρ:

Kx i → x
φ
i .

很容易看出 ,这个映射是一个一一对应 , 而且是保持运算的 :

( Kx i K x j )
ρ

= ( Kx i x j )
ρ

= ( xi x j )
φ

= x
φ
i x

φ
j

= ( Kx i )ρ( K x j )ρ ,

因此ρ是一个同构映射 .这就证明了

G1 ǖ G/ K .x

这样 ,我们就完全解决了群 G 的同态象的问题 .我们把所得

到的结论综述如下 :

群 G的任一同态映射的核都是 G 的正规子群 ; 群 G 的任一个

正规子群都是 G的同态映射的核 , 而且以 G 的同一个正规子群为

核的同态象都与 G 关于这个正规子群的商群同构 , 因此在同构的

意义下是唯一的 .

我们给出关于正规子群的一个重要定理 .

定理 9(同构定理 )  设 A 是 G 的一个子群 , H 是 G 的一个正

规子群 .那么有

AH/ H ǖ A/ A ∩ H .
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  证明  A H/ H 中的元素都可表成 a H ( a∈ A) .如果 a H =

a′H ( a, a′∈ A) , 那么 a
- 1

a′∈ A∩ H .所以 A H/ H 中每个元素都

唯一决定 A/ A∩ H 中一个元素 .我们可以定义 A H/ H 到 A/ A∩

H 上的一个映射φ:

aH → a( A ∩ H) .

很明显 ,映射φ是一个同态映射 .下面来求φ的核 .

如果 a H 属于φ的核 , 那么它在φ下的象 a( A∩ H)就是 A/ A

∩ H 的单位元素 A∩ H .因此 a∈ A∩ H , 从而 a H = H , 即φ的核

只包含一个单位元素 H .因此φ是一个同构映射 .这就证明了

AH/ H ǖ A/ A ∩ H .x

最后 ,我们来举几个例子 .

例 1  设 G是四元数群 Q8 , H = { e, a
2

} .已知 H 是 G 的正规

子群 ,现在来求 G 关于 H 的商群 .因为 G对 H 的陪集表示为

G = H ∪ Ha ∪ Hb ∪ Hab,

所以

G/ H = { H, Ha , Hb, Hab} .

G/ H 中的运算见下表 :

H H a Hb H ab

H H H a Hb H ab

H a H a H H ab H b

H b H b H ab H H a

H ab H ab H b H a H

所以 G/ H 是一个 4 阶交换群 ,其中非单位元素都是 2 阶元素 .

例 2  G = S4 ,

H = { e, ( 1 , 2) (2 , 4 ) , (1 , 3 ) ( 2 , 4) , ( 1 , 4) (2 , 3 ) } .
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已知 H�G, 计算 G/ H .由 G 对 H 的陪集分解 , 知

G/ H = { H , H( 1 , 2) , H( 1 , 3) , H(2 ,3 ) , H(1 , 2 , 3 ) , H( 1 , 3 , 2) } .

因为当 H 是正规子群时 ,有 H a· Hb= H ab, 因此知

G/ H ǖ S3 .

还可看出 ,如果 S3 表示作用于{1 , 2 , 3}上的对称群 , 那么

G = HS3 = S3 H .

例 3  G 及 H 同例 2 , 再令

A = { e, ( 1 , 2 , 3 , 4) , ( 1 , 3) (2 ,4 ) , (1 ,4 ,3 ,2 ) } .

则

AH = { e, (1 , 3 ) , (2 , 4 ) , (1 , 2 ) ( 3 , 4) , ( 1 , 3) (2 , 4 ) ,

(1 , 4 ) ( 2 , 3) , ( 1 , 2 , 3 , 4) , ( 1 , 4 , 3 , 2) } < G;

A ∩ H = { e, ( 1 , 3) (2 , 4 ) } < G;

AH/ H = { H , H( 1 , 3) } < G/ H;

A/ A ∩ H = { A ∩ H , ( A ∩ H) ( 1 , 2 , 3 , 4) } .

其中 A H/ H 与 A/ A∩ H 都是 2 阶循环群 , 所以

AH/ H ǖ A/ A ∩ H .

下列映射是 A H/ H 到 A/ A∩ H 上的一个同构映射 :

H → A ∩ H , H( 1 , 3) → ( A ∩ H) (1 ,2 ,3 ,4 ) .

2 .5  An ( n≠4)的单性

对于任意一个群 G,它的平凡子群 { e}及 G 都是正规子群 .除

了这两个平凡子群之外 , 如果 G 不再包含其他正规子群 , G 就称

为一个单群 .

定义 10  没有非平凡正规子群的群称为单群 .
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当 G 是交换群的时候 , 任一个子群都是正规子群 , 所以 G 是

否是单群就根据 G 是不是有非平凡子群而决定 .因此可以用 G 的

阶来判断 .

定理 10  有限交换群 G 是单群的充分必要条件是 G 的阶是

一个素数 .

证明  条件的充分性是明显的 ,因为根据拉格朗日定理 , G 的

子群的阶必须是 | G |的因数 .现在来证条件的必要性 .设 G 的阶不

是一个素数 ,在 G 中取定一非单位元素 a .如果 a 的阶小于 G 的

阶 ,那么 a 生成的循环群就是 G 的一个非平凡子群 .如果 a 的阶

等于 G 的阶 , 取 | G|的一个真因数 k:

1 < k < | G| .

令

b = ak ,

那么 b是 G 中一个阶小于 | G| 的非单位元素 ,〈b〉就是 G 的一个非

平凡子群 .x

非交换的单群也是存在的 .这一节的主要内容就是证明交错

群 An ( n≠4) 都是单群 .

为此 ,我们首先需要讨论 An 的构造 .

引理  An ( n≥3 )由一切长度为 3 的轮换生成 .

证明  An 中每个元素都有偶置换 , 因此都可以表成偶数个对

换的乘积 .两个不相同的对换如果有一个公共文字 , 那么它们的乘

积就等于一个 3-轮换 :

(α,β) (α,γ) = (α,β,γ) .
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如果它们没有公共文字 ,那么它们的乘积可以表成两个 3-轮换的

乘积 :

(α,β) (γ,δ) = (α,β,γ) (α,δ,γ)

所以 An 中每个元素都可表成 3-轮换的乘积 .

另一方面 ,长度为 3 的轮换都是偶置换 , 故都在 An 中 .

总结这两方面 ,就得到所要证明的结论 .x

定理 11  An ( n≠4) 是单群 .

证明  当 n = 2 时 , A2 = { e} .当 n = 3 时 , A3 是 3 阶循环群 , 因

此都是单群 .下面对 n≥5 的情形来证明 .

设 H 是 A n ( n≥ 5 ) 的一个正规子群 , 并设 H≠ { e} , 来证明

H = An .

如果 H 包含一个 3-轮换 (α,β,γ) ,我们来证明 H 一定包含任

一个 3-轮换 (珔α,β,珔γ) .作 n元置换

τ=
α β γ δ ε ⋯

珔α β 珔γ 珔δ 珋ε ⋯
.

可以适当地调动珔δ,珋ε的次序使τ是一个偶置换 , 因此τ∈ An .τ具

有下述性质 :

τ- 1 (α,β,γ)τ= (珔α,β,珔γ) .

因为 H 是 A n 的正规子群 , 所以 (珔α,β,珔γ)∈ H .由引理即得

H = An .

  现在来证明 H 中一定有 3-轮换 .

我们称一个置换所实际变动的文字个数为这个置换的次数 .

在 H 中取定一个次数最小的非单位元素 , 设为σ.因为σ是偶置

换 ,所以σ的次数至少是 3 .我们来证σ的次数恰等于 3 , 因此是一

个长度为 3 的轮换 .

我们用反证法来证明这个结论 .如果σ的次数大于 3 , 那么在
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它的轮换表法的省略形式中至少出现 4 个文字 .因此σ或者是一

些不相交的对换的乘积 :

σ= (α,β) (γ,δ)⋯ ,

或者包含一个长度不小于 3 的轮换

σ= (α,β,γ, ⋯ ) .

这时σ至少变动 5 个文字 , 否则σ= (α,β,γ,δ)将是一个奇置换 , 不

可能在 An 中 .

在第一种情形 ,令τ= (ν,β,ε) .再令

σ1 = τ
- 1
στ= (α,β) (δ,ε)⋯ .

  在第二种情形 , 设δ,ε是σ变动的另两个文字 .令τ= (γ,δ,

ε) ,则得

σ1 = τ- 1στ= (α,β,δ,⋯ )⋯ .

  在这两种情形 , 都有σ1 ≠σ.因此σ1σ- 1 ≠ e .而因 H 是正规子

群 ,故有σ1σ
- 1
∈ H .但是σ1σ

- 1
的次数比σ的次数少 , 这与σ的取法

相矛盾 ,所以σ一定是一个 3-轮换 .从而

H = An .x

当 n= 4 时 ,我们已知 A4 有一个 4 阶正规子群 , 所以 A4 不是

单群 .

定理 12  An ( n≠4) 是 Sn 的唯一的非平凡正规子群 .

证明  设 H 是 S n 的一个非平凡正规子群 . H 中全部偶置换

组成 H 的一个指数为 2 的正规子群 H+ , H + = H∩ An 是 An 的

一个正规子群 .由 An 的单性 , 知 H + = An 或 H + = { e} .如果 H+

是单位子群 ,那么 H 是一个 2 阶子群 , 由恒等置换和一个奇置换

组成 ,不可能是 Sn 的正规子群 .所以 H
+

= An , H≥ An , 又因 H 是

S n 的真子群 , 所以 H = An .x
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  交错群是一类很重要的单群 , 其中 A5 是阶数最小的非交换

单群 .Galois 理论利用 An ( n≥5 )的单性成功地证明了五次和五次

以上的一元代数方程不能用根式来求解 .

2 .6  自 同 构 群

1  自同构群

  群 G到它自身的同构映射称为 G 的自同构 .自同构的一个最

简单的例子就是恒等映射 , 称为恒等自同构 .在恒等自同构下 , 群

中每个元素都保持不变 .下面再来举几个自同构的例子 .

例 1  用Z 表示整数加法群 , 将整数 n 映到 - n 的映射是Z 的

一个自同构 .

例 2  设 G 是一个交换群 ,将 G 的每个元素映到其逆元素的

映射 :

a → a- 1 ,  a∈ G

是 G的一个自同构 .

这个例子包含例 1 作为特例 .如果 G 中包含阶不等于 1 或 2

的元素 ,那么这个自同构不是恒等自同构 .

例 3  设 G 是一个群 , a 是 G 中一个取定的元素 .定义映射

φa :

x → xφa = a- 1 x a ,  x ∈ G .

这个映射是一个一一映射 ,而且是保持运算的 :

( x y)
φ

a = a
- 1

( x y) a = ( a
- 1

xa) ( a
- 1

ya) = x
φ

a y
φ

a ,
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所以φa 是 G 的一个自同构 .这样的自同构称为内自同构 .一个自

同构如果不是内自同构 ,就称为外自同构 .

自同构是群到自身的同构映射 ,因此与同构映射一样 , 有下述

一些性质 .

1) 自同构将单位元素映到单位元素 .

2) 自同构将一个元素的逆元素映到这个元素的象的逆元素 .

3) 自同构将中心元素映到中心元素 .

因此 ,如果用 Z 表群 G 的中心 , 那么对 G 的任一自同构φ,

都有

Z
φ

= Z .

  4 ) 如果 H 是 G 的一个子群 ,φ是 G 的一个自同构 , 那么 H

的象集合

H
φ

= { h
φ

| h ∈ H}

也是 G的一个子群 .当然 H 与 Hφ 是同构的 .

5) 如果 H G, 那么 H
φ

G .

证明  任取 g∈G, h∈ Hφ .设 g1 是 g 的原象 , h1 是 h的原象 ,

即 g
φ
1 = g, h

φ
1 = h,那么

g- 1 hg = ( gφ1 ) - 1 hφ1 gφ1 = ( g- 1
1 )φhφ

1 gφ1

= ( g
- 1
1 h1 g1 )

φ
.

因此 h1 ∈ H 而 H G, 所以 g - 1
1 h1 g1 ∈ H .因此 g - 1 hg∈ Hφ , Hφ
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是 G 的一个正规子群 .x

如果φ1 ,φ2 是 G 的两个自同构 ,那么它们的乘积φ1φ2 也是 G

的自同构 .又 G 的自同构的逆映射也是 G 的自同构 .用 Aut ( G) 表

示 G 的全部自同构组成的集合 , 则 Aut ( G) 对映射的乘法构成一

个群 ,称为 G 的自同构群 .恒等自同构是 Aut ( G)的单位元素 .

例 4  设 G = { e, a}是一个 2 阶循环群 , 那么 G 只有一个自同

构 ,即恒等自同构 .所以 Aut ( G)是由一个单位元素组成的群 .2 阶

群是唯一的除恒等自同构外不再有其他自同构的群 .

例 5  G = { e, a, b, c}是 4 阶非循环交换群 .G 中运算为

a
2

= b
2

= c
2

= e, ab = ba = c,

ac = ca = b, bc = cb = a .

我们来计算它的自同构群 .

如果φ是 G 的一个自同构 ,那么φ必须把 e 映到 e, 而把 a, b,

c分别映到 a , b, c 中的某一个 ,而且各不相等 .因此 ,φ的作用有下

述 6 种可能 :

φ1 : e, a, b, c → e, a, b, c;

φ2 : e, a, b, c → e, a, c, b;

φ3 : e, a, b, c → e, b, a, c;

φ4 : e, a, b, c → e, b, c, a;

φ5 : e, a, b, c → e, c, a, b;

φ6 : e, a, b, c → e, c, b, a .

很容易验证这 6 个映射都是 G的自同构 , 所以 G 的自同构群一共

包含 6 个元素 :

Aut ( G) = {φ1 ,φ2 ,φ3 ,φ4 ,φ5 ,φ6 } ,
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其中φ1 是恒等自同构 .

从φi ( i = 1 , 2 , ⋯ ,6 )的作用还可看出 : Aut ( G)ǖ S3 .

例 6  试证 : S3 共有 6 个自同构 , 都是内自同构 ,而且 S3 的自

同构群与 S3 同构 .

证明  如果φ是 S3 的一个自同构 , 那么 φ将 S3 中的 2 阶元

素映到 2 阶元素 .因此 ,φ将 ( 1 , 2 ) , ( 1 , 3 ) , ( 2 , 3 ) 这 3 个元素作置

换 .因为这 3 个元素生成 S3 ,所以 S3 的自同构被它在这 3 个 2 阶

元素上的作用唯一确定 .这说明 S3 最多有 6 个自同构 .考虑 S3 的

内自同构 .如果 S3 中两个元素σ,τ所对应的内自同构相同 :φσ =

φτ , 则对 S3 中任一个元素 x,都有

σ- 1 xσ= τ- 1 xτ,

于是

x(στ - 1 ) = (στ- 1 ) x,

στ- 1 是 S3 的中心元素 .但是 S3 是无中心群 , 所以στ- 1 = e, 即σ=

τ.这样 , S3 恰有 6 个内自同构 , 因而 S3 的 6 个自同构都是内自同

构 ,其自同构群为

Aut ( S3 ) = {φe ,φ( 1 , 2 ) ,φ( 1 , 3 ) ,φ( 2 , 3 ) ,φ( 1 , 2 , 3 ) ,φ( 1 , 3 , 2 ) } .

容易证明 , S3 到 Aut ( S3 )上的映射

x →φx

是一个同构映射 .因此 S3 ǖ Aut ( S3 ) .x

如果群 G 是无中心群 , 并且 G 的自同构都是内自同构 , 就称

G 是一个完全群 .例 6 说明 S3 是一个完全群 .事实上 , 只要 n≥3

且 n≠6 , Sn 都是完全群 .这一结论我们在这里不予证明 .

要找出一个已知群的自同构群一般是很困难的 .在大多数情

形下 ,群本身的性质不能转移到它的自同构上去 .例如 , 例 5 说明
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一个交换群的自同构群可以是非交换的 .例 5 和例 6 说明不同构

的群可能有同构的自同构群 .

可以断定 ,一个有限群的自同构群一定也是一个有限群 .因为

群 G的自同构将 G 的元素作置换 , 所以 G 的自同构群可以看成作

用于 G上的置换群 , 而且因为每个自同构都把单位元素保持不

变 ,因此 , 如果 G 的阶为 n ,那么 Aut ( G) 可以看成是 Sn - 1 的一个子

群 .例 5 给出一个例子说明存在 n 阶群 G 使 Aut ( G)等于 Sn - 1 .

2  内自同构群

群 G的两个内自同构的乘积还是一个内自同构 :

φaφb = φa b ,

而且内自同构的逆映射也是内自同构 :

(φa )
- 1

= φa - 1 ,

所以 G的内自同构全体组成 G 的自同构群 Aut ( G) 的一个子群 ,

记作 Inn( G) , 称为 G的内自同构群 .

内自同构群有下述一些性质 .

1) G 到内自同构群 Inn( G)上的映射

a →φa , a∈ G

是一个同态映射 ,其核为 G 的中心 Z ( G) , 所以

Inn( G) ǖ G/ Z( G) .

  2) 设 a, b是 G 的两个元素 ,那么

φa = φb � Z( G) a = Z( G) b,

即 a与 b 属于 G 的中心 Z ( G)的同一个陪集 .

3) Inn ( G)是 Aut ( G)的一个正规子群 .
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证明  设σ是 G 的一个自同构 ,φa 是 G 的一个内自同构 , 则

对 G中任一元素 x , x 在σ
- 1
φaσ下的象为

x
σ- 1φ

a
σ

= ( x
σ- 1

)
φ

a
σ

= ( a
- 1

x
σ- 1

a)
σ

= ( aσ) - 1 x aσ = xφaσ .

所以σ- 1φaσ=φaσ也是一个内自同构 .因此 Inn( G)是 Aut ( G) 的正

规子群 .x

群 G的自同构群对内自同构群的商群 Aut ( G)/ Inn ( G) 称为

G 的外自同构群 .

3  特征子群

如果 H 是 G 的一个子群 ,φ是 G 的一个自同构 , 那么 Hφ 也

是 G 的一个子群 .当然 ,一般地 Hφ 不一定与 H 相同 .

定义 11  如果群 G 的子群 H 在群 G 的任一个自同构下的象

都等于 H , H 就称为 G 的一个特征子群 .

根据特征子群的定义 , G 的特征子群在 G 的内自同构下的象

也等于自己 ,所以特征子群一定是正规子群 .而正规子群是仅对内

自同构保持不变的子群 ,所以正规子群也称不变子群 .但是正规子

群不一定是特征子群 .这一点可以从下面的例子看到 .

例 7  我们已知四元数群 Q8 的子群都是正规子群 .因为群的

自同构保持元素的阶不变 , 而 Q8 中只有一个 2 阶元素 a2 ,所以子

群{ e, a2 }是 Q8 的一个特征子群 .但是子群

〈b〉 = { e, b, a
2

, a
2

b}

就不是特征子群 .因为〈b〉在下述自同构下的象不等于〈b〉 .

令φ为 Q8 到自身的映射 :
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e → e, a → a, a
2
→ a

2
, a

3
→ a

3
,

b → ab , a b → a
2

b, a
2

b → a
3

b, a
3

b → b,

那么 ,φ是 Q8 的一个自同构 ( 请读者自己验证 ) .而

〈b〉
φ

= { e, ab , a
2

, a
3

b} ,

所以〈b〉是 Q8 的正规子群但不是特征子群 .

因为群的自同构把中心映到中心 ,所以群 G 的中心 Z 是 G 的

特征子群 .

我们在以前曾经举例说明过 ,正规子群这个性质不是可传的 .

而一个子群是特征子群这一性质却是可传的 : 如果 G1 是 G 的特

征子群 , G2 是 G1 的特征子群 , 那么 G2 一定是 G的特征子群 .这是

因为 : G 的任一个自同构φ把 G1 映到它自身 , 因此可以看成是 G1

的一个自同构 .又由于 G2 是 G1 的特征子群 , 所以 Gφ
2 = G2 .

但是要注意 :如果

G > G1 > G2 ,

而且 G2 是 G 的一个特征子群 , 这时 G2 有可能不是 G1 的特征子

群 .我们举例说明这一事实 .

例 8  设 G 是由 a , b, c 三个元素生成的有限群 , G 中元素的

运算满足

a
3

= b
3

= c
3

= e, ab = bac,

ac = ca , bc = cb,

因此 , G 中元素可表成

a
k
b

l
c

m
, 0 ≤ k,  l , m < 3 .

G 是一个 27 阶非交换群 .G 的中心 Z 是由 c 生成的 3 阶子群 .Z

是 G 的一个特征子群 .

用 G1 表示 G 的由 a , c 生成的子群 .G1 是一个 9 阶非循环交

换群 :
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G > G1 > Z .

G1 中元素可表成

ak c l ,  0 ≤ k, l < 3 .

映射φ:

ak cl→ al ck

是 G1 的一个自同构 .因为

Zφ = 〈a〉≠ Z,

所以 Z 不是 G1 的特征子群 .

4  换位子群

下面介绍一类重要的特征子群 .

定义 12  设 G 是 一 个群 , a, b 是 G 中两 个 元素 , 元 素

a
- 1

b
- 1

ab称为 a , b的换位元素 .由 G 的全部换位元素生成的子群

称为 G 的换位子群 , 或称导群 .

我们常用[ a, b]表示 a, b的换位元素 , 而用[ G, G]或 G′表示 G

的换位子群 .

需要注意的是 , G 的导群 G′是由 G 中换位元素生成的子群 .

一般来说 , G 的全体换位元素不一定组成一个子群 , 因此 , G′中的

元素是一些换位元素的乘积 ,但不一定都是换位元素 .

因为对于 G的任一自同构φ, 都有

[ a, b]φ = ( a- 1 b- 1 ab)φ = ( aφ) - 1 ( bφ) - 1 aφbφ

= [ aφ , bφ ] ,

所以 G′是 G 的一个特征子群 .

容易看出 , G 中两个元素 a , b 可交换的充分必要条件是它们

的换位元素[ a, b] = e .当 G 是交换群的时候 , G′= { e} .这也是 G

为交换群的一个充分条件 .我们有下述更为一般的结果 .
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  定理 13  1) G关于换位子群 G′的商群 G/ G′是交换的 .

2 ) 如果 H 是 G 的一个正规子群 ,那么当且仅当 H≥G′时 , 商

群 G/ H 是交换的 .

证明  1) 对于 G中任意两个元素 a , b, 来证 G′a 与 G′b 可交

换 .因为它们的换位元素是

( G′a) - 1 ( G′b) - 1 ( G a) ( Gb) = G′a - 1 ·G′b- 1 · G′a· G′b

= G′a - 1 b- 1 a b = G′,

所以 G′aG′b = G′b·G′a ,即 G/ G′是交换的 .

2) G/ H 是交换群的涵意是对 G 中任意两个元素 a , b, 都有

( Ha) ( Hb) = ( Hb) ( Ha) .

这个条件等价于

( Ha)
- 1

( Hb)
- 1

( Ha) ( Hb) = H,

即

Ha
- 1

b
- 1

ab = H ,

亦即

a
- 1

b
- 1

a b = [ a, b] ∈ H .

因此当且仅当 H≥G′时 , G/ H 是交换的 .x

例 9  交错群 A4 的不同的换位元素共有 4 个 :

e, ( 1 , 2) (3 , 4 ) , (1 , 3 ) ( 2 , 4) , ( 1 , 4) (2 , 3 ) .

这 4 个元素组成一个子群 ,即 A′4 .

例 10  在对称群 S4 中 , 任一偶置换都是换位元素 .另一方

面 ,凡是换位元素一定是偶置换 .所以 S4 的换位子群就是 A4 .

这个结论对一切 n 都成立 . Sn 的换位子群是 A n , 而且 An 中

的元素都是换位元素 .

因为 G 的换位子群 G′是 G 的正规子群 , 因此当 G 是非交换
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单群时 , G′= G .由此可知 , An 的换位子群就等于 A n .

习   题

1 . 求四元数群 Q8 的全部互不同构的同态象 .

2 . 设φ是群 G 到群 H 上的一个满同态映射 , A 是 G 的一个

子群 .试证 : 如果 A 的阶与 H 的阶互素 ,那么 A 包含在φ的核中 .

3 . 试证 :共轭元素的中心化子是共轭的 .

4 . 试证 :共轭元素的正规化子是共轭的 .

5 . 证明 :如果有限群 G 只有两个共轭元素类 , 那么 G 的阶等

于 2 .

6 . 如果 H 是有限群 G 的一个真子群 , 那么 G 中必有元素不

属于 H 的任一个共轭子群 .

7 . 设σ,τ是对称群 Sn 中两个元素 .证明 :σ,τ在 Sn 中共轭的

充分必要条件是它们的轮换表法中轮换的个数相同 , 而且可以排

列轮换的次序 , 使得对应的轮换长度相同 ( 这样的置换称作是同

型的 ) .

8 . 证明 :如果 n 元置换σ的轮换表法中有 m1 个 1-轮换 , m2

个 2-轮换 ,⋯ , mn 个 n-轮换 , 则σ在 Sn 内的中心化子的阶等于

∏
k

k m
k ·mk !(规定 0 ! = 1 ) .

  9 . 设 G = { e, (α1 ,α2 ,α3 ) , (α1 ,α3 ,α2 ) , (α4 ,α6 ) (α5 ,α7 ) ,

(α1 ,α2 ,α3 ) (α4 ,α6 ) (α5 ,α7 ) ,

(α1 ,α3 ,α2 ) (α4 ,α6 ) (α5 ,α7 ) ,

(α1 ,α2 ) (α4 ,α5 ,α6 ,α7 ) ,

(α1 ,α2 ) (α4 ,α7 ,α6 ,α5 ) ,

(α1 ,α3 ) (α4 ,α7 ,α6 ,α5 ) ,

(α2 ,α3 ) (α4 ,α7 ,α6 ,α5 ) }
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是 S7 的一个子群 .

(1 ) 求 G 在 S7 内的中心化子 Z 及正规化子 N .

(2 ) 验证 Z� N .

10 . 证明 : 正规子群的交是正规子群 .

11 . 证明 : 如果 A , B 都是 G 的正规子群 , 那么 A B 也是 G 的

正规子群 .

12 . 设 A, B 都是群 G 的正规子群 , 并设它们的阶互素 , 试证 :

A 中任一元素与 B 中任一元素都可交换 .

13 . 设 H 是群 G 的一个正规子群 , a是 G 中一个元素 .试证 :

如果 a的阶与 H 在 G 中的指数互素 ,则 a∈ H .

14 . 设 H 是 G 的一个正规子群 , A 是 G 的一个子群 .试证 :

(1 ) 如果 A 的阶与 H 在 G 中的指数互素 ,则 H A = H .

(2 ) 如果 A 在 G 中的指数与 H 的阶互素 ,则 H A = A .

15 . 如果群 G 有一个交换的正规子群 H 包含于 G 的中心 , 并

且 G/ H 是循环群 ,那么 G 是交换群 .

16 . 试证 : 群 G的循环正规子群的子群仍是 G 的正规子群 .

17 . 如果 H 是 G 的正规子群 , 则 G/ Hǖ SG/ H .

18 . 设φ是 G 到 G1 的一个满同态 , H 是 G 的一个正规子群 .

求证 :

(1 ) H
φ
是 G1 的正规子群 .

(2 ) G/ Hǖ G1/ Hφ .

19 . 如果 H 和 K 都是群 G 的正规子群 ,并且 K≤ H, 则

G/ H ǖ G/ K G/ H .

因此还有

G/ K ～ G/ H .

  20 . G 是一个群 .证明 : G 是交换群的充分必要条件是 G 到自

身的映射

a → a- 1 ,  a∈ G
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是 G的一个自同构 .

21 . 设 G 是一个 n 阶循环群 .

(1 ) 求 G 的自同构群 Aut ( G) .

(2 ) 证明 : 如果 n是一个素数 , 则 Aut ( G)是一个循环群 .

22 . 设 a, b是群 G 的两个元素 .试证 :

(1 ) 如果 a 与[ a, b]可交换 , 则对任意正整数 n, 都有

[ an , b] = [ a, b] n .

  (2 ) 如果 a, b都与[ a, b]可交换 ,则对任意正整数 n,都有

[ a, b] n = an bn [ b, a]

n

2 .

  23 . 已知 H =〈a〉是四元数群 Q8 的一个正规子群 , 证明 H 不

是 Q8 的特征子群 .

24 . 证明循环群的子群都是特征子群 .

25 . 如果 H 是 G 的正规子群 , A 是 H 的特征子群 , 试证 : A

是 G 的正规子群 .
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第 3章  置换群的进一步讨论

因为每个抽象群都与一个置换群同构 ,所以从代数结构来看 ,

这两类群是没有什么差别的 .然而 , 置换群有其独特的研究方法 ,

有些关于置换群的概念 , 例如不动点和传递性等概念以及由此而

得出的置换群的一些特殊子群等 ,是置换群所独有的 .而且我们还

可以很方便地利用置换群来构造一般群 .此外 , 置换群在其他学科

中也有很好的应用 .因此我们有必要对置换群进行独立的研究 .

这一章对置换群作初步的讨论 , 并介绍置换群对抽象群的一

些应用 .

3 .1  置换群的一些子群

在这一章中 ,我们用 G 表示 n 元集合Ω= {α1 ,α2 , ⋯ ,αn }上的

一个置换群 .Ω中的文字称为点 .如果 g 是 G 中的一个元素 , 用αg

表示α在 g 下的象 , 即

g =
α1 α2 ⋯ αn

αg
1 αg

2 ⋯ αg
n

=
α

αg
.

  这一节介绍置换群的一些子群 .

1  稳定子群 Gα

取定 Ω中一个点α,用 Gα 表示 G 中保持α不变的全部置换所

成的集合 ,用αG 表示α在 G 中置换作用下的象集合 :

Gα = { g ∈ G | αg = α} ;

α
G

= {α
g

| g ∈ G} .



  定理 1  Gα 是 G 的一个子群 , Gα 的阶满足等式

| G| = | Gα | |αG | .

证明  首先来证 Gα 是一个子群 .Gα 当然不是一个空集 ,因为

恒等置换一定属于 Gα .如果 g1 与 g2 都在 Gα 中 , 那么

αg
1 =αg

2 =α .

因此

αg
1

g
2 =α,

所以 g1 g2 ∈Gα .Gα 是 G 的一个子群 .

为了计算 Gα 的阶 ,我们讨论 G 对 Gα 的陪集分解 .

  设

α
G

= {α=α1 ,α2 ,⋯ ,αr } ,

并设

αi =α
g

i ,  gi∈G,  i = 1 , 2 , ⋯ , r ,

则 G的陪集分解式为

G= Gαg1 ∪Gα g2 ∪⋯∪Gαg r .

这一点可如下证明 .

陪集 Gαg i ( i = 1 , 2 , ⋯ , r)中每个置换都把α映到αi , 所以陪集

Gα g1 , Gαg2 ,⋯ , Gαg r 各不相同 .下面证明 G 中每个元素都必属于

这些陪集中的一个 .任取 g∈ G, 那么α
g
∈α

G
.设α

g
= αk , 1≤ k≤

r, 则

α
g

=α
g

k ,  g g
- 1
k ∈Gα,  g∈Gα g k ,

这就证明了上述陪集分解式 .从这个陪集分解式就可得出等式

| G| = | Gα | |α
G

| .

定理证毕 .x

Gα 称为 G 对α的稳定子群 .

如果α
g

=α, 则称α是 g 的一个不动点 .关于不动点和稳定子

29 第 3 章  置换群的进一步讨论



群 ,有下述一些简单性质 .

命题 1  设 h及 g 都是Ω上的置换 ,α∈Ω .如果α是 h 的不动

点 ,那么α
g
是 g

- 1
h g 的不动点 .

证明  根据假设 ,有

(αg ) g
- 1

h g =αh g =αg ,

所以α
g
是 g

- 1
hg 的不动点 .x

命题 2  设 G 是Ω上一个置换群 , g∈G,α∈Ω, 则

g
- 1

Gαg = Gαg .

证明  由命题 1 , 知 g
- 1

Gαg≤Gα
g .另一方面 ,由命题 1 可得到

( g
- 1

)
- 1

Gα
g g

- 1
≤Gα ,

因而 Gαg ≤ g - 1 Gα g .所以 g - 1 Gα g = Gαg .x

定理 2  1 ) 如果αG = {α=α1 ,α2 , ⋯ ,αr } , 则与 Gα 共轭的子群

一定是下述子群之一 :

Gα
1

, Gα
2

,⋯ , Gα
r

(其中可能有相同的 ) .

2 ) 如果 Gα 在α1 ,α2 ,⋯ ,αr 中共有 t 个不动点 , 那么 Gα 一共有

r/ t 个不同的共轭子群 .

证明  根据 G对 Gα 的陪集分解

G = Gα g1 ∪ Gαg2 ∪ ⋯ ∪ Gα g r

(αg
i = αi ,  i = 1 , 2 ,⋯ , r)

以及 Gα≤ NG ( Gα) , 可知 Gα 的共轭子群一定是

g - 1
i Gαg i = Gαg

i = Gα
i
 ( i = 1 , 2 , ⋯ , r)

中的一个 .
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如果 Gα 还保持αi (αi∈αG ) 不变 ,那么

Gα≤Gα
i

.

但是上面已经证明了 Gα 与 Gα
i
是共轭的 ,所以 Gα = Gα

i
.如果 Gα 在

α
G
中一共有 t 个不动点 ,不妨设为α1 ,α2 , ⋯ ,αt , 那么就有

Gα
1

= Gα
2

= ⋯ = Gα
t

.

对于 Gαg i ( i = 1 , 2 , ⋯ , r)中任一元素 hi , 都有

h
- 1

i Gαh i = Gαhi = Gα
i
,

所以

Gαgi ≤ NG ( Gα ) ,  i = 1 , 2 ,⋯ , t .

而当 i = t + 1 , ⋯ , r 时 , Gαgi 中任一元素都不属于 N G ( Gα) .因此

NG ( Gα) = Gα∪Gα g2 ∪⋯∪Gαgt .

于是

| NG ( Gα)∶ Gα | = t,  | G∶ NG ( Gα) | = r/ t .

所以 Gα 共有 r/ t 个共轭子群 .x

例 1  G = { e, (α1 ,α2 ) , (α1 ,α3 ) , (α2 ,α3 ) ,

(α1 ,α2 ,α3 ) , (α1 ,α3 ,α2 ) , (α4 ,α5 ) ,

(α1 ,α2 ) (α4 ,α5 ) , (α1 ,α3 ) (α4 ,α5 ) ,

(α2 ,α3 ) (α4 ,α5 ) , (α1 ,α2 ,α3 ) (α4 ,α5 ) ,

(α1 ,α3 ,α2 ) (α4 ,α5 ) } .

G 是 S5 的一个 12 阶子群 .下面列出 Gα
i
( i = 1 , 2 , ⋯ , 5 ) 及其共轭

子群 .

Gα
1

= { e, (α2 ,α3 ) , (α4 ,α5 ) , (α2 ,α3 ) (α4 ,α5 ) } ;

Gα
2

= { e, (α1 ,α3 ) , (α4 ,α5 ) , (α1 ,α3 ) (α4 ,α5 ) } ;

Gα
3

= { e, (α1 ,α2 ) , (α4 ,α5 ) , (α1 ,α2 ) (α4 ,α5 ) } ;

Gα
4

= Gα
5

= { e, (α1 ,α2 ) , (α1 ,α3 ) , (α2 ,α3 ) ,

    (α1 ,α2 ,α3 ) , (α1 ,α3 ,α2 ) } .
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因为

α
G
1 =α

G
2 =α

G
3 = {α1 ,α2 ,α3 } ,

所以 Gα
1

, Gα
2

, Gα
3
组成一个共轭子群类 .

  又因

α
G
4 =α

G
5 = {α4 ,α5 } ,

而且

Gα
4

= Gα
5

,

因而 Gα
4
的共轭子群只有它自己 .所以

Gα
4
�G .

2 . GΔ 及 G{Δ}

可以将稳定子群的概念加以推广 .设 Δ是 Ω的一个非空子

集 ,用 GΔ表示 G 中那些保持 Δ中每个点都不变的置换所成的

集合 :

GΔ = { g∈G|αg =α, "α∈Δ} .

可以和前面一样证明 GΔ 是 G 的一个子群 .当 Δ由一个点α组成

时 , GΔ 就是 Gα .我们有

GΔ = ∩
α∈Δ

Gα  (Δ≠ � ) ,

GΔ∪Г = GΔ ∩ GГ = ( GΔ )Г .

由定理 1 可得下述的有用公式 .

命题 3  | G∶Gαβ | = |αG | |βG
α | = |βG | |αG

β | .

用Δ
g
表Δ在 g 下的象集 , 则 GΔ 的共轭子群也有和 Gα 类似

的性质 :

g
- 1

GΔg = GΔ
g ,

其中 g 是 G 中任意置换 .特别地 , 如果对 G 中每个置换 g 都有

Δg =Δ, 那么 GΔ G .
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如果我们考虑 G中那些保持集合Δ不变的置换 , 令

G{Δ} = { g∈G |Δ
g

= Δ} ,

那么 G{Δ} 也是 G 的一个子群 .由 GΔ 及 G{Δ} 的定义知

GΔ≤G{Δ} .

不仅如此 ,我们还有下述结论 .

定理 3  GΔ 是 G{Δ} 的正规子群 .

证明  任取 g∈ GΔ , h∈GΔ , 要证 h
- 1

g h∈ GΔ .如果α是Δ中

的一个点 ,那么因为 h
- 1
∈G{Δ} , 故有

α
h - 1

∈Δ,

因此

αh
- 1

gh = [ (αh
- 1

) g ] h = (αh
- 1

) g =α.

所以

h
- 1

gh∈GΔ , GΔ G{Δ} .x

例 2  对于例 1 中的 G,令 Δ= {α1 ,α2 } ,则

GΔ = { e, (α4 ,α5 ) } ,

G{Δ} = { e, (α1 ,α2 ) , (α4 ,α5 ) , (α1 ,α2 ) (α4 ,α5 ) } .

很容易看出

GΔ G{Δ} .

3 .2  传  递  群

1  传递群

  上一节我们讨论了 Ω上置换群 G 的稳定子群 , 知道 Gα 的阶

等于 | G|/ |α
G

| , 其中α
G

= {α
g

| g∈ G} .这一节进一步讨论α
G

= Ω的
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情形 ,这时 , G 称为一个传递群 .

定义 1   G 是Ω= {α1 ,α2 , ⋯ ,αn }上的一个置换群 .如果对

任一αi ( i = 1 ,2 ,⋯ , n)都有 G 中一个元素 g i 使α
g

i
1 =αi , 那么 G 就

称为Ω上的传递群 , 简称传递群 .如果 G 不是传递群 ,就称 G 为非

传递群 .

如果αg
i1 =αi ,αg

j1 =αj , 那么置换 g - 1
i g j 将αi 映到αj :

αg - 1g jii =αg
j1 =αj .

因此 ,如果 G 在Ω上是传递的 , 那么对Ω中任意两个点αi ,αj 都可

找到 G中一个置换 g , 使得

αg
i =αj .

例如 , Sn 及 A n ( n > 2 )都是传递群 ; 3 .1 节例 1 中的置换群不

是传递群 ;任一群的正则表示以及群对子群的陪集置换表示都是

传递群 .

对于传递群来说 ,任一α∈Ω都有

αG = Ω .

因此 , 我们可以将 3 .1 节中的结果用于传递群而得出以下

定理 .

定理4  设 G是Ω= {α1 =α,α2 ,⋯ ,αn }上的一个传递群 , Gα 是

G 对α的稳定子群 .则有

1) 任取 G中将α映到αi 的一个置换 gi ( i = 1 , 2 , ⋯ , n) , 那么

陪集 Gαg i 由 G 中将α映到αi 的全体置换组成 .而

G = Gα∪Gαg2 ∪⋯∪Gαgn .

2) | G∶ Gα | = n .

这说明 n元传递群的阶一定是 n 的一个倍数 .

793 .2  传  递  群



定理 5  G 是 n 元集合Ω上的传递置换群 ,α∈Ω, 如果 Gα 共

有 t 个不动点 , 那么 Gα 共有 n/ t 个共轭子群 .

2  多重传递群

  定义 2  设 G 是Ω= {α1 ,α2 , ⋯ ,αn }上的一个置换群 .如果对

于 Ω中任意 k 个点αi
1

,αi
2

,⋯ ,αi
k

,都有 G 中一个置换 g 使得

α
g

1 =αi
1

,α
g
2 =αi

2
,⋯ ,α

g
k =αi

k
,

那么就称 G为 k 重传递群 (或 k-传递群 ) .

和传递群一样 ,由 k 重传递群的定义可推出 : 对于 Ω的任意

两个 k 元子集αi
1

,αi
2

, ⋯ ,αi
k
及αj

1
,αj

2
, ⋯ ,αj

k
,都有 G 中一个置换

g 使得

α
g
i
1

=αj
1

,α
g
i
2

=αj
2

, ⋯ ,α
g
i
k

=αj
k

.

当然 ,传递群是 k 重传递群的一个特殊情形 .从定义还可以看

出 , k 重传递群一定也是 k - 1( 如果 k - 1 > 0) 重传递群 .一个置换

群如果包含一个 k 重传递的子群 , 那么这个群也一定是 k 重传递

的 .如果 G 是一个传递群 ,但不是 2 重传递的 , 则称 G 是一个单传

递群 .

例 1  由轮换 ( 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6)生成的 6 元置换群

{ e, (1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ) , (1 ,3 ,5 ) ( 2 , 4 , 6) , ( 1 , 4) (2 ,5 ) ( 3 , 6) ,

(1 , 5 , 3 ) ( 2 , 6 , 4) , ( 1 , 6 , 5 , 4 , 3 , 2) }

是一个传递群 ,但不是 2 重传递的 , 所以是一个单传递群 .

例 2  5 元置换群

{ e, ( 1 , 2 , 3 , 4 , 5) , ( 1 , 3 , 5 , 2 , 4) , ( 1 , 4 , 2 , 5 , 3) , ( 1 , 5 , 4 , 3 , 2) ,

( 2 , 3 , 5 , 4) , ( 1 , 3 , 2 , 5) , ( 1 , 5 , 3 , 4) , ( 1 , 2 , 4 , 3) , ( 1 , 4 , 5 , 2) ,

( 2 , 4 , 5 , 3) , ( 1 , 4 , 3 , 5) , ( 1 , 2 , 5 , 4) , ( 1 , 5 , 2 , 3) , ( 1 , 3 , 4 , 2) ,

89 第 3 章  置换群的进一步讨论



(2 ,5 ) ( 3 , 4) , ( 1 , 5) (2 ,4 ) , (1 ,4 ) ( 2 , 3) , ( 1 , 3) (4 ,5 ) ,

(1 ,2 ) ( 3 , 5) }

是一个双传递群 .证明留给读者 .

因为 Sn 包含全部 n 元置换 , 所以 Sn 是 n 重传递群 .下述例子

给出 An 的传递重数 .

例 3  An ( n≥3 )是 n - 2 重传递的 .

证明  对于任意 n - 2 个点 αi
1

,αi
2

, ⋯ ,αi
n - 2

, 总可适当选取

αi
n - 1

,αi
n
的次序使

g =
α1 α2 ⋯ αn - 2 αn - 1 αn

αi
1

αi
2

⋯ αi
n - 2

αi
n - 1

αi
n

是一个偶置换 .因此 g∈ An - 2 , An - 2 是 n - 2 重传递群 .x

从定义直接判断一个置换群是否为 k 重传递的是很麻烦的 .

下面来给出一个较为简单的方法 .

定理 6  设 G 是Ω = (α1 ,α2 , ⋯ ,αn ) 上的一个传递群 .G 是

k( k≥2 )重传递群的一个必要充分条件是 Gα
1
作为 n - 1 个点

{α2 , ⋯ ,αn }上的置换群是 k - 1 重传递的 .

证明  设 G 是 k 重传递的 .在 {α2 , ⋯ ,αn } 中任取 k - 1 个点

αi
2

,αi
3

, ⋯ ,αi
k
, 由 G的 k 重传递性 , 在 G 中有一个置换 g 使得

αg
1 =α1 ,αg

2 =αi
2

, ⋯ ,αg
k =αi

k
,

g∈ Gα
1
并把α2 , ⋯ ,αk 依次映到αi

2
, ⋯ ,αi

k
, 所以 Gα

1
是 k - 1 重

传递的 .

设 Gα
1
是 k - 1 重传递的 .任取Ω中 k 个点αi

1
,αi

2
, ⋯ ,αi

k
, 因为
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G 是传递的 ,故有 g∈G 使αg
i
1

=α1 .设

g =
αi

1
αi

2
⋯ αi

k
⋯

α1 αj
2

⋯ αj
k

⋯
.

由 Gα
1
的 k - 1 重传递性 , 存在 h∈Gα

1
使

αh
i
2

=αj
2

,αh
i
3

=αj
3

, ⋯ ,αh
i
k

=αj
k

.

于是

g h =
αi

1
αi

2
⋯ αi

k
⋯

α1 α2 ⋯ αk ⋯
,

( g h) - 1 =
α1 α2 ⋯ αk ⋯
αi

1
αi

2
⋯ αi

k
⋯

.

所以 G是 k 重传递的 .x

从定理 6 的证明可看出 , 如果把α1 换成另一个点αi , 结论仍

然成立 .因此有下述推论 .

推论 1  设 G 是 n 元传递群 .如果 Gα
1
是 n - 1 元 k - 1 重传递

群 ,那么 Gα
i
( i = 2 , 3 , ⋯ , n)也都是 n - 1 元 k - 1 重传递群 .

证明  如果 Gα
1
是 n - 1 元 k - 1 重传递群 ,那么 G 是 n 元 k 重

传递群 .因此 Gα
i
( i = 2 , ⋯ , n)是 n - 1 元 k - 1 重传递群 .x

反复应用定理 6 ,还可得出下述结论 .

推论 2  如果 G 是 n 元 k 重传递群 ,那么 G 的保持 r ( r < k) 个

点的稳定子群是 n - r 元 k - r 重传递群 .而 G 的保持 k 个点的稳

定子群是一个 n - k 元非传递群 .
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定理 6 不仅可以用来推断传递群的传递重数 , 还可以用来讨

论多重传递群的阶 .

定理 7  如果 G 是 n 元 k 重传递群 ,那么 G 的阶是

Pk
n = n( n - 1) ⋯ ( n - k + 1)

的一个倍数 .

证明  反复应用定理 4 及定理 6 ,即得

| G| = n | Gα
1

| = n( n - 1) | Gα
1
α

2
| = ⋯

= n( n - 1 )⋯ ( n - k + 1 ) | Gα
1

, ⋯ ,α
k

| .x

  设 G是一个 n 元置换群 .如果 G 是 n 重或 n - 1 重传递的 , 那

么 G的阶一定是

n( n - 1 )⋯2 = n !

的倍数 .所以 G 一定是 n 元对称群 S n .

如果 G是一个 n 元 n - 2 重传递群 , 那么 G 的阶一定是

n( n - 1 )⋯3 = n !/ 2

的倍数 .所以 G 是 n 元对称群 S n 或 n 元交错群 A n .

我们也知道 Sn 确实是 n 重传递群 , An 确实是 n - 2 重传递

群 ,所以 , Sn 是唯一的 n 元 n 重传递置换群 ; An 是唯一的 n 元 n -

2 重 (非 n - 1 重 )传递置换群 .

有很多非平凡的 (即不等于 Sn 或 An 的 )双传递群和 3 重传递

群 .但是已知的非平凡 4 重传递群只有 4 个 , 就是 Mathieu 群

M11 , M1 2 , M2 3 , M24 .它们的次数分别是 11 , 12 , 23 , 24 , 是法国数学

家 Emile Ma thieu 在 1861 年发现的 .其中 M12 和 M24 是 5 重传递

的 ,这是仅有的两个非平凡 5 重传递群 , 而且 M1 1 是 M12 的稳定子

群 ; M2 3 是 M24 的稳定子群 .这 4 个群都是单群 .已经证明没有传递

重数大于或等于 6 的非平凡传递置换群 ,而交错群 An ( n≥6 )与这
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4 个 Mathieu 群是仅有的 4 重传递的单置换群 .

M23 的稳定子群是 Mathieu 群 M22 , Mathieu 群 M11 , M12 ,

M23 , M2 4 及 M22 的换位子群是最早发现的不属于有限单群的无穷

系列的 5 个零散单群 .顺便提一下 , 已经证明共有 26 个零散单群 .

5 个 Mathieu 群的阶是 :

| M1 1 | = 8·9·10·11 ,

| M1 2 | = 8·9·10·11·12 ,

| M2 2 | = 48·20·21·22 ,

| M2 3 | = 48·20·21·22·23 ,

| M2 4 | = 48·20·21·22·23·24 .

3 .3  非 传 递 群

设 G是作用在Ω= {α1 ,α2 ,⋯ ,αn }上的非传递群 , 那么αG
1 = Ω1

是 Ω的一个真子集 , 在 Ω中取αk ∈
-

Ω1 ,令 Ω2 =αG
k ,则必有

Ω1 ∩ Ω2 = � .

如果 Ω1 ∪Ω2 ≠Ω,那么还可在 Ω中找一个既不属于Ω1 也不属于

Ω2 的点αl .令 Ω3 =α
G
l ,则 Ω1 ,Ω2 ,Ω3 是 Ω的两两不相交的非空子

集 .这样继续下去 , 就可把 Ω分成一些不相交的子集 Ω1 , Ω2 , ⋯ ,

Ωs , 使得 Ω中每个点恰属于一个Ωi (1≤ i≤s) ,而且每个 Ωi 中的点

都可以用 G中的置换互变 , 而不同的 Ωi 中的点不能用 G 中的置

换互变 .这些 Ωi 称做 G 的传递集 .更一般地 , 我们有下述定义 .

定义 3  设 G是Ω上的一个置换群 ,Ω1 是 Ω的一个子集 .如

果 Ω
G
1 = Ω1 ,则称 Ω1 是 G的一个不变区 .如果 Ω1 是 G 的一个不变

区 ,而且 Ω1 中任意两个点都可以用 G 中的置换互变 , 就称 Ω1 是

G 的一个传递集或轨道 .
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如果 G是Ω上的置换群 ,那么对任一α∈Ω,αG 就是 G 的一个

传递集 ,而且 , G 的每个传递集都可这样得到 .

从定义立即可知 : G 是传递群的充分必要条件是 G 只有一个

传递集 ,即 Ω .

根据定理 1 ,有以下推论 .

推论  G 的传递集的长度是 G 的阶的因子 .

如果 Ω1 是 G 的一个传递集 ,那么对任一 g∈G 都有Ω
G
1 = Ω1 .

因此

g
- 1

1 GΩ
1

g = GΩ
1

g = GΩ
1

,  " g∈G,

所以 GΩ
1
是 G的一个正规子群 .

例 1  3 .1 节例 1 中的置换群 G 共有两个传递集 :

Ω1 = {α1 ,α2 ,α3 } 及 Ω2 = {α4 ,α5 } .

GΩ
1

= { e, (α4 ,α5 ) }�G,

GΩ
2

= Gα
4
�G .

设 G是Ω上一个非传递群 , 取定 G 的一个不变区Ω1 .设

Ω1 = {α1 ,α2 ,⋯ ,αk }  ( k < n) ,

把 Ω中其他文字记成β1 ,β2 , ⋯ ,βl ( l + k = n) .那么 G 中每个置换

都可以表成

g =
α1 α2 ⋯ αk β1 β2 ⋯ βl

αi
1

αi
2

⋯ αi
k

βj
1

βj
2

⋯ βj
l

=
α1 α2 ⋯ αk

αi
1

αi
2

⋯ αi
k

β1 β2 ⋯ βi

βj
1

βj
2

⋯ βj
l
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=
β1 β2 ⋯ βl

βj
1

βj
2

⋯ βj
l

α1 α2 ⋯ αk

αi
1

αi
2

⋯ αi
k

.

令

g1 =
α1 α2 ⋯ αk

αi
1

αi
2

⋯ αi
k

,  g2 =
β1 β2 ⋯ βl

βj
1

βj
2

⋯ βj
l

,

那么 g1 是 Ω1 上的一个置换 ,其作用与 g 在Ω1 上的作用一样 ; g2

是Ω\Ω1 上的置换 ,其作用与 g 在Ω\Ω1 上的作用一样 .g1 , g2 由 g

唯一确定而且 g1 与 g2 是可交换的 :

g = g1 g2 = g2 g1 .

g1 称为由 g诱导出的 Ω1 上的置换 .用 GΩ
1 表示 G 中全部置换诱

导出的Ω1 上的置换所成的集合 .我们来证明下面的定理 .

定理 8  设 Ω1 是 G的一个不变区 , 则

1) G
Ω

1 是 Ω1 上的置换群 .如果 Ω1 是一个传递集 ,则 G
Ω

1 在 Ω1

上是传递的 .

2) G
Ω

1 是 G 的一个同态象 , G
Ω

1 ǖ G/ GΩ
1

.

证明  1) 如果 g1 , h1 ∈GΩ
1 , 那么有 g, h∈G,使

g = g1 g2 ,  h = h1 h2 ,

其中 g2 , h2 都是作用于β1 ,β2 ,⋯ ,βl 上的置换 .于是

g h = ( g1 g2 ) ( h1 h2 ) = ( g1 h1 ) ( g2 h2 ) ,

式中 g1 h1 是 Ω1 上的置换 , g2 h2 是 Ω\Ω1 上的置换 .因此 , g1 h1 是

g h诱导出的Ω1 上的置换 , g1 h1 ∈ GΩ
1 ,所以 GΩ

1 是一个群 .

如果再设 Ω1 是 G 的传递集 , 那么对 Ω1 中任意两个文字αi ,

αj ,有 g∈G,使

α
g
i =αj ,
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所以 GΩ
1 在 Ω1 上是传递的 .

2) 作 G到 G
Ω

1 上的映射

φ: g → g1 .

这个映射是映上的而且是保持运算的 , 所以是一个满同态 , 因此

G
Ω

1 是 G 的一个同态象 .

如果 g
φ

= g1 是恒等置换 ,那么 g 一定把Ω1 中每个点都保持

不变 , 故 g∈GΩ
1

.当然 , 当 g∈GΩ
1
时 , g 所诱导出的Ω1 上的置换一

定是恒等置换 , g∈GΩ
1

.所以φ的核是 GΩ
1

, G/ GΩ
1
ǖ G

Ω
1 .x

定义4  G
Ω

1 称为 G在Ω1 上的成分 .如果Ω1 是 G 的一个传递

集 ,则称 GΩ 为 G 的一个传递成分 .

从 G 的每个传递集都可以得到 G 的一个传递成分 .因此 , 如

果 G有 s 个传递集 , 那么 G 就有 s 个传递成分 , 因而得到 G 的 s 个

传递的同态象 .

例 2  例 1 中的 G 有两个传递集 :

Ω1 = {α1 ,α2 ,α3 } ,  Ω2 = {α4 ,α5 } ,

所以 G有两个传递成分 :

G
Ω

1 = { e, (α1 ,α2 ) , (α1 ,α3 ) , (α2 ,α3 ) , (α1 ,α2 ,α3 ) ,

(α1 ,α3 ,α2 ) } ǖ G/ GΩ
1

,

G
Ω

2 = { e, (α4 ,α5 ) } ǖ G/ GΩ
2

.

  例 3  G = { e, (α1 ,α2 ) (α3 ,α4 ) , (α5 ,α6 ) ,

(α1 ,α2 ) (α3 ,α4 ) (α5 ,α6 ) , (α1 ,α3 ) (α2 ,α4 ) (α7 ,α8 ) ,

(α1 ,α3 ) (α2 ,α4 ) (α5 ,α6 ) (α7 ,α8 ) ,

(α1 ,α4 ) (α2 ,α3 ) (α7 ,α8 ) ,

(α1 ,α4 ) (α2 ,α3 ) (α5 ,α6 ) (α7 ,α8 ) }
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是一个 8 元非传递群 ,有 3 个传递集 :

Ω1 = {α1 ,α2 ,α3 ,α4 } ,  Ω2 = {α5 ,α6 } ,  Ω3 = {α7 ,α8 } .

相应的传递成分为

GΩ
1 = { e, (α1 ,α2 ) (α3 ,α4 ) , (α1 ,α3 ) (α2 ,α4 ) , (α1 ,α4 ) (α2 ,α3 ) } ,

G
Ω

2 = { e, (α5 ,α6 ) } ,

GΩ
3 = { e, (α7 ,α8 ) } .

保持 Ωi 不动的正规子群是

GΩ
1

= { e, (α5 ,α6 ) } ,

GΩ
2

= { e, (α1 ,α2 ) (α3 ,α4 ) , (α1 ,α3 ) (α2 ,α4 ) (α7 ,α8 ) ,

(α1 ,α4 ) (α2 ,α3 ) (α7 ,α8 ) } ,

GΩ
3

= { e, (α1 ,α2 ) (α3 ,α4 ) , (α5 ,α6 ) , (α1 ,α2 ) (α3 ,α4 ) (α5 ,α6 ) } .

容易验证

G/ GΩ
i
ǖ G

Ω
i ,  i = 1 , 2 , 3 .

因为非传递置换群 G的传递成分是 G 的传递的同态象 ,因此

可以通过传递群来研究和构造非传递置换群 .

3 .4  传递群作为群的置换表示

1  置换同构

  以前我们讨论了群的正则表示及陪集置换表示 , 这样就可以

利用置换群来讨论一般群 .这一节来证明可以把传递群看成某个

群的正则表示或陪集表示 , 因而我们可以应用群的传递置换表示

的性质来讨论传递群 .

为了确切地理解这个问题 ,需要引入置换同构的概念 .

定义 5  设 G 是 Ω上的一个置换群 , G′是 Ω′上的一个置换

群 .如果存在 Ω到Ω′上的一个一一对应σ, 以及 G 到 G′的一个一
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一对应φ,使得对任一α∈Ω都有

(α
g
)
σ

= (α
σ

)
gφ

,

则称 G与 G′是置换同构的 , 记作 Gǖ p G′.

如果 G与 G′是满足定义中条件的一对置换同构的群 , 设

Ω= {α1 ,α2 ,⋯ ,αn } ,

则

Ω′= {ασ
1 ,ασ

2 , ⋯ ,ασ
n } .

如果 g 是 G 中任一个元素 :

g =
αi

αj
i

,

g 在映射φ下所对应的置换为 gφ:

g
φ

=
α

σ
i

(αi )
gφ =

ασ
i

(αg
i )σ

.

这就是说 ,在 g 中把每个αi 换成αi 在σ下的象α
σ
i 就得到 g

φ
.因此

g 与 g
φ
只是所作用的点的表法不一样 , 而它们的作用是相同的 .

因而 G与 G′作为置换群可以看成是相同的 .

可以证明 ,定义 5 中的一一对应φ一定是 G 到 G′的一个同构

映射 .因为对于 G 中任意两个元素 g1 , g2 , 任取 Ω中一个点α, 从

定义可知

(α
σ

)
gφ

1
gφ

2 = ( (α
σ

)
gφ
1 )

gφ
2 = ( (α

g
1 )

σ
)

gφ
2

= ( (αg
1 ) g

2 )σ = (αg
1

g
2 )σ

= (ασ) ( g
1

g
2

) φ ,

其中α
σ
可以是Ω′中任一个点 .因此有

( g1 g2 )
φ

= g
φ
1 g

φ
2 .

又因φ是一一的 , 所以φ是一个同构映射 .

因此 ,置换同构的群一定是同构的 .但是同构的群不一定是置
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换同构的 .

例 1  设

G = { e, ( 1 , 2) (3 ,4 ) , (1 ,3 ) ( 2 , 4) , ( 1 , 4) (2 ,3 ) } ,

G′= { e, ( 1 , 2) , ( 3 , 4) , ( 1 , 2) (3 ,4 ) } ,

那么 , G 与 G′作为抽象群是同构的 , 但是它们不是置换同构的 .不

仅如此 , G 在{1 , 2 , 3 , 4 }上是传递的 , 而 G′是非传递的 , 因此它们

作为置换群是有很大差别的 .这说明同构 ( 而非置换同构 )的群不

一定有相同的传递性 .这一点在讨论置换群时是需要注意的 .

2  一般传递群作为陪集置换表示

定理 9  任一传递置换群置换同构于某个群的陪集置换

表示 .

证明  设 G是 n 元集合

Ω= {α1 ,α2 ,⋯ ,αn }

上的一个传递置换群 .再设 H = Gα
1
是 G 对α1 的稳定子群 .于是

G = H g1 ∪ H g2 ∪⋯∪ H gn , H g1 = H ,

式中的置换 gi 满足

αg
i1 =αi   ( i = 1 , 2 ,⋯ , n) .

下面来证 G对 H 的陪集置换表示 SG/ H 与 G 是置换同构的 .

任取 G中一个置换 g , 设

g =
α1 α2 ⋯ αn

αj
1

αj
2

⋯ αj
n

g 所对应的陪集置换为

ωg =
H g1 H g2 ⋯ H gn

H g1 g H g2 g ⋯ H gn g
.

H gi g 等于哪个陪集取决于α1 在 gi g 下的象 .由于

αg
i
g

1 =αg
i =αj

i
,
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所以

H gi g = H gj
i
 ( i = 1 , 2 ,⋯ , n) ,

ωg =
H g1 H g2 ⋯ H gn

H gj
1

H gj
2

⋯ H gj
n

.

用φ表示 G 到 SG/ H 上的映射 .

g
φ
→ ωg ,

那么 ,由于

∩
g∈ G

g
- 1

Gα
1

g = ∩
i

Gα
i

= { e} ,

所以φ是 G 到 SG/ H 的一个同构映射 .再定义 Ω到

Ω′= { H g1 , H g2 ,⋯ , H gn }

的映射σ为

ασ
i → H gi ,  i = 1 , 2 , ⋯ , n,

那么σ是一一对应 ,并且

(αg
i )σ = (αi

j
)σ = Hg i

j
= ( Hg i )ωg

= (ασ
i )ωg = (ασ

i ) g
φ

,

所以 G与 SG/ H 是置换同构的 .x

因此 ,任一传递置换群都可看作是某个群的陪集置换表示 .

3  正则置换群作为正则表示

定义 6  G 是Ω上的一个置换群 , 如果 G 对于Ω中任一个点

α的稳定子群都是单位子群 , 则称 G是半正则群 .传递的半正则群

称为正则群 .

从定义可知 ,正则群一定是半正则的 .半正则群的子群及成分

也都是半正则的 .正则群和半正则群中的非单位元素都是正则

置换 .
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我们知道 , 一个群的正则表示一定是正则群 ; 反之 , 有以下

定理 .

定理 10  任一正则群都与某个群的正则表示置换同构 .

证明  设 G 是一个正则群 , 那么 G 的稳定子群为单位子群

E , 而 G 对 E 的陪集置换表示就是 G 的右正则表示 .因此从定理 9

的证明可知 G与其右正则表示是置换同构的 .x

正则群是一类重要的置换群 .下面介绍正则群的一些重要

性质 .

设 G是Ω上的一个正则群 ,α∈Ω .从关于稳定子群的阶的重

要公式

| G| = | Gα | |α
G

|

可推知正则群的传递集都有相同的长度 , 即 | G | .因此 , 我们有下

述定理 .

定理 11  n 元半正则群的阶一定是 n 的一个因数 .一个 n 元

传递群是正则群的充分必要条件是它的阶等于 n .

我们来给出另一类正则群 .

定理 12  设 G 是Ω上一个交换的传递群 , S 是Ω上的对称

群 ,则

1) G 是一个正则群 .

2) G 在 S 内的中心化子就等于 G .

证明  1) 因为 G是传递的 , 所以对于 Ω中任意两个文字α,
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β, 存在 G中一个置换 g 使得αg =β.又因 G 是交换的 , 所以

Gα = g
- 1

Gα
g = Gα

g = Gβ .

因为α,β可以是Ω中任意的文字 ,所以 Gα = { e} , G是半正则的 .再

因 G是交换群 , 所以 G 是正则的 .

2) 用 Z 表示 G 在 S 内的中心化子 .因为 G 是交换的 , 所以

G≤ Z,因此 Z 是传递的 .设α,β, g 如上 , 则

Zα = g - 1 Zαg = Zα g = Zβ ,

所以 Zα = { e} , Z 是正则的 .比较 Z 与 G 的阶 ,即得 G = Z .x

3 .5  本  原  性

1  定义

  定义 7  G 是Ω上的一个传递群 .如果 Ω可以分成一些不相

交的子集的并 :

Ω= Π1 ∪Π2 ∪⋯∪Πs  (1 < s < n) ,

Πi ∩Πj = �  ( i≠ j) ,

使得 G中每个置换将每个Πi ( i = 1 , 2 , ⋯ , s) 仍变为某个 Πj , 那么

G 就称为一个非本原群 ,Πi ( i = 1 ,2 ,⋯ , s) 称为 G 的非本原集 ,Π1 ,

Π2 ,⋯ ,Πs 称为 G 的一个非本原系 .如果 G 不是非本原群 , 则称 G

为本原群 .

例1  由 (α1 ,α2 ,α3 ,α4 ,α5 )生成的 5 元 5 阶传递置换群 G 是一

个本原群 .

例 2  G 是 S6 的一个子群 ,它由下列两个置换生成

g = ( 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6) ,  h = ( 2 , 6) (3 , 5 ) .

因为
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hg = g5 h,

所以 G中共有 12 个元素 :

gl hm ,  l = 0 , 1 , 2 , ⋯ , 5 ,  m = 0 , 1 .

很容易看出 G 是传递的 .将 Ω= {1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6}分成 3 个不相交的

子集

Ω= {1 , 4}∪{2 ,5 }∪{3 , 6} .

那么 ,因为

{1 , 4 } →
g

{2 ,5 } , {1 ,4 } →
h

{1 , 4} ,

{2 , 5 } →
g

{3 ,6 } , {2 ,5 } →
h

{3 , 6} ,

{3 , 6 } →
g

{1 ,4 } , {3 ,6 } →
h

{2 , 5} ,

所以 G是一个本原群 .{1 , 4} , {2 , 5} , {3 , 6}是 G 的 3 个非本原集 ,

构成 G的一个非本原系 .

还可以将 Ω分成两个非本原集

Ω= {1 , 3 , 5 }∪{2 , 4 , 6} .

{1 ,3 ,5 } , {2 ,4 ,6 }也是 G 的一个非本原系 .

上面的例子说明一个非本原群的非本原系不是唯一的 .但是

我们有下述定理 .

定理13  G 是一个非本原群 ,Π1 ,Π2 ,⋯ ,Πs 是一个非本原系 ,

那么 Πi ( i = 1 , 2 ,⋯ , s)的长度都相等 .

证明  任取αi ∈Πi ,αj∈Πj .因为 G 是传递的 , 所以有一个置

换 g∈ G将αi 映到αj .于是

αj∈Π
g
i ∩Πj ,Π

g
i ∩Πj ≠� .

由非本集的定义 ,得
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Πg
i = Πj .

因此 |Πi | = |Πj | .x

推论1  n元非本原群的非本原集的长度是 n 的因子 , 其非本

原系中非本原集的个数也是 n的因子 .

推论 2  对于任意素数 p , p 元传递群一定是本原的 .

从本原群的定义还可以证明多重传递群一定是本原的 .证明

留给读者作为习题 (本章习题 18) .

2  判别定理

首先来讨论陪集置换表示的本原性 .

设 G是一个 n 阶群 , H 是 G 的一个真子群 .如果 G 没有一个

异于 H 的真子群能包含 H , 则称 H 为 G 的一个极大子群 .因此 ,

如果 H 是 G 的一个极大子群 ,那么从

G≥ K≥ H

可推出 K = G 或 H ; 如果 H 不是 G 的极大子群 , 那么可找到 G 的

一个子群 K 使

G > K > H .

当 G≥ K≥ H 时 , G 对 K , G对 H , K 对 H 的指数及陪集代表

的关系 ,我们已在第 1 章 1 .5 节定理 9 中讨论过 .

定理 14  G对子群 H 的陪集置换表示 SG/ H , 是本原群的充

分必要条件是 H 是 G 的一个极大子群 .

证明  设 SG/ H 是非本原的 ,并设

{ H = H g1 , H g2 ,⋯ , H gl }
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是包含 H 的一个非本原集 .令

K = H g1 ∪ H g2 ∪⋯∪ H gl ,

来证 K 是 G 的一个子群 .

任取 K 中两个元素 h gi , h′g j ( h, h′∈ H , 1≤ i, j≤ l) .考虑 hgi

对应的陪集置换 :

ωhg
i

=
H H g2 ⋯ Hg l

Hhg i H g2 hg i ⋯ Hgl hg i

=
H H g2 ⋯ Hg l

Hg i H g2 hgi ⋯ Hgl hg i
.

因为{ H g1 , H g2 ,⋯ , H gl }是一个非本原集 , 而且 H 在ωhg
i
下的像

仍在这个集合中 ,所以由非本原集的定义 , 有

{ H gi , H g2 gi , ⋯ , H gl gi } = { H g1 , H g2 , ⋯ , H gl } .

设

H gj hg i = H gt ,  1≤ t≤ l ,

则

h′g j hg i = h″g t∈ K .

所以 K 是 G 的一个子群 .因为 SG/ H 的非本原集是 SG/ H 作用的

集合

{ H , H g2 , ⋯ , H gr }  ( r = G/ H)

的非平凡真子集 ,故有 1 < l < r, 所以 G > K > H . H 不是 G 的极大

子群 .

另一方面 ,如果 H 不是极大子群 , 则有 G 的子群 K 满足

G > K > H .

设 G对 K , K 对 H 的陪集分解为

G = K g1 ∪ Kg2 ∪ ⋯ ∪ K gl ,

K = Hh1 ∪ Hh2 ∪ ⋯ ∪ Hhm ,

则 G对 H 的陪集分解为
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G = ∪
i , j

H h i g j .

我们来证

Π1 = { H h1 g1 , H h2 g1 ,⋯ , H hm g1 } ,

Π2 = { H h1 g2 , H h2 g2 ,⋯ , H hm g2 } ,

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Πl = { H h1 gl , H h2 gl ,⋯ , H hm g l }

是 SG/ H 的一个非本原系 .

任取 g∈ G,设 g 所对应的陪集置换为ωg .考虑

Πi = { H h1 gi , H h2 gi ,⋯ , H hm gi }

在置换ωg 下的象

Π
ω

g
i = { H h1 gi g , H h2 gi g ,⋯ , H hm g i g} .

因为

∪
m

t = 1
Hh t g i = Kg i

是 K 的一个陪集 ,所以

∪
m

t = 1
Hht g i g = (∪ Hht g i ) g = Kg i g

也是 K 的一个陪集 .

再设

K gi g = K gj ,

那么

H h1 gi g , H h2 gi g , ⋯ , H hm g i g

就是

H h1 gj , Hh2 gj , ⋯ , H hm g j

的一个排列 ,因此

Πω
gi = Πj .

这就证明了 Π1 , Π2 , ⋯ , Πs 是 G 的一个 非本原 系 , G 是非 本

原的 .x
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例 3  第 1 章 1 .7 节例 4 中的 H 是 G 的极大子群 , 所以这个

陪集置换表示是本原的 .而例 5 中的 H 不是极大子群 , 所以相

的陪集置换表示是非本原的 .{ H, H a}与{ H , H ab}是 SG/ H 的一个

非本原系 .

因为传递群 G可看成 G 对 Gα
1
的陪集置换表示 , 所以我们可

以应用上述定理得到关于置换群的本原性的一个判别法则 .

定理 15  设 G 是Ω上一个传递群 .G 是本原群的充分必要条

件是 G 的稳定子群 Gα(α∈Ω)是 G 的一个极大子群 .

从定理 15 可以得到下面一些推论 .

推论1  设 G 是Ω上一个传递群 .如果 Gα(α∈Ω) 还保持Ω中

另一个点β不变 ,那么 G 或者是非本原的 ,或者是素数次正则群 .

证明  如果 G是正则群 , 则因 | G |是复合数时 , G 一定有非平

凡子群 .故如果 | G|不是素数 , 那么 G 一定是非本原的 .

设 G是非正则的 , 即 Gα≠{1} ,并设 Gα 一共有 t 个不动点 , 那

么 1 < t < n .由定理 5 , Gα 有 t 个共轭子群 ,因此

| G∶ NG ( Gα) | = n/ t > 1 .

又因 | G∶ Gα | = n >
n
t

, 所以

G > NG ( Gα) > Gα .

Gα 不是 G 的极大子群 , G 是非本原的 .x
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推论 2  设 G是Ω上一个传递群 .如果 Ω有一个真子集Π,Π

不止包含一个文字 ,而且

α∈Π,  α
g
∈Π→Π

g
= Π,

那么 G是非本原的 .

证明  取定α∈Π, 只要证明 Gα 不是 G 的极大子群 .为此考虑

G 的子群 G{Π} .我们来证 G{Π} 是 G 与 Gα 的中间群 .

由假设 ,知 G{Π} ≥Gα .但是由 G 的传递性 , 对于β∈Π,β≠α一

定有一个 g∈ G 使αg = β.这个置换 g∈ G{Π} 但不属于 Gα, 所以

G{Π} > Gα .

再取γ∈
-

Π, 由 G的传递性 , 存在 g′∈ G使α
g′

=γ,于是

g′∈
-

G{Π} ,  G{Π} < G .

因此 Gα 不是 G 的极大子群 , G 是非本原的 .x

这个推论给出了一个求非本原系的方法 , 推论中的 Π就是一

个非本原集 .因为由假设可知对任一 g∈G, 有

Π
g
∩Π= Π或� .

故由 G的传递性可将Ω表成不相交的子集之并

Ω= Π∪Πg
2 ∪⋯∪Πg

s ,

于是 Π,Π
g

2 , ⋯ ,Π
g

s 就是 G 的一个非本原系 .

定理 16  如果 Ω上传递群 G 有一个非传递正规子群 N ≠

{ e} ,那么 G 是非本原的 ,而且 N 的传递集是 G 的一个非本原集 .

证明  任取 N 的一个传递集

Π= {α1 ,α2 ,⋯ ,αm } ,  1 < |Π| < |Ω| ,
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来证 Π满足定理 15 推论 2 中的条件 .

设 G中置换 g 把Π中一个点αi 仍映到Π中 :

αg
i ∈Π .

为了证明 Π
g

= Π, 只要证明对 Π中任一个点αj , 都有α
g
j ∈Π .因为

Π是 N 的传递集 ,故有 h∈ N 使αh
i =αj .于是

αg
j =αhg

i = (αg
i ) g

- 1
hg ∈Πg

- 1
hg .

因为 N 是 G的正规子群 ,所以 g
- 1

hg∈ N .故 Π
g - 1 hg

=Π,α
g
j ∈Π .x

推论  本原群的非单位正规子群一定是传递的 .

3  非本原系置换群

下面讨论本原群与非本原系群的关系 , 以及如何用本原群来

讨论非本原群 .

设 G是一个非本原群 .如果 Π1 ,Π2 ,⋯ ,Πs 是 G 的一个非本原

系 ,那么 G 中一个元素 g 引起Π1 ,Π2 , ⋯ ,Πs 的一个置换

θg =
Π1 Π2 ⋯ Πs

Πg
1 Πg

2 ⋯ Πg
s

=
Πi

Π
g
i

.

令

P = {θg | g∈G} .

P 是一个 s 次置换群 , 称为 G 的一个非本原系置换群 .

映射 g →θg 是 G 到 P 的一个满同态 , 这个同态映射的核是

由 G中满足

Πg
i = Πi ,  i = 1 , 2 , ⋯ , s

的置换所组成 .于是根据同态定理 , 有以下定理 .

定理 17  设 G 是一个非本原群 ,Π1 ,Π2 ,⋯ ,Πs 是 G 的一个非
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本原系 , P 是 G 的对应于Π1 ,Π2 ,⋯ ,Πs 的非本原系置换群 .令

K = { g∈G|Π
g
i = Πi , i = 1 ,2 ,⋯ , s} ,

那么 K 是 G 的一个正规子群 , 而且 Pǖ G/ K .

非本原群 G的一个非本原集置换群 P 是一个传递群 , 它的次

数比 G的次数小得多 .因为 P 是 G 的一个同态像 , 所以可以利用

非本原系置换群来讨论非本原群 .

非本原群 G的非本原系置换群可能还是非本原的 .下面来证

明总可选择 G的一个非本原系 , 使 G 对此非本原系的置换表示是

本原的 ,从而可以通过本原群来讨论非本原群 .

设 G是一个非本原群 ,Π1 ,Π2 , ⋯ ,Πs 是 G 的一个非本原系 , P

是 G对 Π1 ,Π2 ,⋯ ,Πs 的非本原系置换群 .如果 P 是一个非本原群 ,

则{Π1 ,Π2 ,⋯ ,Πs }可以分成一些不相交的非本原集 ,设为

{Πi1 ,Πi2 , ⋯ ,Πi t } ,  i = 1 ,2 ,⋯ , s/ t ,1 < t < s .

令

Ψi = ∪
j
Πi j ,  i = 1 , 2 , ⋯ , s/ t,

下面来证 Ψ1 ,Ψ2 , ⋯ , Ψr ( r = s/ t)也是 G 的一个非本原系 .

首先有

Ω= ∪
1≤ i≤ r

Ψi , Ψi∩Ψj = �  ( i≠ j) ,1 < r < n .

任取 g∈ G,则

Ψ
g
i = ∪

1 ≤ j≤ t
Πi j

g
= ∪

j
(Π

g
i j ) .

因为{Πi1 ,Πi2 ,⋯ ,Πi t } ( i = 1 , 2 , ⋯ , r)是一个非本原系 , 所以可找到

一个 j( 1≤ j≤ r) 使得

{Πg
i1 ,Πg

i2 ,⋯ ,Πg
i t } = {Πj1 ,Πj2 , ⋯ ,Πjt } .

于是

Ψ
g
i = Ψj .

这就证明了 Ψ1 ,Ψ2 , ⋯ , Ψr 也是 G 的一个非本原系 .

考虑 G 对 Ψ1 , Ψ2 , ⋯ , Ψr 的非本原系置换群 P1 .如果 P1 是
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非本原的 ,那么又可将 Ψi 合并成一些较大的非本原集 .由于 Ω是

一个有限集合 ,这个过程一定会在若干次之后终止 .这样就得到 G

的一个非本原系 ,使 G 的对应的非本原系置换群是本原的 .

置换群理论的重要问题之一是找出给定次数的全部互不置换

同构的置换群 .置换群论的早期工作有很多是有关构作低次置换

群方面的问题 .在第 1 章中我们曾经提到过 , 次数不超过 11 的置

换群已经全部决定 ; 当 12≤ n≤15 时 , 已决定了全部 n次传递群 ;

而当 n再大时 , 仅对 16≤ n≤50 找出了全部 n次本原群 .

习   题

1 . 对第 2 章习题 9 中的置换群 G, 求 Gα
i
( i = 1 , 2 , ⋯ , 7 )及其

共轭子群 .

2 . 令 Γ = {α1 , α2 } . 求上 题 中 G 的 GΓ 及 G{Γ} , 并 验 证

GΓ� G{Γ} .

3 . (1 ) 设 G 是Ω上一个传递群 , T 是 G 的一个传递子群 , 则

对任一α∈Ω, 都有 G = T Gα .

(2 ) 对 G = A4 验证这一结论 .

4 . G 是 n 次对称群 S n 的一个子群 ,σ∈ Sn .如果 Δ是 G 的一

个轨道 ,则 Δσ 是σ- 1 Gσ的一个轨道 .

5 . 设 N 是传递置换群 G 的一个正规子群 , 则 N 的轨道长度

都相等 .

6 . G 是 Sn 的一个传递子群 , 则 ZS
n

( G) 是半正则的 .

7 . (1 ) 如果 G 是Ω= {α1 ,α2 , ⋯ ,αn }上一个 2 重传递群 , 则

Gα
i
α

j
与 Gα

k
α

l
共轭 ( i≠ j , k≠ l, 1≤ i , j , k, l≤ n) .

(2 ) 假设 Gα
i
α

j
一共保持 k 个文字不变 ,问 Sn 有多少个与 Gα

i
α

j

共轭的子群 ?

8 . G =〈(1 , 3 , 6 ) , (2 , 5 , 9 ) , ( 4 , 7)〉< S9 .求 G 的全部传递集 ,
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并对每个传递集Δ求 GΔ 及 GΔ .

9 . 求第 1 题中置换群 G的传递集及传递成分 .

10 . 设 G =〈σ〉, 则σ的轮换表示中同一轮换中的点组成 G 的

传递集 .

11 . 设Δ是置换群 G 的一个传递集 ,α∈Δ .证明 : Gα 在 G 中的

共轭子群的个数等于 ( GΔ)α 在 GΔ 中的共轭子群的个数 .

12 . 如果 G 是一个传递群 ,那么 G 中每个置换平均有一个不

动点 ,即 G 中各置换的不动点的总数等于 | G| .

13 . 如果 G是一个非传递群 , 共有 k 个传递集 , 则 G 中每个置

换平均有 k 个不动点 .

14 . 证明 n 次传递群中一定有 n 次置换 .

15 . 设 G1 是 Ω1 = {α1 ,α2 ,⋯ ,αs }上一个置换群 , G2 是 Ω2 = {β1 ,

β2 ,⋯ ,βt }上一个置换 群 , α1 , ⋯ , αs , β1 , ⋯ , β t各 不 相 同 . 对

g1 ∈G1 , g2 ∈G2 , g1 g2 可看成作用于

Ω= Ω1 ∪Ω2 = {α1 ,⋯ ,αs ,β1 , ⋯ ,βt }

上的一个置换 .令

G = { g1 g2 | g1 ∈G1 , g2 ∈G2 } .

证明 :

(1 ) G 是Ω上的一个置换群 .

(2 ) 如果 G1 在 Ω1 上传递 , G2 在 Ω2 上传递 , 则 G以Ω1 及 Ω2

作为传递集 .

(3 ) G1 , G2 都是 G的正规子群 .

G 称为 G1 与 G2 的直积 ,记作 G1 �G2 .

16 . 设 G 是一个非传递群 ,有两个传递集 Ω1 ,Ω2 .证明 .

(1 ) G≤ GΩ
1 �GΩ

2 .

(2 ) G = G
Ω

1 �G
Ω

2 �G≥G
Ω

i , i = 1 , 2 .

17 . 设 G 是由 ( 1 , 2 ,⋯ , n)生成的循环群 , 看成 Sn 的子群 .

(1 ) 证明 G 是本原群的充分必要条件是 n 是一个素数 .

(2 ) 当 n 是复合数时 ,求 G 的非本原集 .
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18 . 证明双传递群一定是本原的 .

19 . 对 3 .5 节例 2 验证定理 17 .

20 . 设 G 是 pq 次非本原群 , p 与 q 都是素数 , 证明 G 的非本

原系置换群一定是本原的 .
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第 4 章  交  换  群

交换群是很重要也是很常见的一类群 .因为任何一个群都可

能有交换的子群及交换的商群 , 所以交换群的理论在整个群论中

占有很重要的地位 .

交换群的理论研究已经相当完善 .这一章介绍交换群的构造

理论 .

4 .1  直   积

为了将一个群用它的子群来表示 , 需要用到子群的直积的概

念 .这一节介绍子群的直积的一些性质 .

定义 1  设 G 是一个群 , A 与 B 是 G 的子群 .如果

(1 ) G 中每个元素 g 都可表成

g = ab,  a∈ A, b∈ B,

而且表法是唯一的 .

(2 ) A 中元素与 B 中元素可交换 .

那么称 G 为子群 A 与 B 的直积 , 记作 G = A� B, A 与 B 称为 G 的

直积因子 .

当 G是交换群的情形 , 直积称为直和 ,记作 G = A� B, A 与 B

称为 G 的直和因子 .

从直积的定义可以看出 ,如果 G = A� B,那么有 :



(1 ) G = B� A;

(2 ) | G| = | A |· | B | ;

(3 ) G 是交换群的充分必要条件是 A 与 B 都是交换群 .

下面来对直积的定义作一点补充 : 定义中表法的唯一性只要

对单位元素要求就够了 , 即从单位元素表法的唯一性可以推出任

一元素表法的唯一性 .可以这样来证明 : 如果

g = ab = a′b′,  a, a′∈ A; b, b′∈ B

是 G中元素 g 的两种表法 ,那么

( a
- 1

a′) ( b′b
- 1

) = e .

根据单位元素表法的唯一性 ,有

a
- 1

a′= b′b
- 1

= e,

即

a = a′,  b = b′.

这就是我们所要证明的 .

子群的直积有下述重要性质 , 这个性质也可以用来作为直积

的定义 .

定理 1  如果 G = A� B, 那么有 :

(1 ) A, B 都是 G 的正规子群 ;

(2 ) G = A B;

(3 ) A∩ B = { e} .

反之 , 如果 G 的子群 A , B 满足上述 3 个条件 , 那么 G =

A� B .

证明  设 G = A� B , 那么从定义立刻推出 G = AB . A∩ B =

{ e}可以从表法的唯一性推出 :如果 c∈ A∩ B,那么 c 可表成

c = c· e,  c ∈ A , e ∈ B .
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又可表成

c = e· c,  e ∈ A , c ∈ B .

  所以从表法的唯一性立刻得到

c = e,

即

A ∩ B = { e} .

  再来证 A, B 是 G 的正规子群 .任取 a∈ A, g∈ G, 要证

g
- 1

a g∈ A .根据直积的定义 , 有 a1 ∈ A , b1 ∈ B, 使 g = a1 b1 ,于是

g- 1 a g = ( a1 b1 ) - 1 a( a1 b1 ) = b- 1
1 a- 1

1 a a1 b1

= a
- 1
1 a a1 b

- 1
1 b1 = a

- 1
aa1 ∈ A .

所以 A G .同样可证 B G .

现在假设 G的子群 A , B 满足定理 1 中的 3 个条件 , 来证 G =

A� B .

从 G = A B 可以推出对 G 中任一元素 g , 都有 a∈ A, b∈ B 使

g = ab .下面来证表法是唯一的 .如果

g = ab = a′b′,  a, a′∈ A; b, b′∈ B,

那么

a′
- 1

a = b′b
- 1

∈ A ∩ B .

由假设 A∩ B = { e} , 所以

a′- 1 a = b′b- 1 = e,

即

a = a′,  b = b′.

这就证明了表法的唯一性 .

最后来证 A 中元素与 B 中元素可交换 .任取 a∈ A, b∈ B, 因

为 A , B 都是正规子群 , 所以有

aba - 1 b- 1 = a( ba - 1 b) ∈ A

及

aba
- 1

b
- 1

= ( aba
- 1

) b
- 1

∈ B .
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从 A∩ B = { e} , 即得

aba
- 1

b
- 1

= e,

亦即

ab = ba .

定理证毕 .x

子群的直积可以推广到几个直积因子的情形 .

定义 2  设 A1 , A2 , ⋯ , As ( s≥2 )都是 G 的子群 .如果

(1 ) G 中任一元素 g 都可以唯一地表成

g = a1 a2 ⋯ as ,  ai ∈ A i ( i = 1 ,2 ,⋯ , s) ;

  (2 ) Ai 中任意元素与 A j 中任意元素可交换 ( i, j = 1 , 2 , ⋯ , s;

i≠ j ) .那么 G 称为 A1 , A2 , ⋯ , As 的直积 ,记作 G = A1 � A2 �⋯�

As , Ai ( i = 1 , 2 , ⋯ , s) 称做 G 的直积因子 .

多个子群的直积也和两个子群的直积一样具有下述性质 : 直

积因子的次序可以更换 ; G 的阶等于各直积因子的阶的乘积 ;从各

直积因子的交换性可以推出 G 的交换性 .同样地 , 任意元素表法

的唯一性也可以从单位元素表法的唯一性推出 .

从定义可以看出 ,如果

G = A � B , A = A1 � A2 , B = B1 � B2 ,

那么

G = A1 � A2 � B1 � B2 .

反之 ,如果

G = A1 � A2 � B1 � B2 ,

那么 ,令

A = A1 � A2 , B = B1 � B2 ,

就有
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G = A � B,

即

G = ( A1 � A2 ) � ( B1 � B2 ) .

所以在多个子群的直积中 ,可以任意添加或去掉括号 .

最后 ,和两个子群的直积相仿 , 多个子群的直积也有与定理 1

类似的结论 .

定理 2  设 A1 , A2 , ⋯ , As ( s≥2 )是 G 的子群 .

G = A1 � A2 � ⋯ � As

的充分必要条件是

(1 ) A1 , A2 ,⋯ , As 都是 G 的正规子群 ;

(2 ) G = A1 A2 ⋯ As ;

(3 ) A1 ⋯ Ai - 1 A i + 1 ⋯ As ∩ A i = { e} ,  i = 1 , 2 , ⋯ , s .

这个定理的证明与定理 1 的证明差不多 ,这里就不重复了 .

利用子群的直积这个概念可以将群的一些问题化为子群的问

题来研究 .例如 , 群的运算可以归结为子群的运算 ,设

G = A1 � A2 � ⋯ � As ,

g = g1 g2 ⋯ gs ,  gi ∈ Ai ( i = 1 , 2 ,⋯ , s) ,

h = h1 h2 ⋯ hs ,  hi ∈ A i ( i = 1 , 2 ,⋯ , s) ,

那么

g h = ( g1 h1 ) ( g2 h2 )⋯ ( gs h s ) ,

gi hi ∈ A i  ( i = 1 ,2 ,⋯ , s) .

又如上面已经提到过 , G 的交换性可以从 A i 的交换性得出 .更进

一步 ,我们有 : 如果 Z, Z1 , Z2 , ⋯ , Zs 分别是 G , G1 , G2 , ⋯ , Gs 的中

心 ,那么有

Z = Z1 � Z2 � ⋯ � Zs .

证明留作习题 .
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下一节我们将讨论交换群的直积分解 .通过对交换群的讨论 ,

我们对于直积分解的作用将有进一步的体会 .

4 .2  基

这一节我们介绍交换群的基的概念 , 并利用这个概念来得到

有限交换群的直积分解 .

设 G是一个交换群 , 任取 G 中一组元素 a1 , a2 , ⋯ , as ,形如

a1
k
1 a2

k
2 ⋯ as

k
s  ( k1 , k2 ,⋯ , ks 是任意整数 )

的元素全体组成 G 的一个子群 , 称为 G 的由 a1 , a2 , ⋯ , as 生成的

子群 ,记作〈a1 , a2 ,⋯ , as〉 .如果 a1 , a2 , ⋯ , as 生成的子群就是 G,

就称 a1 , a2 , ⋯ , as 是 G 的一组生成元 .有限交换群总有生成元 , 问

题是如何选择生成元 ,使包含的元素个数最少 .

定义 3  设 a1 , a2 ,⋯ , as 是交换群 G 中的一组元素 .如果从

ak
11 ak

22 ⋯ ak
ss = e

可推出

ak
ii = e,  i = 1 , 2 , ⋯ , s,

就称 a1 , a2 , ⋯ , as 是无关的 .G 的一组无关的生成元称做 G 的一

组基 .

例 1  G 是Ω= {α1 ,α2 ,α3 ,α4 ,β1 ,β2 ,β3 }上的一个置换群

G = { e, (α1 ,α2 ) (α3 ,α4 ) , (α1 ,α3 ) (α2 ,α4 ) ,

(α1 ,α4 ) (α2 ,α3 ) , (β1 ,β2 ,β3 ) , (β1 ,β3 ,β2 ) ,

(α1 ,α2 ) (α3 ,α4 ) (β1 ,β2 ,β3 ) ,

(α1 ,α3 ) (α2 ,α4 ) (β1 ,β2 ,β3 ) ,

(α1 ,α4 ) (α2 ,α3 ) (β1 ,β2 ,β3 ) ,

(α1 ,α2 ) (α3 ,α4 ) (β1 ,β3 ,β2 ) ,
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(α1 ,α3 ) (α2 ,α4 ) (β1 ,β3 ,β2 ) ,

(α1 ,α4 ) (α2 ,α3 ) (β1 ,β3 ,β2 ) } .

很容易看出

(α1 ,α2 ) (α3 ,α4 ) , (α1 ,α3 ) (α2 ,α4 ) , (β1 ,β2 ,β3 )

是 G的一组生成元 , 而且从

[ (α1 ,α2 ) (α3 ,α4 ) ]
l
[ (α1 ,α3 ) (α2 ,α4 ) ]

m
(β1 ,β2 ,β3 )

k
= e

可推出

l ≡ 0( mod2) , m ≡ 0 ( mod2) , k ≡ 0 ( mod3 ) ,

即

(α1 ,α2 ) (α3 ,α4 ) l = [ (α1 ,α3 ) (α2 ,α4 ) ] m = (β1 ,β2 ,β3 ) k = e .

所以这 3 个元素组成 G的一组基 .

G 的基不是唯一的 ,读者可以自己再找出 G 的另一组基 .

交换群的基有下述一些性质 :

1 . 如果 G = A� B , a1 , a2 , ⋯ , as 是 A 的一组基 , b1 , b2 , ⋯ , bt

是 B 的一组基 ,那么 a1 ,⋯ , as , b1 , ⋯ , bt 是 G 的一组基 .

2 . 如果 a1 , a2 ,⋯ , as 是 G 的一组基 ,设 a1 , a2 , ⋯ , al ( 0 < l < s)

生成的子群是 A; al + 1 , al + 2 ,⋯ , as 生成的子群是 B,那么

G = A � B .

特别地 ,有

G = 〈a1〉�〈a2〉� ⋯ �〈as〉,

其中〈ai〉是 ai 生成的循环群 .

这两条性质可以从基的定义和直积的性质直接推出 , 从这两

条性质可以看到交换群的直积分解与基的选择有密切的关系 .下

面对交换群证明基的存在 .
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定理 3  有限交换群一定有基 .

证明  设 G是一个有限交换群 .a1 , a2 , ⋯ , ar 是 G 的一组生

成元 .我们对 r 作归纳法 .

当 r = 1 时 , G 是由 a1 生成的循环群 , a1 就是 G 的一组基 .

当 r≥2 时 , 设定理对于具有一组元素个数少于 r 的生成元的

有限交换群成立 .来证定理对于由 r 个元素生成的群也成立 .

在所有使

a
k

1
1 a

k
2

2 ⋯ a
k

r
r = e

成立的 ki 中有一个最小的正整数 ,设为 m, 我们再对 m 作归纳法 .

可以调动 ai 的次序使 m 是 a1 的指数 , 于是有整数 m2 , ⋯ ,

mr 使

a
m
1 a

m
2

2 ⋯ a
m

r
r = e . ( 1)

  如果 m = 1 ,那么

a1 = a
- m

2
2 ⋯ a

- m
r

r .

G 可以由 r - 1 个元素 a2 , a3 ,⋯ , ar 生成 ,由归纳法假设 G 有基 .

下面设 m > 1 .将 mi 表成

mi = ti m + si ,  0 ≤ si < m( i = 2 , ⋯ , r) .

令

a
*

1 = a1 a
t
2

2 ⋯ a
t
r

r . ( 2)

由 (1 ) , (2 )两式得

( a
*

1 )
m

a
s
2

2 ⋯ a
s
r

r = e .

如果 si ( i = 2 , ⋯ , r)中有一个不等于 0 ,那么它一定小于 m, 对这个

si 应用归纳法假设 , 知 G有基 .因此可设

s2 = s3 = ⋯ = sr = 0 .

此时有

( a
*

1 )
m

= e .

因为 a1 可以用 a*
1 , a2 , ⋯ , ar 表示 :
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a1 = a*
1 a

- t
2

2 ⋯ a
- t

r
r ,

所以 a*
1 , a2 ,⋯ , at 也是 G 的一组生成元 , 我们来证明

G = 〈a
*

1 〉�〈a2 , ⋯ , ar〉 .

根据定理 1 ,为了证明这个分解式 , 只要证明

〈a*
1 〉∩〈a2 , ⋯ , ar〉 = { e} .

任取 a∈〈a*
1 〉∩〈a2 ,⋯ , ar〉,那么 a 可以表成

a = ( a
*

1 )
l

= ( a1 a
t
2

2 ⋯ a
t
2
r )

l
= a

l
2

2 ⋯ a
l

r
r ,

于是

a1
l a2

t
2

l - l
2 ⋯ ar

t
r

l - l
r = e . ( 3)

  对于整数 l , m,可以找到整数 x 使

0 ≤ l - xm < m .

由 (1 ) , (3 )两式得

a
l - x m
1 a

t
2

l - l
2

- x m
2

2 ⋯ a
t
r
l - l

r
- x m

rr = e .

根据 m 的选择 ,必须有

l - x m = 0 .

因此

a = ( a
*

1 )
l

= ( a
*

1 )
x m

= e .

这样就证明了 G =〈a*
1 〉�〈a2 ,⋯ , ar〉 .

因为〈a2 ,⋯ , ar〉可以由 r - 1 个元素生成 , 根据归纳法假设 ,

〈a2 ,⋯ , ar〉有一组基 , 设为 b2 , ⋯ , bu .于是 a*
1 , b2 , ⋯ , bu 就是 G 的

一组基 ,定理证毕 .x

根据有限交换群的基的存在性 ,可以得到下列推论 .

推论  任一有限交换群都可以表成循环群的直积 .

设 G是一个有限群 , 在 G 中取定一组基 a1 , a2 , ⋯ , as ,那么

G = 〈a1〉�〈a2〉� ⋯ �〈as〉 .
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设 ai 的阶为 ni ( i = 1 , 2 , ⋯ , s) , 那么 G 中任一元素 g 都可唯一地

表成

g = a
k
1

1 a
k

2
2 ⋯ a

k
s

s ,  0 ≤ ki < ni ( i = 1 , 2 , ⋯ , s) .

如果 h也是 G 中一个元素 ,设

h = a
l
1

1 a
l
2

2 ⋯ a
l
s

s ,  0 ≤ li < ni ( i = 1 , 2 , ⋯ , n) ,

那么

g h = a
m

1
1 a

m
2

2 ⋯ a
m

s
s ,

式中的 mi 满足

mi ≡ hi + li ( mod ni ) , 0 ≤ mi < ni , i = 1 , 2 , ⋯ , s .

  在下一节中我们将进一步讨论有限交换群的直积分解 .

4 .3  有限交换群的构造

我们以前讨论过循环群 ,循环群可以由一个元素生成 , 它的构

造是很简单的 .上一节我们通过基的存在性 , 证明了有限交换群可

以表成循环子群的直积 , 这一节我们进一步来证明有限交换群可

以分解成阶为素数的方幂的循环子群的直积 ,而且表法是唯一的 .

这样就完全解决了有限交换群的构造问题 .

我们先来证明一个更为一般的结论 .设 G 是一个有限交换

群 ,用 G( p)表示 G 中阶为素数 p 的方幂的元素全体 , 那么 G( p)

显然是非空集合 ,而且对 G 的运算是封闭的 ,所以 G( p)是 G 的一

个子群 .

定理 4  设 G 是一个 n 阶交换群 , n = p
α

1
1 p

α
2

2 ⋯ p
α

s
s , 其中 p1 ,

⋯ , ps 是两两不同的素数 ,αi > 0( i = 1 , 2 ,⋯ , s) , 那么

G = G( p1 ) � G( p2 ) � ⋯ � G( ps ) .

  为了证明定理 4 , 需要用到一个结果 ,这个结果在任何群中都
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是成立的 ,我们把它写成一个引理 .

引理  设 a 是群 G 中一个元素 , a 的阶等于 m = m1 m2 , 其中

m1 与 m2 是两个互素的正整数 ,那么 a 可以唯一地表成 a = a1 a2 ,

式中 ai 的阶是 m i ( i = 1 , 2) ; a1 a2 = a2 a1 ;而且 ai ( i = 1 , 2) 都是 a 的

方幂 .

证明  因为 m1 与 m2 互素 ,故有整数 u1 , u2 使得

u1 m1 + u2 m2 = 1 ,

于是

a = a
u
1

m
1

+ u
2

m
2 = a

u
1

m
1 · a

u
2

m
2 = a

u
2

m
2 · a

u
1

m
1

令

a1 = a
u
2

m
2 , a2 = a

u
1

m
1 ,

则 a1 , a2 都是 a 的方幂 ,而且

a = a1 a2 = a2 a1 .

  下面来看 a1 , a2 的阶 .因为

am
11 = au

2
m

2
m

1 = e, a
m

2
2 = a

u
1

m
1

m
2 = e,

所以 a1 的阶是 m1 的一个因子 d1 , a2 的阶是 m2 的一个因子 d2 .

由于 a1 与 a2 可交换 , 并且 d1 与 d2 互素 , 故 a1 a2 的阶等于 d1 d2 .

但是已知 a的阶是 m1 m2 ,所以必须有

d1 = m1 , d2 = m2 .

  最后来证表法的唯一性 .设

a = a1 a2 = a′1 a′2 ,

其中 a1 , a2 , a′1 , a′2 都满足条件 ,那么

a
- 1
1 a′1 = a′2 a

- 1
2 .

因为 a1 , a′1 都是 a 的方幂 , 所以它们可以交换 , 于是 a
- 1

1 a′1 的阶是

m1 的因子 ,同样可知 a′2 a - 1
2 的阶是 m2 的因子 .由假设知 m1 与 m2

互素 ,故必有
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a- 1
1 a′1 = a′2 a- 1

2 = e,

从而

a1 = a′1 , a2 = a′2 .

唯一性得证 .x

反复应用引理 , 可以得到 m 分解成几个互素的因子的一般

情形 :

设 a是群 G 中一个元素 , a 的阶为 m = m1 m2 ⋯ mr ( r≥2 ) , 其

中 m1 , m2 ,⋯ , mr 是两两互素的正整数 , 那么 a可以唯一地表成

a = a1 a2 ⋯ ar ,

其中 ai 的阶为 m i , ai a j = aj ai , 而且 ai 都是 a 的方幂 ( i , j = 1 ,

2 , ⋯ , r) .

定理 4 可以从这个结论直接得出 .

因为 G( pi )中元素的阶都是 pi 的方幂 , 故由定理 3 及其推论

可知 G( pi )的阶也是 pi 的方幂 .又因

| G| = ∏
1 ≤ i≤ s

| G( pi ) | ,

所以可得

| G( pi ) | = p
α

i
i ,  i = 1 , 2 , ⋯ , s .

  定义 4  如果群 G 中一个元素 g 的阶为素数 p 的一个方幂 ,

则称 g 为一个 p-元素 .如果群 G 的阶是素数 p 的一个方幂 , 则称

G 为一个 p-群 .

因为群中元素的阶为这个群的阶的因子 , 故 p-群中的元素都

是 p-元素 .以后我们将看到 , 如果有限群 G 中每个元素都是 p-元

素 ,那么 G 一定是一个 p-群 .因此 p-群也可以定义为其元素皆为

p-元素的群 .
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定义 5  设群 G的阶为 n = pαn1 ,其中 p 是一个素数 ,α≥1 , n1

与 p 互素 , 那么 G 的 pα 阶子群称为 G 的一个 Sylow p-子群 .

定理 4 说明 : 当 G是 n 阶有限交换群的时候 ,对于 n 的每个素

因子 p, G的 Sylow p-子群都是存在且唯一的 , 而且 G 可以表成它

的 Sylow p-子群的直积 .

从定理 4 以及上节的结果 ,还可以知道任一有限交换群都可

以表成循环 p-子群的直积 .下面来证明表法是唯一的 .

首先对表法的唯一性作一点说明 ,先来看两个例子 .

例 1  G 是上节例 1 中的群 ,已知 G 有一组基是

(α1 ,α2 ) (α3 ,α4 ) , (α1 ,α3 ) (α2 ,α4 ) , (β1 ,β2 ,β3 ) ,

所以 G可以分解成循环 2-子群

〈(α1 ,α2 ) (α3 ,α4 )〉,〈(α1 ,α3 ) (α2 ,α4 )〉

及循环 3-子群〈(β1 ,β2 ,β3 )〉的直积 :

G = 〈(α1 ,α2 ) (α3 ,α4 )〉�〈(α1 ,α3 ) (α2 ,α4 )〉�〈(β1 ,β2 ,β3 )〉 .

很容易看出 G还有另一种分解 :

G = 〈(α1 ,α2 ) (α3 ,α4 )〉�〈(α1 ,α4 ) (α2 ,α3 )〉�〈(β1 ,β2 ,β3 )〉 .

  例 2  设 G 是由 6 阶元素 a 及 4 阶元素 b 生成的 24 阶交换

群 ,那么

G = 〈a〉�〈b〉 .

  但是〈a〉的阶不是素数的方幂 ,我们再把 G 进一步分解 :

G = 〈a
3
〉�〈a

2
〉�〈b〉 .

G 就表成了循环 p-子群的直积 .G 还可以分解成 :

G = 〈a
3

b
2
〉�〈a

2
〉�〈a

3
b〉 .

这也是循环 p-子群的直积 .
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这两个例子说明同一个交换群可以用几种方法分解成循环

p-子群的直积 .但是我们可以看出在同一个群的不同分解式中 ,

直积因子的个数和阶都是一样的 .所谓表法的唯一性就是指的这

个事实 .

因为在直积分解中可以交换直积因子的次序并且可以随意添

加或去掉括号 ,所以我们只要对交换 p-群来证明分解的唯一性 .

定理 5  设有限交换 p-群 G 用两种方法表成循环 p-群的

直积 :

G = A1 � A2 � ⋯ � Ar = B1 � B2 � ⋯ � Bs ,

那么必有 r = s,而且可以适当地排列 Bi 的次序使得 B i 与 A i ( i =

1 , 2 , ⋯ , r)有相同的阶 .

证明  我们对 G的阶作归纳法 , 当 | G| = p 时定理显然成立 .

用 Gp 表示 G 中满足 a
p

= e 的元素全体组成的子群 ; 用 G
p
表

示 G 中形如 b
p

( b∈ G)的全体元素组成的子群 .

用 ai 表示 A i ( i = 1 , 2 , ⋯ , r) 的一个生成元 , 那么 a1 , a2 , ⋯ , ar

是 G 的一组基 .设 ai 的阶是 p
e

i ( i = 1 , 2 , ⋯ , r) ,并设 (必要时可调

动 A i 的次序 )

e1 ≥ e2 ≥ ⋯ ≥ er ≥ 1 ,

于是 a
p e1 - 1

1 , a
p e2 - 1

2 , ⋯ , a
per - 1

r 是 Gp 的一组基 , Gp 的阶为 p
r

.如果

e1 = ⋯ er = 1 ,那么 G
p

= { e} ,否则如果

e1 ≥ e2 ≥ ⋯ ≥ em > em+ 1 = ⋯ = er = 1  (1 ≤ m ≤ r) ,

那么 ap
1 , ap

2 ,⋯ , ap
m 就是 Gp 的一组基 .

Bi 的生成元 bi ( i = 1 , 2 , ⋯ , s) 给出 G 的另一组基 b1 , b2 , ⋯ ,

bs .设 bi 的阶是 p f
i 并调动 B i 的次序使 f 1 ≥ f2 ≥⋯≥ fr = 1 .如上

可知 Gp 的阶等于 p
s
, 所以必有 r = s .如果 G

p
= { e} , 那么必有
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f 1 = f 2 = ⋯ = f s = 1 .定理得证 .如果 Gp ≠ { e} , 那么设

f1 ≥ f2 ≥ ⋯ ≥ f m′ > f m′+ 1 = ⋯ = f r = 1  ( 1 ≤ m′≤ r) ,

则 bp
1 , bp

2 , ⋯ , bp
m′是 G p 的另一组基 , Gp 有两种方法表成循环子群

的直积 :

Gp = 〈ap
1〉�〈ap

2〉� ⋯ �〈ap
m〉

= 〈b
p
1〉�〈b

p
2〉� ⋯ �〈b

p
m′〉 .

因为 G
p
的阶小于 G 的阶 , 对 G

p
应用归纳法假设可得 m = m′, 而

且〈ap
i〉与〈bp

i〉( i = 1 , 2 , ⋯ , m) 有相同的阶 , 因此 ai 与 bi ( i = 1 ,

2 , ⋯ , s)也有相同的阶 , 即 A i 与 B i ( i = 1 , 2 , ⋯ , s)有相同的阶 .x

由此可得出关于有限交换群的基本定理 .

定理 6  有限交换群可以唯一地表成循环 p-群的直积 .

定理 6 也说明了有限交换群的由阶为素数幂的元素组成的基

中元素的个数及其阶的唯一性 ,由此引入下述概念 .

定义 6  如果有限交换群 G 可以表成循环 p-群 G1 , G2 , ⋯ , Gs

的直积 , Gi 的阶为 ni ( i = 1 , 2 , ⋯ , s) , 则 n1 , n2 , ⋯ , ns 称为 G 的型

不变量 ,也称 G 为 ( n1 , n2 , ⋯ , ns )型群 .如果 G 的型不变量都是素

数 ,那么 G 称为初等交换群 .

推论  两个有限交换群同构的充分必要条件是它们的型不变

量相同 .

例 3  例 1 中 G 的型不变量是 2 , 2 , 3 , 所以 G 是一个初等交

换群 .
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例 4  由置换 (α1 ,α2 ,α3 ,α4 ) , (β1 ,β2 ,β3 ) 生成的群是 12 阶交

换群 ,它的型不变量是 22 , 3 .这个群与上题中的 G 不同构 .

例 5  p4 阶交换群的型不变量有下述 5 种可能 :

p , p , p, p;  p
2

, p, p;  p
2

, p
2

;  p
3

, p;  p
4

.

所以 p
4
阶交换群在同构的意义下共有 5 个 .

下面来说明交换群的型不变量与其子群的不变量之间的

关系 .

定理 7  设 G 是一个交换 p-群 ,它的型不变量是 p
e
1 , p

e
2 , ⋯ ,

pe
s ( e1 ≥ e2 ≥⋯≥ es ≥1 ) ,则 G 有以 p f

1 , pf
2 ,⋯ , p f

t ( f1 ≥ f2 ≥⋯≥

f t≥1 )为型不变量的子群的必要充分条件是 t≤ s, 并且 f i ≤ ei ( i =

1 , 2 , ⋯ , t) .

证明  首先来证明 G 的子群 H 的型不变量 p f
1 , p f

2 , ⋯ , p f
i

( f1 ≥ f2 ≥⋯≥ f i ≥1) 满足定理中的条件 .

对 G的阶作归纳法 .当 | G| = p 时 ,结论显然是成立的 .

设 G的阶大于 p , 如果 G是初等交换群 , 那么 H 也是初等交

换群 ,此时

e1 = e2 = ⋯ = es = 1;  f1 = f2 = ⋯ = f t = 1 .

比较 G与 H 的阶即得 t≤ s .所以结论是成立的 .如果 G 不是初等

交换群 ,则 Gp 是 p s 阶初等交换群 , H p 是 p t 阶初等交换群 .所以

有 t≤ s .再设

e1 ≥ e2 ≥ ⋯ ≥ em > em + 1 = ⋯ = es = 1 ,

f1 ≥ f2 ≥ ⋯ ≥ f l > f l + 1 = ⋯ = f t = 1 .

于是 Gp 的型不变量是

p
e
1

- 1
, p

e
2

- 1
,⋯ , p

e
m

- 1

( e1 - 1 ≥ e2 - 1 ≥ ⋯ ≥ em - 1 ≥ 1 ) ,
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H p 的型不变量是

p
f
1

- 1
, p

f
2

- 1
,⋯ , p

f
l

- 1

( f1 - 1 ≥ f2 - 1 ≥ ⋯ ≥ f l - 1 ≥ 1 ) .

因为 H
p
是 G

p
的子群而且 G

p
的阶小于 G 的阶 , 故由归纳法假

设 ,有

l ≤ m; f i - 1 ≤ ei - 1 ,  i = 1 , 2 , ⋯ , l .

又因

f l+ 1 = ⋯ = f t = 1 ,

所以

f i ≤ ei ,  i = l + 1 , ⋯ , t .

因此有

f i ≤ ei ,  i = 1 , 2 ,⋯ , t .

  再证如果 f1 , f2 , ⋯ , f t 满足定理中的不等式 , 一定存在以

p
f
1 , p

f
2 ,⋯ , p

f
t 为型不变量的子群 .设 a1 , a2 , ⋯ , as 是 G 的一组

基 ,它们的阶依次为 pe
1 , pe

2 ,⋯ , pe
s .令

bi = a
p
i

e
i

- f
i ,  i = 1 , 2 , ⋯ , t,

则 bi 的阶为 p
f

i ( i = 1 , 2 , ⋯ , t) .

H = 〈b1〉�〈b2〉� ⋯ �〈bt〉

就是 G的一个以 p
f
1 , p

f
2 , ⋯ , p

f
t 为型不变量的子群 .x

定理 7 可以推广到更一般的情形 :设交换群 G 的型不变量是

p
e
11

1 ,⋯ , p
e
1 s11 , p

e
21

1 ,⋯ , p
e
2 s22 , ⋯ , p

e
u1

u , ⋯ , p
e
us uu ,

其中

si > 0 ; ei1 ≥ ei2 ≥ ⋯ ≥ eis
i
 ( i = 1 ,2 ,⋯ , u) ,

则 G有以

pf
111 ,⋯ , p f

1t11 , pf
212 ,⋯ , p f

2t22 ,⋯ , p f
u1u , ⋯ , pf

ut uu ,

(其中 ti≥0 ; f i1 ≥ f i2 ≥⋯≥ f it
i
, i = 1 , 2 , ⋯ , u)

为不变量的子群的充分必要条件是
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ti ≤ si , 并且 f i j ≤ ei j  ( i = 1 , 2 , ⋯ , u; j = 1 , 2 , ⋯ , ti ) .

  由此可以看出 , 如果 G 是一个 n 阶交换群 , 那么对于 n 的任

一个正因子 m , G都有 m 阶子群 , 这个结论当 G 非交换时是不成

立的 .

最后 ,我们来证明循环群的一个重要性质 , 我们知道 , 如果 G

是一个 n 阶循环群 , 那么对于 n 的任一个正因数 m , G都恰有一个

m 阶子群 .特别的 , 对 n的素因数 p , G恰有一个 p 阶子群 .这个性

质也是一个交换群为循环群的充分条件 .即有下面的定理 .

定理 8  设 G 是一个交换 p-群 , 如果 G 只有一个 p 阶子群 ,

那么 G是一个循环群 .

证明  设 G的型不变量为 p
e
1 , p

e
2 ,⋯ , p

e
s ,则 G 有一组基 a1 ,

a2 , ⋯ , as ,其中 ai 的阶为 p
e

i ( i = 1 , 2 , ⋯ , s) .

如果 s > 1 ,令

H1 = 〈ape1 - 1

1 〉, H2 = 〈ap e2 - 1

2 〉,

则 H1 与 H2 是 G 的两个不同的 p 阶子群 , 与假设矛盾 .因此 s =

1 , G 是循环群 .x

这个结论可以推广到一般交换群的情形 (参考习题 13) .

这个结论对非交换群是不成立的 .例如 , 四元数群只有一个 2

阶子群 ,但是它不是交换群 , 当然更不可能为循环群 .

习   题

1 . 设 G = G1 �G2 , A1 G1 , A2 G2 .求证 :

A1 � A2 G .

  2 . 设 G = G1 �G2 , H = H1 � H2 并且
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G1 ǖ G2 , H1 ǖ H2 .

求证 : Gǖ H .

3 . G = A� B .已知 | A | 与 | B | 互素 , 求证 A 与 B 都是 G 的特

征子群 .

4 . 证明 : G� H) p = Gp � H p ;

( G� H)
p

= G
p
� H

p
.

5 . 证明 : ( A� B)′= A′� B′.

6 . G 是一个交换 p 群 , i 是一个正整数 .令

pi ( G) = { a∈ G | a
p i

= 1} ,

p
i
( G) = { a

p i

| a∈ G} .

证明 :

(1 ) pi ( G)及 pi ( G)都是 G 的子群 ;

(2 ) G/ pi ( G)ǖ pi ( G) ;

(3 ) G/ pi ( G)ǖ pi ( G) .

7 . pi ( G)的定义如上题 .再设

| pi ( G)∶ pi - 1 ( G) | = pn
i .

求证 ni ≥ ni + 1 ( i = 1 ,2 ,⋯ ) .

8 . 设 G 是由 (α1 ,α2 ,α3 ,α4 ,α5 ,α6 ) , (α7 ,α8 ) 生成的 8 次置

换群 .

(1 ) 求 G 的两组基 .

(2 ) 将 G 表成循环 p-群的直积 .

9 . 已知交换 p 群 G 的型不变量为 p3 , p2 .问 G 有多少个 p 阶

子群 ,多少个 p2 阶子群 ,多少个 p2 阶循环子群 ?

10 . 证明 : 交换 p 群可以由它的全部最高阶元素生成 .

11 . G 是一个 p 群 ,它的型不变量是 p, p
n - 1

; m 是一个小于 n

的正整数 .证明 :

(1 ) G 共有 p + 1 个 p
m
阶子群 .

(2 ) 当 m = 1 时 , G 共有 p + 1 个 p
m
阶循环子群 ; 当 m > 1 时 ,
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G 共有 p 个 pm 阶循环群 .

12 . G 是一个有限交换群 .证明 G 有一组基 a1 , a2 , ⋯ , as , 它

们的阶 n1 , n2 , ⋯ , ns 满足

ni | ni+ 1 ,  i = 1 , 2 , ⋯ , s .

  13 . G 是一个交换群 .如果对 | G | 的每个素因数 p , G 都恰有

一个 p 阶子群 , 那么 G 是一个循环群 .

14 . G 是一个 p 群 ,如果 G的指数为 p 的子群只有一个 , 那么

G 是一个循环群 .

15 . 把上题中的结论推广到一般有限交换群的情形并加以

证明 .

16 . 证明 : pn 阶交换群的自同构群的阶可被 pn - 1 整除 .

17 . G 是一个 p
n
阶循环群 ,求 Aut ( G)的阶 .

18 . 定出 180 阶交换群的所有可能的型 .

19 . 证明 : 如果交换群 G 有 m , n 阶元素 , 则 G 有 [ m, n]阶元

素 ( [ m, n]表示 m 与 n 的最小公倍数 ) .

20 . 证明 : 有限交换群 G是循环群的充分必要条件是 G 的阶

等于 G 中一切元素的阶的最小公倍数 .
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第 5 章  Sylow 定理

我们知道 , n 阶群的子群的阶一定是 n 的一个因数 , 而且 , 对

于 n阶交换群来说 , 如果 m 是 n 的一个正因数 , 那么 G 一定有 m

阶子群 .但是这个结论对于非交换群是不成立的 .例如 4 元交错群

An 的阶等于 12 , 我们已知 An 有阶为 1 , 2 , 3 , 4 及 12 的子群 ,但是

An 没有 6 阶子群 .

然而 ,如果 n 的因数 m 是一个素数的方幂 , 那么 n 阶群 G 一

定有 m 阶子群 .特别地 , G 一定有 Sylow p-子群 .

这一章的内容主要是证明 G 的 p -子群的存在 , 讨论 Sylow

p -子群的个数及其共轭性 , 并且讨论 G 可以表成 Sylow p -子群

的直积的条件 ,最后讨论了有限 p -群的构造并介绍了一些特殊

p -群 .

5 .1  Sylow定理

定理1 (第一Sylow 定理 )  设群 G的阶为 n = pαm , 其中 p 是

一个素数 ,α≥1 , ( p , m) = 1 .则 G 有 p i ( i = 1 , 2 , ⋯ ,α)阶子群 .特别

地 , G 有 Sylow p-子群 .

证明  对 G 的阶作归纳法 .如果 n = p ,结论显然成立 .设结论

对于阶小于 n的群成立 .

用 Z 表示 G 的中心 ,并设 Z 的阶为 z .如果 p | z , 那么 Z 中一

定有一个 p 阶元素 a .于是〈a〉是 G 的一个 p 阶正规子群 .G 关于

〈a〉的商群 G/〈a〉的阶为 p
α- 1

m, 小于 n .由归纳法假设 , G/ 〈a〉有



pi ( i = 1 , 2 , ⋯ ,α- 1) 阶子群 Pi/ 〈a〉 .因此 , Pi 是 G 的 pi + 1 ( i = 1 ,

2 , ⋯ ,α- 1 )阶子群 .

如果 p z .考虑 G 的共轭元素类 .设 G 的非中心元素分成 s

个类 ,它们的元素数分别是 h1 , h2 ,⋯ , hs , 那么

n = z + ∑
s

i = 1

hi .

因为 p | n, p z, 所以一定有一个 ht (1≤ t≤ s) 不能为 p 整除 .设 b

是这个共轭类中的一个元素 , 用 N 表示 b 在 G 内的中心化子 , 那

么 N 的指数为

| G∶ N | = hk > 1 ,

并且 p
α

| | N | .因为 | N | < n, 故由归纳法假设 N 有 p
i
( i = 1 , 2 , ⋯ ,

α)阶子群 P i .Pi 也是 G 的 p
i
( i = 1 , 2 , ⋯ ,α) 阶子群 .x

由定理 1 可以得到下述重要结论 .

推论  如果素数 p 能整除有限群 G 的阶 , 那么 G 中一定有 p

阶元素 .

定理 2 (第二 Sylow 定理 )  G 的 Sylow p-子群都是共轭的 .

G 的 Sylow p-子群的个数可以表成 1 + kp, 而且是 G 的阶 n 的一

个因数 .

证明  设 P, P1 , P2 , ⋯ , Pr 是 G 的全部 Sylow p -子群 .因为

Sylow p-子群的共轭子群一定也是 Sylow p-子群 , 所以对于 G 的

任一个元素 a, 可以定义一个 r + 1 元置换σa :

σa =
P P1 ⋯ Pr

a
- 1

Pa a
- 1

P1 a ⋯ a
- 1

Pr a
·
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令

SP = {σa | a∈ P} ,

SP 是 P 的一个同态象 , 因此也是一个 p -群 .

如果 Pt (1≤ t≤ r)在 SP 下不变 ,那么对任一 a∈ P, 都有 aPt =

P t a , 因此 P Pt 是 G 的一个 p -子群 .由于 P, Pt 都是 Sylow p-子

群 ,必有 P P t = P = P t ,这是不可能的 , 因此 P 是 S P 的唯一的不动

点 ,其他 r 个 P i ( i = 1 , 2 ,⋯ , r)分别属于 SP 的一些传递集 .每个传

递集中子群的个数都是 | SP |的因数 , 而且不等于 1 , 因为 | SP |是一

个 p 幂 , 所以 r 是 p 的一个倍数 .G 的 Sylow p-子群的总数可以

表成 1 + kp .

设与 P 共轭的子群共有 s 个 , 可以同前面一样地证明 s≡

1( mod p) .如果 G 还有另一个共轭 Sylow p -子群类 , 其中包含 s1

个子群 ,那么这 s1 个子群可以分成 SP 的一些传递集 , 因此 p | s1 .

但是和 s 一样 , s1 ≡1 ( mod p) .这是一个矛盾 .所以 G 只能有一个

共轭 Sylow p -子群类 ,即 G 的所有的 Sylow p -子群都是共轭的 .

因为所有 Sylow p -子群组成一个共轭类 , 所以它们的总数

1 + kp一定是 n 的一个因数 .x

推论  设 P 是 G 的一个 Sylow p -子群 .则 :

(1 ) P 是 G 的正规子群的充分必要条件是 P 是 G 的唯一的

Sylow p-子群 ;

(2 ) P 是 N G ( P)的唯一的 Sylow p-子群 .

定理 3 (第三 Sylow 定理 )  G 的任一个 p -子群 A 都包含在

一个 Sylow p -子群中 .

证明  仍用σa 表示定理 2 的证明中所定义的 r + 1 元置换 .

令
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SA = {σa | a∈ A} ,

那么 G的 Sylow p -子群 P = P0 , P1 , ⋯ , Pr 分成 S A 的一些传递

集 .这些传递集中包含的 Sylow p-子群的个数或者是 1 , 或者是 p

的一个不等于 1 的方幂 .但是因为 r≡1( mod p) , 所以至少有一个

传递集只包含一个 Sylow p-子群 ,设为 Pl ( 0≤ l≤ r) .于是对 A 中

任一个元素 a, 都有

a- 1 P l a = Pl .

于是 A Pl 是一个 p -群 , 比较 Pl 及 A P l 的阶 , 即得

AP l = P l .

因此 A ≤ Pl .x

在进一步讨论 Sylow 子群的其他性质以前 , 我们先来举例说

明 Sylow 定理的一些应用 .

例1  如果 G 的阶为 2 n, n是一个奇数 , 那么 G 一定有指数为

2 的正规子群 .

证明  用 RG 表示 G 的右正则表示 , RG 是 G 的一个同构象 .

根据定理 1 的推论 , G 中包含一个 2 阶元素 a .a在右正则表示下

的象σa 是一个 2 阶正则置换 , 因此是 n 个不相交的对换的乘积 ,

所以σa 是一个奇置换 .于是 RG 中全部偶置换组成 RG 的一个指数

为 2 的正规子群 R+
G .因为 G 与 RG 是同构的 , 所以 G 也有指数为

2 的正规子群 .x

这个例子说明阶为 2 n( n 为奇数 )的群不可能是单群 .

例 2  证明 455 阶群一定是循环群 .
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证明  设 G是一个 455 阶群 .因为 455 = 5×7×13 , 所以由定

理 1 , G 有阶为 13 , 7 及 5 的元素 .又由定理 2 , 知 G 的 Sylow 13-子

群及 Sylow 7-子群都只有一个 , 设为 P1 3 及 P7 , 那么 P1 3 P7 是 G

的一个 91 阶正规子群 .考虑 G 的 Sylow 5-子群 , 由定理 2 , Sylow

5-子群的个数为 1 或 91 .如果 G 有 91 个 Sylow 5-子群 , 那么 G 共

有 91×4 = 364 个 5 阶元素 .而 P13 P7 中包含 91 个阶与 5 互素的

元素 .这两种元素共有 455 个 , 就是 G 的全部元素 .任取一个

Sylow 5-子群 P5 ,则 p = P7 P5 是 G 的一个 35 阶子群 .因为

P5 � P , P7 � P, P5 ∩ P7 = { e} ,

所以

P = P5 � P7 .

因此 P 是一个 35 阶循环群 .G 包含一个 35 阶元素 , 这个元素不在

前面所列的 455 个元素中 ,这是不可能的 .所以 G 只有一个 Sylow

5-子群 P5 .于是

G = P13 � P7 � P5 ,

G 是一个 455 阶循环群 .x

例 3  60 阶单群都与 A5 同构 .因此在同构的意义下 , 60 阶单

群只有一个 .

证明  设 G是一个 60 阶单群 .由于 G 是单群 , 故 G 的非单位

同态象都一定是同构象 .因此 G 对任一真子群的陪集置换表示也

一定与 G 同构 .所以我们只要证明 G 有指数为 5 的子群 .

因为 60 > 4 !, 所以 G 不可能与 S4 的子群同构 , 所以 G 没有指

数小于 5 的子群 .

考虑 G的 Sylow 子群 .因为对同一个素数 p , G 的 Sylow p -

子群组成一个共轭子群类 , 类中子群的总数等于此共轭类中任一

子群的正规化子的指数 .所以对于 | G | 的任一素因数 p, G 的
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Sylow p-子群的个数都不能少于 5 个 .

因为 60 = 2
2
×3×5 ,故由上述分析知 G 的 Sylow 5-子群共有

6 个 .G共有 24 个 5 阶元素 .

G 的 Sylow 2-子群只能是 5 个或 15 个 (已知不可能是 3 个 ) .

如果 G 有 5 个 Sylow 2-子群 , 那么 G 的 Sylow 2-子群的正规化子

就是 G的指数为 5 的子群 .如果 G 有 15 个 Sylow 2-子群 .假如 G

的任两个 Sylow 2-子群之交都是单位子群 , 那么 G 将有 45 个 2-

元素 .但是 G 已有 24 个 5-元素 , 所以这是不可能的 .因此 G 一定

有两个 Sylow 2-子群 P1 , P2 ,它们的交是一个 2 阶子群 A .因为 4

阶群都是交换群 ,所以

P1 , P2 ≤ ZG ( A) < G .

因此 ZG ( A) 的阶是 4 的倍数且大于 4 .但是 ZG ( A)的指数不能为

3 , 故 ZG ( A)的指数为 5 .

以上证明了 G有指数为 5 的子群 , 设为 H .G 对 H 的陪集置

换表示 S G/ H ≤ S5 .因为 S5 只有一个 60 阶子群 , 即 A5 , 所以 Gǖ

SG/ H ǖ S5 .x

定理 4  如果 G≥ H ≥ NG ( P) ≥ P, 其中 P 是 G 的一个

Sylow 子群 ,那么 H 在 G 中的正规化子就等于 H ,即

H = NG ( H) .

证明  设 G中元素 a 使 a
- 1

H a= H , 来证 a∈ H .

从 a- 1 H a= H 可推出 a - 1 P a≤ H .因为 a - 1 Pa 也是 H 的一

个 Sylow 子群 ,与 P 共轭 , 因此存在 b∈ H 使 b
- 1

( a
- 1

Ha) b = P .

从而 ab∈ NG ( P) ≤ H .所以 a∈ H .x

当 H = NG ( P ) 时 , 可知 P 的正规化子等于它自己的正规

化子 .
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定理 5  如果有限群 G 的 p -子群 A 不是 G 的 Sylow p -子

群 ,那么 A 的正规化子不等于 A 自己 .

证明  如果 p | G∶ NG ( A) | ,那么由 p | | G∶ A | ,即得

NG ( A) ≠ A .

  如果 p | | G∶ NG ( A) | , 设 | G∶ NG ( A ) | = p l , 并设 A = A1 ,

A2 ,⋯ , Ap l 是与 A 共轭的全部子群 .对 a∈ A, 作置换

τa =
A1 A2 ⋯ Ap l

a- 1 A1 a a - 1 A2 a ⋯ a- 1 Ap l a
.

令 SA = {τa | a∈ A} , SA 是{ A1 , A2 , ⋯ , Ap l }上的一个置换群 , A 是

S A 的一个不动点 . A 的 p l 个共轭子群 A1 , A2 , ⋯ , Ap l 分成 S A 的

一些传递集 ,每个传递集中子群的个数等于 1 或 p 的方幂 ( > 1 ) .

因此至少有 p 个 A i 在 S A 下保持不变 , 设 A2 是其中的一个 ,那么

对任一 a∈ A , 都有 a - 1 A2 a = A2 , 于是 A1 ≤ NG ( A2 ) .由此得

NG ( A2 ) > A2 .由于 A1 与 A2 共轭 , 故有 NG ( A1 ) > A1 .x

从定理 5 的证明可看出 , p | | NG ( A1 )∶ A1 | .因此有下述一些

推论 .

推论 1  如果群 G的阶等于 p
α

m , 其中α≥1 , ( p, m) = 1 , 则 G

的每个 p
i
( 1≤ i <α)阶子群都是某个 p

i + 1
阶子群的正规子群 .

推论 2  设 P 是一个 p
α
阶 p -群 , 则 P 的极大子群一定都是

pα- 1 阶群 , 并且都是正规子群 .

推论 3  p 群的真子群的正规化子不能等于它自己 .

下面来讨论群 G表成其 Sylow 子群的直积的条件 .如果
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G = P1 � P2 � ⋯ � Ps

是其 Sylow 子群的直积 ,那么有 P i G( i = 1 , 2 , ⋯ , s) .如果 G 的

每个 Sylow 子群都是正规子群 .设 Pi 是 G 的 Sylow pi-子群 ( i =

1 , 2 , ⋯ , s) .则因当 i≠ j 时 , Pi 的阶与 P j 的阶互素 , 故 Pi 中元素

与 P j 元素可交换 .又由定理 3 知 P i 包含了 G 的全部 p i-元素 ( i =

1 , 2 , ⋯ , s) , 因此 G = P1 � P2 �⋯� Ps .这样就得到下面的定理 .

定理 6  有限群 G 是其 Sylow 子群的直积的充分必要条件是

G 的 Sylow 子群都是正规子群 .

我们还可证明如下的定理 .

定理 7  有限群 G 是其 Sylow 子群的直积的充分必要条件是

G 没有真子群等于它自己的正规化子 .

证明  设 G没有真子群等于它自己的正规化子 .然而根据定

理 4 , G的 Sylow 子群 P 的正规化子 N G ( P)等于它自己的正规化

子 .因此必须有 NG ( P) = G, 故 P G .所以由定理 6 , G 是 Sylow

子群的直积 .

现在设 G = P1 � P2 �⋯� Ps , 其中 P i ( i = 1 , 2 , ⋯ , s) 是 G 的

Sylow pi-子群 ,则 P i 是 G 的唯一的 p i-子群 .G 的 pi-元素都在 P i

中 , i = 1 , 2 , ⋯ , s .设 H 是 G 的一个真子群 , 任取 g∈G .由 4.3 节

的引理知 g 可表成

g = g1 g2 ⋯ gs ,  gi ∈ Pi  ( i = 1 , 2 , ⋯ , s) ,

而且 gi 都是 g 的方幂 ,所以 gi∈ H .令

H i = H ∩ P i ,  i = 1 , 2 , ⋯ , s,

则有

H = H1 � H2 � ⋯ � Hs .
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  因为 H 是 G 的真子群 , 所以一定有一个 Hr ( 1≤ r≤ s) 是 Pr

的真子群 .用 N 表示 H r 在 P r 中的正规化子 , 那么 N > H i , 并且

H� H1 � ⋯ � Hr - 1 � N � Hr + 1 � ⋯ � Hs .

这说明 H 的正规化子不能等于 H , 定理证毕 .x

最后来证明关于 Sylow 子群的一个定理 , 这个定理说明

Sylow 子群在有限群研究中的重要性 .

定理 8  设 N 是 G 的一个正规子群 , P 是 N 的一个 Sylow

p -子群 ,则 G = NG ( P) N .

证明  任取 G中一个元素 a .因为 N 是 G 的正规子群 , 所以

a- 1 Pa≤ N, a - 1 P a也是 N 的一个 Sylow p-子群 .故由第二 Sylow

定理 ,存在 N 中一个元素 b 使得 b
- 1

( a
- 1

Pa) b = P .于是 ab∈

NG ( P) , a∈ NG ( P) N .因此 G = NG ( P) N .x

5 .2  有限 p-群

上一节我们证明了有限群的 Sylow 子群的存在性 ,并且证明

了对同一个素数 p, G的 Sylow p-子群都是共轭的 , 因此都是同构

的 .如果 G 的阶 n = pl
11 p

l
2

2 ⋯ pl
ss , 其中 p1 , p2 , ⋯ , ps 是不同素数 :

l1 , l2 ,⋯ , ls 是正整数 .对每个 i( 1≤ i≤ s) 取定一个 Sylow pi-子群

P i ,这些 Pi ( i = 1 ,2 ,⋯ , s) 就生成群 G .因此讨论有限 p -群的构造

对研究有限群的构造很有用处 .在上一节中我们已经涉及有限 p -

群的一些结论 .这一节再介绍关于有限 p-群的一些基本结论 .

定理 9  有限 p -群 G(≠{ e} ) 的中心大于{ e} .
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证明  设 | G | = pm .将 G 分解成共轭元素类之并 :

G = C1 ∪ C2 ∪ ⋯ ∪ Ct ,  Ci ∩ Cj = �  ( i ≠ j ) ,

其中 C1 = { e} .设 Ci 中包含 hi 个元素 ( i = 1 , 2 , ⋯ , t) , 那么 hi 是

p
m
的一个因数 ,因此是 1 或是 p 的倍数 .但是

h1 + h2 + ⋯ + ht = p
m

,

式中 h1 = 1 ,所以至少还有另一个 hr = 1( 1 < r≤ t) .于是共轭类 Cr

由一个元素 a 组成 , a属于 G 的中心 ,所以 G 的中心大于{ e} .x

定理 10  p2 ( p 是素数 ) 阶群一定是交换群 .

证明  设 G 是一个 p
2
阶群 , 如果 G 中有一个 p

2
阶元素 , 那

么 G是一个循环群 .如果 G 不是循环群 , 那么 G 中非单位元素都

是 p 阶元素 .由定理 8 , Z( G) ≠ { e} , 取 a∈ Z ( G) , a≠ e, 再取 b|

〈a〉,那么 G = [ a, b] ,所以 G 是交换的 .x

定理 11  如果 p-群 P 只有一个指数为 p 的子群 ,那么 G 是

一个循环群 .

证明  设 | P | = p
n
, 对 n 作归纳法 .当 n = 1 时 , 结论显然

成立 .

设定理对阶为 ps ( s< n) 的群都成立 .用 Z 表示 G 的中心 , 如

果 | G∶ Z | = 1 ,则 G 是交换群 , 因此 , G 是循环群 , 而且 | G∶ Z | ≠

p .来证明 | G∶ Z | ≥ p2 也不可能 .如果 | G∶ Z | = p2 , 则 G/ Z 是

p n - 2 阶 p-群 .如果 H/ Z 是 G/ Z 的指数为 p 的子群 , 那么 H 是 G

的指数为 p 的子群 , 因此由假设 G/ Z 只有一个指数为 p 的子群 ,

由归纳法假设 , G/ Z 为循环群 , 所以 G 是一交换群 .与 | G∶ Z | =

p
2
相矛盾 ,所以只能有 | G∶ Z | = 1 , 定理证毕 .x
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5 .3  一些特殊 p-群

  这节介绍一些特殊 p-群的构造而不予证明 .

1  阶为 p, p2 , p3 的群

  (1 ) p阶群  

循环群〈a〉, a
p

= e .

(2 ) p2 阶群  

( i ) 循环群〈a〉, a
p2

= e .

( ii ) 初等交换群〈a, b〉, ap = e, bp = e, ba= a b .

(3 ) p3
阶群  

交换群

( i ) 〈a〉, a
p 3

= e .

( ii ) 〈a, b〉, a
p2

= e, b
p

= e, ba= a b .

( iii ) 〈a, b, c〉,

  ap = bp = cp = e, ba = ab , ca= ac, cb= bc .

非交换群 , p = 2

( iv) 二面体群〈a, b〉, a
4

= b
2

= e, ba = a
- 1

b .

( v) 四元数群〈a, b〉, a4 = e, b2 = a2 , ba= a - 1 b .

非交换群 , p≠2

( iv′) 〈a, b〉, a
p 2

= e, b
p

= e, b
- 1

ab = a
1 + p

.

( v′) 〈a, b, c〉,

  a
p

= b
p

= c
p

= e, ab = bac, ca= ac, cb = bc .
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2  包含指数为 p的循环子群的 pn 阶群

  交换群  

(1 ) n≥1

  循环群〈a〉, a
p n

= e .

(2 ) n≥2

  〈a, b〉, a
p n - 1

= e, b
p

= e, ba= ab .

  非交换群  

(3 ) p 为奇数 , n≥3

  〈a, b〉,  ap n - 1

= e,  bp = e,  ba= a1 + p n - 2

b .

(4 ) p = 2 , n≥3

广义四元数群〈a, b〉,

  a
2 n - 1

= e,  b
2

= a
2 n - 2

,  ba = a
- 1

b .

(5 ) p = 2 , n≥3

二面体群〈a, b〉,  a
2 n - 1

= e,  b
2

= e,  ba= a
- 1

b .

(6 ) p = 2 , n≥4

  〈a, b〉,  a
2 n - 1

= e,  b
2

= e,  ba= a
1 + 2 n - 2

b .

(7 ) p = 2 , n≥4

  〈a, b〉,  a
2 n - 1

= e,  b
2

= e,  ba= a
- 1 + 2 n - 2

b .

3  关于 p-群的其他结果

我们知道 , 只包含一个 p 阶子群的交换 p -群一定是循环群 ,

然而只包含一个 p 阶子群的非交换 p -群也是存在的 , 例如四元数

群就是一例 .我们把四元数群加以推广 , 得到所谓广义四元数群

Q4 n , 定义如下 : Q4 n 由元素 a , b 生成 : Q4 n =〈a, b〉, 而元素 a, b满足

下列关系 :

a
2 n

= 1 ,  b
2

= a
n
,  b

- 1
a b = a

- 1
,  n≥ 2 .

Q4 n 称为 4 n 阶广义四元数群 , 当 n = 2 时 , 就是四元数群 Q8 .我
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们有

定理 12  只包含一个 p 阶子群的 p -群或者是循环群 , 或者

是广义四元数群 .

我们曾证明过 ,只包含一个指数为 p 的子群的 p -群一定是循

环群 ,更一般地 , 有下面的结论 .

定理 13  设 1 < m < n, 则只包含一个 pm 阶子群的 pn 阶群一

定是循环群 .

习   题

1 . 设 H 是 G 的一个正规子群 , | G∶ H | 与 p 互素 , 证明 G 的

任一个 Sylow p -子群都包含在 H 中 .

2 . 设 K 是 G 的一个正规 p 子群 ,证明 K 包含于 G 的任一个

Sylow p-子群之中 .

3 . 证明 :阶为 p
2

q( p , q为相异素数 ) 的群一定不是单群 .

4 . H 是 G 的子群 , P 是 H 的 Sylow p-子群 , 证明 :存在 G 的

一个 Sylow p -子群 Q 使得

P = Q∩ H .

  5 . 设 G 包含一个指数为 p 的循环正规子群 , 证明 G 的任一

子群也都有指数为 p 的循环正规子群 .

6 . 问 :在 168 阶群中可能有多少个 7 阶元素 ?

7 . 证明恰有 5 个不同构的 12 阶群 .

8 . 证明 155 阶群一定是循环群 .

9 . 证明 546 阶群一定是循环群 .

10 . 证明 : 阶为 200 的群一定不是单群 .
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11 . 设 | G | = ps · n, ( p, n) = 1 .证明 : 如果 G 中恰有 p s 个 p

元素 ,则 G 不是单群 .

12 . N 是有限群 G 的一个正规子群 , P 是 G 的 Sylow p -子

群 .求证 : P∩ N 是 N 的 Sylow p-子群 .

13 . G, N , P 同上题 ,试证 : P N/ N 是 G/ N 的 Sylow p-子群 .

14 . 设 p 是非交换 p -群 , Z 是 P 的中心 ,则 | P∶ Z |≥2 .

15 . 设 A 是 p 群 P 的一个正规子群 , Z ( P) 是 P 的中心 .证

明 : A∩ Z( P)≠{ e} .

16 . 如果置换群 G 的阶可被素数 p 整除 , 则 G 中一定有一个

元素是不相交 p-轮换的乘积 .

17 . 设 p 是一个素数 , P 是Ω上置换群 G 的一个 Sylow p-子

群 ,α∈Ω, 证明 :如果 p
m

| |α
G

| , 则 p
m

| |α
P

| .

18 . P, G,α的假设同上题 , 如果 pm 是能整除 |αG | 的最高 p

幂 ,再设 Δ是 P 在α
G
在的最短传递集 ,则 |Δ| = p

m
.
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第 6 章  可  解  群

可解群是一类较常见的群 .特别在证明了奇数阶群的可解性

之后 ,可解群的构造在群论中更占有重要的地位 .可解群在其他学

科 ,特别在方程式论中也有重要的应用 .

这一章主要介绍可解群的定义和有限可解群的一些判别

条件。

在介绍可解群之前 ,先介绍次正规群列 , 正规群列 , 合成群列

等概念 .这些概念都是应用 一些子群来讨论大群的重要工具 .

最后一节介绍亚循环群、幂零群及超可解群的定义及有关

结论 .

6 .1  合 成 群 列

1  次正规群列及正规群列

  设 G是一个群 , H 是 G 的一个非平凡正规子群 :

G� H� { e} .

我们知道商群 G/ H 是 G 的一个同态象 , H 是 G 到 G/ H 的自然同

态的核 .因此 , H 与 G/ H 的构造可以部分地反映 G 的构造 .

如果 H 还有一个非平凡正规子群 F:

H� F� { e} ,

那么我们又可以利用 F 与商群 H/ F 来研究 H .这样继续下去 , 我

们可以利用 G的一系列子群及其商群来研究 G .这就是所谓次正

规群列的概念 .



定义 1  设 G 是一个群 , G0 , G1 , G2 , ⋯ , Gs 是 G 的一些子群 ,

满足

G = G0 G1 G2 ⋯ Gs = { e} . ( 1)

那么 (1 ) 称为 G 的一个次正规群列 , Gi ( i = 0 , 1 , ⋯ , s) 称为 G 的次

正规子群 .

如果每个 Gi ( i = 1 , 2 ,⋯ , s)都是 G 的正规子群 ,那么 ( 1 ) 称为

G 的一个正规群列 .

商群 G/ G1 , G1/ G2 , ⋯ , Gs - 1/ Gs 称为 ( 1) 的因子 .因子的个数 s

称为 (1 )的长度 .

例 1  对于 G 的任一个正规子群 H ,

G H { e}

总是一个正规群列 .

例 2  设 G = Q8 是四元数群 :

Q8 = 〈a, b〉,  a
4

= e,  a
2

= b
2
≠ e,  a b = b a

3
.

令

G1 = 〈a〉,  G2 = 〈a
2
〉,

则

G�G1 �G2 �{ e}

是 Q8 的一个正规群列 .

例 3  G = S4 .令

G1 = { e, ( 1 , 2) (3 ,4 ) , (1 ,3 ) ( 2 , 4) , ( 1 , 4) (2 ,3 ) } ,

G2 = { e, ( 1 , 2) (3 ,4 ) } ,

则

G�G1 �G2 �{ e}

是 G的一个次正规群列但不是正规群列 .
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  例 4  用 G( 1 ) = G′表示群 G 的换位子群 , G( 2 ) 表示 G( 1 ) 的换位

子群 ,⋯ , 用 G
( k + 1 )

表示 G
( k)

的换位子群 , 那么对于任意正整数 s,

可得

G = G
( 0 )

G
( 1 )

G
( 2 )

⋯ G
( s)

{ e}

是 G的一个正规群列 .

请读者自己证一下 G( k) G( k = 1 , 2 ,⋯ , s) .

在应用次正规群列来讨论群的构造时 , 这个群列的因子群起

着重要的作用 .因此我们需要下述定义 .

定义 2  设

G = G0 G1 G2 ⋯ Gs = { e} ( 2)

及

G = H0 H1 H2 ⋯ H t = { e} ( 3)

是群 G的两个次正规群列 .如果 s = t 而且可以在 ( 2) 与 ( 3 )的因子

之间建立一个一一对应 ,使得对应的因子是同构的 , 那么我们就说

(2 )与 ( 3) 是同构的 .

例 5  G 是 S6 的一个 18 阶子群 :

G = { e, ( 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6) , ( 1 , 3 , 5) (2 , 4 , 6 ) , (1 , 4 ) ( 2 , 5) (3 , 6 ) ,

( 1 , 5 , 3) (2 , 6 , 4 ) , (1 , 6 , 5 , 4 , 3 , 2 ) , (1 , 3 , 5 ) ,

( 1 , 2 , 5 , 6 , 3 , 4) , ( 1 , 5 , 3) (2 , 4 , 6 ) , (1 , 4 , 3 , 6 , 5 , 2 ) ,

( 2 , 6 , 4) , ( 1 , 6) (2 , 3 ) ( 4 , 5) , ( 1 , 5 , 3) ,

( 1 , 2) (3 , 4 ) ( 5 , 6) , ( 2 , 4 , 6) , ( 1 , 4 , 5 , 2 , 3 , 6) ,

( 1 , 3 , 5) (2 , 6 , 4 ) , (1 , 6 , 3 , 2 , 5 , 4 ) } .

G 的两个次正规群列

G�{ e, (1 , 3 , 5 ) ( 2 , 4 , 6) , ( 1 , 5 , 3) (2 , 6 , 4 ) , (1 , 3 , 5 ) ,

( 1 , 5 , 3) , ( 1 , 5 , 3) (2 ,4 ,6 ) , (2 ,6 ,4 ) , (2 ,4 ,6 ) ,
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( 1 , 3 , 5) (2 ,6 ,4 ) }

�{ e, (1 , 3 , 5 ) , (1 , 5 , 3 ) }� { e}

及

G�{ e, (1 , 5 , 3 ) ( 2 , 4 , 6) , ( 1 , 3 , 5) (2 , 6 , 4 ) , (1 , 4 ) ( 2 , 5) (3 , 6 ) ,

( 1 , 6) (2 ,3 ) ( 4 , 5) , ( 1 , 2) (3 ,4 ) ( 5 , 6) }

�{ e, (1 , 5 , 3 ) ( 2 , 4 , 6) , ( 1 , 3 , 5) (2 , 6 , 4 ) }� { e}

的长度都是 3 , 它们的因子的阶分别是 2 , 3 , 3 及 3 , 2 , 3 .因为阶为

素数的群都是循环群 ,而且同阶的循环群一定是同构的 , 所以可以

排列这两个次正规群列的因子 ,使得对应的因子同构 .这说明这两

个次正规群列是同构的 .

还可以看出这两个次正规群列中 ,第一个不是正规群列 , 而第

二个却是正规群列 .

显然 ,次正规群列的同构关系是一个等价关系 .

2  合成群列

为了能有效地应用次正规群列来研究一个群 , 我们希望这个

次正规群列的因子越简单越好 .从正规子群的角度来看 , 我们希望

这些因子都 是单群 .那么 , 如何从 G 的 一个正 规子群 H 来

判断 G/ H 是否是单群呢 ? 下述定理给出了一个条件 .

定理 1  商群 G/ H 是单群的充分必要条件是 H 是 G 的一个

极大正规子群 .

证明  如果 H 不是 G 的极大正规子群 , 那么 G 有一个正规

子群 F 使得

G� F� H .

于是 F/ H 是 G/ H 的一个非平凡正规子群 ,所以 G/ H 不是单群 .
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反之 ,如果 G/ H 不是单群 .设 F/ H 是 G/ H 的一个非平凡正

规子群 ,那么必有

G� F� H ,

所以 H 不是 G 的极大正规子群 .x

于是我们可以引入下面的定义 .

定义 3  如果在 G 的无重复次正规群列

G = G0 �G1 �⋯�Gs = { e} ( 4)

中 ,每个 Gi ( i = 1 ,2 ,⋯ , s) 都是 Gi - 1 的极大正规子群 ,那么 ( 4) 就称

为 G的一个合成群列 .合成群列的因子称为 G 的合成因子 .

在前面的一些例子中 ,例 2 中的正规群列是合成群列 ; 例 3 中

的正规群列则不是合成群列 ; 例 5 中的两个次正规群列都是合成

群列 ;而例 1 和例 4 则不一定 .

当然 ,从定理 1 可以看出 , 一个无重复的次正规群列是合成群

列的充要条件是每个因子都是单群 .

有限群总是有合成群列的 .而且 , 每个正规子群都可以作为某

个合成群列中的一项 ;每个无重复的次正规群列都可以作为某个

合成群列的一部分 .这个事实可以这样来说明 : 设

G = G0 �G1 � G2 �⋯� Gs = { e} ( 5)

是有限群 G 的一个无重复的次正规群列 .如果每个 Gi ( i = 1 ,

2 , ⋯ , s)都是 Gi - 1 的极大正规子群 , 那么 ( 5 )就是 G 的一个合成群

列 ;如果 Gl (1≤ l≤ s) 不是 Gl - 1 的极大正规子群 , 那么可以找到

Gl - 1 的一个正规子群 H 使得

Gl - 1 � H�Gl ,

于是可以将 H 添入 ( 5 )中 Gl - 1 与 Gl 之间而得到一个新的无重复

的次正规群列
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G�G0 �G1 �⋯�Gl - 1 � H�Gl �⋯�Gs = { e} . ( 6)

如果这还不是一个合成群列 , 那么还可以用同样的方法在这个次

正规群列中添加一项 ,这样继续下去 ,由于 G 的有限性 ,最后总可

得到一个合成群列 .

次正规群列 (6 )称为 ( 5) 的一个加密 .一般地 , 有下面的定义 .

定义 4  设

G = G0 G1 G2 ⋯ Gs = { e} ( 7)

及

G = H0 H1 H2 ⋯ H t = { e} ( 8)

是群 G的两个次正规群列 .如果 ( 7 ) 的各项都包含在 ( 8 ) 中 , 就称

(8 )是 ( 7) 的一个加密 .

显然 ,此时必有 t≥ s, 上面所说的事实用这个定义来说就是下

面的结论 .

定理 2  有限群的任一个无重复的次正规群列都可以加密成

一个合成群列 .

例如 ,例 3 中的次正规群列可以加密成一个合成群列

S4 � A4 � G1 �G2 �{ e} .

  值得注意的是 ,一个有限群可以有不止一个合成群列 .例如 ,

例 5 就给出同一个群的两个不同的合成群列 , 而且我们已经证明

过这两个合成群列是同构的 .读者可能在其他例子中遇到过同一

个群的不同的合成群列 , 它们也都是同构的 .于是不禁要问 : 这是

不是一个一般的规律呢 ? 下述定理给出了肯定的答案 .这个定理

是可以利用某个群的任一个合成群列来研究这个群的重要根据 .
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定理 3(Jordan-H�lder)  有限群 G的任两个合成群列都是同

构的 .

证明  我们对 G的阶作归纳法来证明定理 .

设

G = G0 �G1 � G2 �⋯� Gs = { e} ( 9)

及

G = H0 � H1 � H2 �⋯� H t = { e} (10)

是 G的两个合成群列 .

如果 G1 = H1 ,则

G1 �G2 �⋯�Gs = { e} ( 9′)

与

H1 � H2 �⋯� Ht = { e} (10′)

是 G1 的两个合成群列 .因为 G1 的阶小于 G 的阶 , 故由归纳法假

设知 (9′)与 ( 10′)是同构的 , 从而 (9 )与 ( 10 )也是同构的 .

如果 G1 ≠ H1 , 则因 G1 是 G 的一个极大子群 , 故 G = G1 H1 .

任取 G1 ∩ H1 = F1 的一个合成群列 :

G1 ∩ H1 = F1 � F2 �⋯� Fr = { e} .

作 G的次正规群列

G�G1 �G ∩ H1 � F2 �⋯� Fr = { e} (11)

及

G� H1 �G ∩ H1 � F2 �⋯� Fr = { e} . (12)

则因

G/ G1 ǖ H1 / G1 ∩ H1 ,  G/ H1 ǖ G/ G1 ∩ H1

都是单群 ,所以 ( 11 )与 ( 12 )都是 G 的合成群列 ,而且是同构的 .

又因 G1 , H1 的阶都比 G 的阶小 , 所以由归纳法假设知 ( 9′)

(10′) 分别与

G1 � G1 ∩ H1 � F2 �⋯� Fr = { e}
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及

H1 �G1 ∩ H1 � F2 �⋯� Fr = { e}

同构 .因此 ( 9) 与 (11) , ( 10 )与 ( 12 )分别同构 .由同构关系的传递性

知 (9 )与 ( 10 )同构 .定理证毕 .x

这个定理说明 :一个有限群的合成因子除次序外是唯一确定

的 (在同构的意义下 ) , 因此我们可以任取一个合成群列来进行

讨论 .

最后 ,我们给出定理 3 的一个推论 .

定理 4  有限群的任两个次正规群列都有同构的加密 .

证明  如果这两个次正规群列都是无重复的 , 那么只要将它

们加密到合成群列就可以应用定理 3 而得到结论 .在有重复的情

形 ,可以先将重复的项去掉而得到同构的加密 , 然后再在两个加密

群列中同时添上重复的项 .x

当然 ,在具体应用时 , 有时不必加密到合成群列 , 可以针对具

体的次正规群列来考虑 .

6 .2  可  解  群

我们在前面曾介绍过 , G 的换位子群 G′是 G 的一个正规子

群 ,其商群 G/ G′是一个交换群 , 用 G″表 G′的换位子群 , ⋯ , 用

G( k + 1 ) 表 G( k) 的换位子群 , 这样可以得到一系列子群

G G′ G″ ⋯ G
( k)

G
( k + 1 )

⋯ .

对于有限群来说 ,总有某个正整数 s使得

G
( s)

= G
( s + 1 )

= ⋯ .
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关于 G( s) 有两种可能 : 或者 G( s) = { e} , 或者 G( s) ≠{ e} .满足 G( s) =

{ e}的群称为可解群 .

定义 5  如果有正整数 s使得 G
( s)

= { e} , 那么 G称为可解群 .

例 1  交换群都是可解群 .

例 2  四元数群 Q8 是可解群 .

例 3  Sn 及 An ( n > 4) 都不是可解群 .

证明  已知当 n > 4 时 , Sn 只有一个非平凡正规子群 , 即 An ,

而 An 是一个单群 .

因为 Sn 的换位元素都是偶置换 , 所以 S′n ≠ Sn , 但是 Sn 不是

交换群 ,因此 S′n ≠{ e} .这两点说明 S′n 是 Sn 的非平凡正规子群 , 所

以 S′n = An .

An ( n > 4 )不是交换群 ,所以 An′≠{ e} .由 An 的单性 , 知 An′=

An .x

请读者自己验证一下 S3 及 S4 都是可解群 .

因为 ,对群 G 的子群 H , 总有 G( i ) ≥ H( i) , 所以可解群的子群

也是可解的 ,不但如此 , 可解群的商群也是可解的 .

定理 5  可解群的子群和商群都是可解的 .

证明  只要对商群来证明 .如果 H 是 G 的一个正规子群 , 那

么商群 Q = G/ H 是 G 的一个同态象 .因此 , Q( i) 是 G( i ) 的同态象 ,

于是从 G
( s)

= { e}可推出 Q
( s)

= { e} .x
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定理 6  可解单群一定是素数阶循环群 .

证明  由 G的可解性知 G′≠G, 再由 G的单性得 G′= { e} , 所

以 G是一个交换群 .我们已知交换的单群一定是素数阶循环群 .x

下面给出可解群的几个充分必要条件 .

定理 7  对于有限群 G,下面几个条件都是等价的 .

(1 ) G 是一个可解群 .

(2 ) G 有一个正规群列 , 其因子都是交换的 .

(3 ) G 有一个次正规群列 , 其因子都是交换的 .

(4 ) G 的合成因子都是素数阶循环群 .

证明  (1 )� ( 2 ) .当 G 可解时 , G 的换位子群列就是一个正

规群列 ,其因子都是交换的 .

(2 )� ( 3) .因为凡是正规群列一定是次正规群列 , 所以从 ( 2)

可推出 (3 ) .

(3 )� ( 4) .设

G = G0 G1 G2 ⋯ Gs = { e}

是 G的一个次正规群列 , 因子 Gi - 1/ Gi ( i = 1 , 2 , ⋯ , s)都是交换的 ,

来证明 G的合成因子都是素数阶循环群 .为了方便起见 , 可设这

个群列是无重复的 .

对 G的阶作归纳法 .

取 G的包含 G1 的一个极大正规子群 H1 , 则 G/ H1 是一个单

群 ,而且是交换的 , 所以 G/ H1 一定是一个素数阶循环群 .

H1 G1 � G2 �⋯�Gs = { e}

是 H1 的一个次正规群列 , 其因子都是交换的 , 因为 H1 的阶比 G

的阶小 ,故由归纳法假设 , H1 的合成因子都是素数阶循环群 .设
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H1 � H2 �⋯� Ht = { e}

是 H1 的一个合成群列 ,那么

G� H1 � H2 �⋯� H t = { e}

是 G的一个合成群列 , 所以 G 的合成因子也都是素数阶循环群 .

(4 )� ( 1) .设

G = G0 �G1 � G2 �⋯� Gs = { e}

是 G的一个合成群列 , 其因子都是素数阶循环群 ,因为 Gi + 1/ Gi 是

交换的 ,故必有

G1 ≥ G′, G2 ≥ G1′≥ G″, ⋯ , Gi ≥ G
( i )

, ⋯ , Gs ≥ G
( s)

.

现在 Gs = { e} , 所以 G
( s)

= { e} , G是可解的 .x

推论  如果群 G有一个可解正规子群 H , 使得商群 G/ H 是

可解的 ,那么 G 也是可解的 .

证明  如果

H� H1 �⋯� Hs - 1 �{ e}

及

G/ H�G1/ H�⋯�Gt - 1 / H� H/ H

分别是 H 及 G/ H 的次正规群列 ,它们的因子群都是交换的 , 那么

G�G1 �⋯�Gt - 1 � H� H1 �⋯� Hs - 1 �{ e}

就是 G的一个次正规群列 , 其因子也都是交换的 .x

根据第 5 章定理 5 推论 2 ,我们有下述结论 .

定理 8  有限 p 群是可解群 .

证明  设 G是一个 p
m
阶群 ,则 G 有一个次正规群列

G0 = G�G1 �G2 �⋯�Gm = { e} ,
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其中 Gi ( i = 1 , 2 ,⋯ , m)是 pm - i阶群 .于是 Gi - 1 / Gi ( i = 1 , 2 , ⋯ , m)

是 p 阶循环群 , 所以 G 是可解的 .x

下面的两个定理说明可解群是一类很广的有限群 .

定理 9(Burnside)  阶为 p
a
q

b
( p , q 为素数 , a, b 为自然数 ) 的

群一定是可解的 .

定理 10(Feit-Thompson)  奇数阶群是可解群 .

定理 9 通常称为 pa qb 定理 ,是 Burnside 首先应用群指标的理

论证明的 .近年来 , 虽然有一些纯群论的证明 ,但是都非常复杂 .我

们将在第 7 章介绍群指标以后予以证明 .至于定理 10 , Feit-

T hompson 两人原来的证明长达二百多页 , 虽经多次改进 , 其证明

仍可成为一本专著 ,远远超出了本书的范围 , 我们只是利用它来证

明下述定理 .

定理 11  设群 G 的阶 | G | = 2 n, n 是一个奇数 , 则 G 是可

解群 .

证明  已知 G 有一个指数为 2 的正规子群 H , 于是 H 的阶

为 n , 由定理 10 , H 是一个可解群 .G 对 H 的商群 G/ H 是一个 2

阶群 ,也是可解的 .根据定理 7 的推论 , G 是可解的 .x

应用定理 9 可以证明可解群的一个充分条件 .

定理 12  如果有限群 G 的所有极大子群的指数都是素数或

素数的平方 ,那么 G 是可解的 .
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  证明  对 G 的阶进行归纳法 , 设结论对阶比 | G | 小的群都

成立 .

设 p 是整除 | G | 的最大素数 , P 是 G 的一个 Sylow p -子群 .

用 N 表示 P 在 G 内的正规化子 .如果 N = G, 那么 P 是 G 的正规

子群 ,商群 G/ P 的极大子群的指数也是素数或素数的平方 .因为

G/ P 的阶比 G 的阶小 ,故由归纳法假设 , G/ P 是可解的 , P 是一个

p -群 ,故由定理 8 , P 是可解的 ,再应用定理 7 的推论 , 即可得 G 的

可解性 .

如果 N≠G, 设 H 是 G 的包含 N 的一个极大子群 , P 在 H 内

的正规化子也就是 N, 故由第二 Sylow 定理 , 得

| G∶ N | = 1 + k1 p, | H∶ N | = 1 + k2 p,

因此

| G∶ H | = 1 + kp .

由假设 , H 在 G 内的指数等于某个素数 q 或 q
2

.由 p 是 | G| 的最大

素因数 ,推出 | G∶ H | = q2 , 于是

kp = q
2

- 1 = ( q - 1) ( q + 1) .

由于 p > q,故必有 p = q + 1 .因此必须有 p = 3 , q = 2 .于是 | G | =

2
a
3

b
,由定理 9 ,知 G 是可解群 .x

最后我们介绍关于可解群的推广的 Sylow 定理 .我们以前证

明了 Sylow 定理 : 如果 G 的阶等于 pαn , p 是素数 , ( p, n) = 1 , 那么

G 一定有 p
α
阶子群 ,称为 Sylow p-子群 ; G 的 Sylow p-子群都是

共轭的 ; G 的 Sylow p-子群的个数 h 是 | G |的一个因数而且模 p

同余于 1 .对于可解群 , 这个结论可以推广 , 我们将关于可解群的

推广的 Sylow 定理叙述如下而不作证明 .

定理 13  设 G 是一个可解群 , G 的阶为 m n, ( m, n) = 1 ,则 :

(1 ) G 有 m 阶子群 ;
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(2 ) G 的 m 阶子群都是共轭的 ;

(3 ) G 的任一个阶为 m 的因数的群一定包含在 G 的某个 m

阶子群之中 ;

( 4) G 的 m 阶子群的个数 hm 可以表成一些因数之积 , 而使每

个因子满足 :

  (a ) 模 m 的某个素因子同余于 1 ,

  ( b ) 是一个素数的方幂 .

定理 13 中的第 ( 1) 点事实上也是可解群的一个特征性质 , 为

了叙述这一结论 ,要用到一个定义 : 如果 G 的阶为 p
α

n , ( n, p) = 1 ,

那么 G的 n 阶子群称为 G 的一个 p -补群 .

定理 14  如果对 | G|的每个素因子 p, G 都有 p -补群 ,那么 G

是一个可解群 .

6 .3  亚循环群、幂零群和超可解群

这一节介绍亚循环群、幂零群及超可解群的定义及它们的一

些重要性质 .

定义 6  如果群 G的导群 G′和商群 G/ G′都是循环群 , 则称 G

为亚循环群 .

如果 G是亚循环群 , 那么 G″= { e} , 所以 G 是可解的 .

定理15  如果有限群 G 的 Sylow 子群都是循环群 , 那么 G 一

定是亚循环群 , 并且 G 可以由两个元素 a , b 生成 , a, b 满足下述

关系 :
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am = e,  bn = e,  b- 1 ab = ar ,

m n = | G | ,  ( ( r - 1 ) n, m) = 1 ,  rn ≡ 1 ( mod m) .

反之 ,如果群 G由满足上述关系的元素 a , b生成 , 那么 G 的 Sylow

子群一定都是循环群 ,因之 G 是亚循环群 .

因为亚循环群一定是可解的 ,所以定理 15 给出可解群的一个

充分条件 .

推论  如果群 G 的 Sylow 子群都是循环群 , 那么 G 是可解

的 .特别地 , 如果群 G的阶是一些相异素数的乘积 , 那么 G 是可解

的 ,并且还是循环的 .

定义 7  设 G 是一个群 .

G = G0 G1 G2 ⋯ Gs = { e}

是 G的一个正规群列 .如果 Gi - 1/ Gi 包含在 G/ Gi 的中心内 ( i = 1 ,

2 , ⋯ , s) , 则称这个群列为 G 的一个中心群列 .具有中心群列的 ( 有

限 )群称为幂零群 .

因为上述定义中 Gi - 1/ Gi ( i = 1 , 2 , ⋯ , s) 都是交换的 , 所以幂

零群一定是可解群 .

定义 8  设 G 是一个群 ,规定子群 Gk ( G)如下 : G1 ( G) = G; 当

k > 1 时 , Gk ( G) = [ G, G, ⋯ , G
        

k个

] , 即 Gk ( G) 是由 [ g1 , g2 , ⋯ , gk ] =

[[ [ g1 , g2 ] , g3 ] ,⋯ , gk ] ( g1 , g2 , ⋯ , gk 是 G 中任意元素 ) 生成的子

群 ,则 Gk ( G)是 G 的全不变子群 ,且有

Gk + 1 ( G) Gk ( G) .

群列
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G = G1 ( G) ≥ G2 ( G) ≥ ⋯ ≥ Gk ( G) ≥ ⋯

称为 G的下中心群列 .

定义 9  设 G 是一个群 ,

Z0 = { e} ≤ Z1 ( G) ≤ Z2 ( G) ≤ ⋯ ≤ Zk ( G) ≤ ⋯

是 G的一个子群列 .如果 Zk + 1 ( G)/ Zk ( G)是 G/ Zk 的中心 , 则称此

群列为 G的上中心群列 .

如果

G = G0 G1 G2 ⋯ Gs = { e}

是 G的一个中心群列 , 那么

Gi ≥ Gi ( G) , i = 1 , 2 , ⋯ , s,

Gs - j ≤ Zj ( G) , j = 0 , 1 ,⋯ , s - 1 .

因此有下面的结论 .

定理16  如果 G 是一个幂零群 , 那么 G 的下中心群列终止于

{ e} ,上中心群列终止于 G .它们都是中心群列 , 而且有相同的长度

c = c( G) .G没有长度小于 c 的中心群列 .

定理 16 中的 c 称为幂零群 G 的幂零类 .

下面我们介绍幂零群的性质而不予证明 .

定理 17  幂零群的子群及商群都是幂零群 .

定理18  ( 1) 幂零群的每个真子群的正规化子都不能等于这

个子群 .

(2 ) 幂零群 G 的每个极大子群都是正规的 ,其指数为奇数 , 而

且包含 G的导群 .
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(3 ) 若 H 是幂零群 G 的子群且 G = G′H ,那么 H = G .

定理 19  有限 p-群是幂零群 .有限群 G 是幂零群当且仅当

G 可表成它的 Sylow 子群的直积 .

推论  有限群是幂零的当且仅当它的极大子群都是正规的 .

我们介绍群的一类幂零子群 .

定义 10  群 G 的所有极大子群之交称为 G 的 Frattini 子群 ,

记作 Φ( G) .

从定义 10 可以看出 Φ( G)是 G 的一个正规子群 .

定理 20  (1 ) 有限群的 F rat tini 子群是幂零的 .

(2 ) 有限群 G 是幂零群的充分必要条件是Φ( G)≥G′.

最后我们介绍超可解群的概念及有关结论 .

定义 11  如果群 G 有一个次正规群列

G = G0 G1 G2 ⋯ Gs = { e} ,

其中每个商群 Gi - 1/ Gi ( i = 1 , 2 , ⋯ , s) 都是循环群 , 则 G 叫做超可

解的 .

由定义可看出超可解群一定是可解的 .超可解群有下述一些

性质 .

定理 21  超可解群的子群和商群都是超可解群 .超可解群的
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导群是幂零 .

定理 22  有限群 G 是超可解群的充分必要条件是 G 的极大

子群的指数都是素数 .

习   题

1 . 找出 20 阶循环群的所有可能的合成群列 .

2 . 证明 S3 , S4 都是可解群 .

3 . 设 H 是 G 的一个同态象 , N 是 G 到 H 的某个同态映射的

核 ,证明 :

(1 ) 如果 G 是可解群 ,则 H 也是可解的 .

(2 ) 如果 H 是可解群 , 则当且仅当 N 可解时 G 是可解的 .

4 . 证明可解群的直积也是可解群 .

5 . 证明 p q( p, q是素数 )阶群是可解群 .

6 . 证明 p
2

q( p, q是不同素数 )阶群是可解群 .

7 . 证明 : 如果 G 的 Sylow 2-子群是循环群 , 那么 G 是可

解群 .

8 . 证明 : A�� G, B�� G→〈A, B〉�� G( A�� G 表示 A

是 G 的次正规子群 ) .

9 . 证明 :有限群 G 是幂零群的充分必要条件是 G 的子群都

是次正规的 .

10 . 设 a, b是有限幂零群 G 中的两个元素 .证明 :如果 a, b的

阶互素 ,那么 ab= ba .

11 . 设 M, N 都是群 G 的正规子群 .证明 : 如果 G/ M, G/ N 都

是幂零的 ,那么 G 也是幂零的 .

12 . 设 G 是有限交换群 , | G| = p
n

11 p
n

22 ⋯ p
n

rr ,其中 p1 ,⋯ , pr 是
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不 素数 ,那么 G 的合成群列的长等于 ∑
r

i = 1

ni .

13 . 设 Z( G)是 G的中心 , A≤ Z ( G) .试证 : 如果 G/ A 是幂零

群 ,则 G 也是幂零群 .

14 . 证明 : 非交换可解群 G的换位子群 G′不可能是 G 的直积

因子 .

15 . 证明 : 非交换幂零群 G的中心不能作为 G 的直积因子 .

16 . 证明 : 非交换群 G为 2 类幂零群的充要条件是

G′≤ Z( G) ( Z( G) 是 G 的中心 ) .

  17 . 设 G = G0 G1 G2 ⋯ Gl = 1 是 G 的一个中心群列 ,

H 是 G 的一个子群 .试证 : 如果 H≥ Gi (1≤ i≤ l) , 则 H 的正规化

子 N G ( H)≥Gi - 1 .

18 . 设 N G, H≤G, 且 N≤Φ( H) , 则 N≤Φ( G) .

19 . 证明从 N G 可推出Φ( H)≤Φ( G) .

20 . 设 G/ N 是超可解群 , N 是循环群 , 证明 G是超可解群 .
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第 7 章  有限群表示论初步

群 示论是群论的一个重要分支 , 也是研究群论的一个有力

工具 ,并有极其广泛的应用 , 它在理论和应用方面都有非常丰富的

内容 .我们在这一章只是简单地介绍有限群的线性表示的一些基

本概念、性质及结论 , 并且作为应用证明了 Burnside 定理及 pa qb

定理 .

7 .1  线  性  群

这一节介绍线性群 ,这是研究群的线性表示的基础 .

设 F 是一个域 , V 是 F 上一个有限维线性空间 .用 GL( V ) 表

示 V 的全部可逆线性变换构成的群 , 称为 V 上一般线性群 .所谓

V 上 ( 或 F)上一个线性群就是 GL ( V ) 的一个子群 .V 上线性群的

级数就是 V 的维数 .

设 V 是 F 上一个 n 维线性空间 .如果在 V 中取定了一组基 ,

那么 V 的每个可逆线性变换都可以表成一个 F 上的 n 阶可逆矩

阵 .而任一个 F 上的 n 阶可逆矩阵可以看成 V 的某个可逆线性变

换在这组基下的矩阵 ,并且不同的线性变换所对应的矩阵是不同

的 .因此 V 上一般线性群与全部 n 阶可逆矩阵构成的全线性群

GLn ( F)是同构的 ,而任一个 n 级线性群都可表成一个 n 阶可逆矩

阵群 .线性群和矩阵群除了形式不同外 , 本质上是一致的 ,因此 , 我

们以后谈到线性群时 , 就不再特别区分是线性变换群 , 还是矩阵

群 ,而根据所讨论的问题的需要 , 采取便于讨论的形式 .



定义 1  线性空间 V 上的一个线性群 G 称为可约的 , 如果 G

有一个非平凡的不变子空间 ; 否则为不可约的 .G 称为可分解的 ,

如果 V 可表成两个 G 的非零不变子空间的直和 ;否则称 G 为不可

分解的 .如果 V 可以分解成一些 G 的不可约不变子空间的直和 ,

则 G称为完全可约的 .

定义 2  V 上两个线性群 G 与 H 称为等价的 , 如果它们在

GL( V )中共轭 .

如果线性空间 V 上两个线性变换 G 与 H 是等价的 , 那么就有

V 的线性变换 X使得 X - 1 GX = H .于是 V 的子空间 W 是 G 的不

变子空间的充分必要条件是 : WX 是 H 的不变子空间 .因此 , 等价

的线性群同时是可约的、不可约的、可分解的、不可分解的或完全

可约的 .

对矩阵群来说 ,一个线性群 G 是可约的 , 就是可以找到一个

可逆矩阵 C,使得对 G 中每个矩阵 A , 都有

C - 1 AC =
A11 0

A12 A22

,

其中 A11 , A22 分别是 n1 , n2 阶可逆矩阵 ; A1 2 是一个 n2 × n1 矩阵 ;0

是 n1 × n2 零矩阵 .如果对每个 A∈G, A12 都是零矩阵 , 则 G 是可分

解的 .

例 1  V 是二维复空间

G =
1 0

n 1
, n = 0 , ± 1 , ± 2 ,⋯ .

G 是一个可约线性群 ,但不是可分解的 .
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  例 2  实线性群

G =
1 0

0 1
,

 0 1

- 1 0
,

- 1  0

 0 - 1
,

0 - 1

1  0

是不可约的 .

例 3  实线性群

G =

1 0 0

n 1 0

0 0 1

n = 0 , ± 1 , ± 2 , ⋯

是完全可约的 .

需要注意的是 ,一个线性群 G 是否可约与基域 F 有关 .例如 ,

例 2 中的 G作为实线性群是不可约的 , 然而作为复线性群 ,则与

H =
1 0

0 1
,

i  0

0 - i
,

- 1  0

 0 - 1
,

- i 0

 0 i

等价 ,因而是可约的 , 而且是可分解的、完全可约的 .

如果 G是 V 上一个可约线性群 , W 是它的一个不变真子空

间 .对于 G 中任一线性变换 G,用 G | W 表示 G 在 W 上诱导出来的

线性变换 ,那么 G | W 一定也是可逆的 : (G | W )
- 1

= G - 1
| W .令

G | W = {G | W :G ∈ G} ,

则 G| W 是 W 上一个线性群 ,称为 G 在 W 上诱导出来的线性群或

称 G 的一个成分 .有时候 , 在不致引起误解时 , 为了方便起见 , 仍

用 G来表示 G | W .

定理 1  (Maschke定理 )  设 G 是 F 上一个有限线性群 , 而

且 F 的特征除不尽 G 的阶 ,那么 , 如果 G是可约的 , 则一定是可分

解的 .
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证明  设 G是一个 n 级线性群 .因为 G 是可约的 , 因此可以

假设 G中矩阵都可表成

G =
G1 1 0

G2 1 G22

,

其中 G11 是 r( 0 < r < n) 阶可逆矩阵 ; G22 是 n - r 阶可逆矩阵 ; G21 是

一个 ( n - r)× r 矩阵 .

为了证明定理 ,需要找出一个 n 阶可逆矩阵 S 使得对 G 中任

一元素 G 都有

S- 1 G S =
G11 0

0 G2 2

,

即

G11 0

G21 G22

S = S
G11 0

0 G2 2

. ( 1)

令

S =
Ir

U In - r

,

其中 Ir , In - r 分别是 r , n - r阶单位矩阵 .则 ( 1)式要求对 G有

UG11 = G2 1 + G2 2 U .

任取 H∈G,记

HG=
( HG)11 0

( HG)21 ( HG)22

=
H11 0

H21 H22

G11 0

G21 G2 2

,

则有

( HG)11 = H11 G11 ,

( HG)22 = H22 G22 ,

( HG)21 = H21 G11 + H22 G2 1 .
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于是有

G2 1 = H- 1
2 2 [ ( HG)2 1 - H2 1 G11 ]

= G2 2 ( G- 1 H- 1
)22 ( HG)21 - H- 1

22 H21 G1 1 ) .

因为上式对 G中任意元素 H 都成立 ,故得

G21 = 1
| G|∑H∈ G

{G22 ( G- 1 H- 1 )22 ( HG)21 - H- 1
22 H21 G11 } .

令

U = -
1

| G| ∑H∈ G

H - 1
22 H21

= -
1

| G| ∑H∈ G

( G- 1 H- 1
) 22 ( HG)21 ,

则有

G21 = - G22 U + UG1 1 ,

即

UG11 = G2 1 + G2 2 U .

(1 )式成立 .定理得证 .x

定理中的 G 的有限性是不能省略的 , 这一点可以从例 1 看

出 .下面的例子说明定理中关于域 F 的特征的条件也是不可省

略的 .

例 4  设 F = F2 是 2 元素域 , F 上 2 级线性群

G =
1 0

0 1
,

1 0

1 1

是可约而不可分解的 .

反复应用定理 1 ,可以得到下述完全分解定理 .
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定理 2  如果 G 是 F 上一个有限线性群 , F 的特征不能整除

G 的阶 ,则 G 是完全可约的 .

下面来证明一个非常有用的结论 .

定理 3(Schur 引理 )  如果 G 与 H 是 F 上两个不可约线性

群 ,它们的级数分别是 m 与 n , A 是 F 上一个 m× n 矩阵 , 使得

GA = AH , 那么 ,下列两种情况之一成立 :

(1 ) A= 0;

(2 ) m = n, A 可逆 ,此时 A 与 H 等价 .

证明  设 G与 H 的作用空间分别是 V 与 W , 则 VA� W .对

H 中元素 h , 有 G 中元素 g 使得 VAh = V gA� VA , 所以 VA 是 H

的不变子空间 .由 H 的不可约性知 VA = 0 或 VA = W .如果 VA =

0, 则 A= 0 .如果 VA = W , 则 m≥ n .现在 kerA�V , 故有 ( kerA) gA

= ( kerA) Ah , 所以 ( kerA) g�kerA, kerA 是 G 的不变子空间 .由 G

的不可约性知 kerA= 0 或 kerA= V .因为 A≠0,所以 kerA= V , 故

有 kerA= 0 .此时 m = n, A可逆 , G 与 H 等价 .x

应用定理 3 可以证明下面的定理 .

定理 4  G 是复数域上一个不可约 n 级线性群 , 则 G 在 n 级

一般线性群内的中心化子 C 由全部 n 阶数量矩阵构成 .

证明  显然 , 数量矩阵均在 C 中 .反之 , 任取 C 中一个矩阵

A ,则对 G 中任一元素 g , 都有

gA = Ag ,

对任一复数 x, 都有
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g( A - xI) = ( A - xI ) g .

取 x0 使得

det[ A - x0 I] = 0 ,

则由 Schur 引理 , A - x0 I = 0 , A= x0 I ,即 A 为数量矩阵 .x

复数域的条件是必要的 ,可以从前面的例 2 看出 .

例 5  G 是由
 0 1

- 1 0
生成的线性群 :

G =
 0 1

- 1 0
,

- 1  0

 0 - 1
,

0 - 1

1  0
,

1 0

0 1
.

G 看成实数域上的线性群是不可约的 ,但是它是一个交换群 ,因此

G 包含在它在一般线性群内的中心化子 C 之中 , 而 G 中的元素不

全是数量矩阵 .

7.2  群的表示和特征标

本节中用 F 表示一个域 , V 是 F 上一个 n 维线性空间 .

GL( V )表示 V 的全体可逆线性变换构成的乘法群 , GLn ( F)表示 F

上全体 n阶可逆矩阵构成的乘法群 .

首先介绍群的表示及有关的一些概念 .

定义 3  设 G是一个群 , G 到 GL ( V ) 内的一个同态映射称为

G 的一个 (线性 ) 表示 , F 称为表示的基域 , V 称为表示空间 , V 的

维数称为表示的级 .

称群到 GLn ( F)内的一个同态映射为 G 的一个 (矩阵 )表示 , F

也称做表示的基域 ,而矩阵的阶 n 称做表示的级 .
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根 GL( V )与 GLn ( F) 的同构关系 , 可知线性表示与矩阵表

示在本质上也是一致的 .因此以后我们谈到群的表示时 , 就不再区

分是线性表示还是矩阵表示 .

定义 4  设ρ是 G 到 GL ( V ) 的一个表示 , 称同态ρ的核 kerρ

为表示ρ的核 , 则 kerρ是 G 的正规子群 .如果 kerρ= G, 则称ρ是

G 的平凡表示 .如果 kerρ= { e} , 则称ρ是 G 的一个忠实表示 .

设ρ是 G 的一个 n 级表示 ,对 G 中元素 G 用ρ( G) 表示 G在ρ

下的象 ,并用

ρ( G) = {ρ( G) | G∈ G}

表示 G在ρ下的象集合 , 则ρ( G)是 GL( V )的一个子群 .

定义 5  设ρ1 ,ρ2 是群 G的两个表示 , 如果ρ1 ( G) 与ρ2 ( G) 是

等价的 ,则称表示ρ1 ,ρ2 是等价的 .

等价的线性表示在适当选取表示空间的基以后 , 有相同的矩

阵形式 .因此 , 在讨论表示时 ,常把等价表示看作是同样的 .

定义 6  群 G 的表示ρ称为可约的、不可约的、可分解的、不

可分解的、完全可约的 .如果线性群 H =ρ( G) 是可约的、不可约

的、可分解的 , 不可分解的、完全可约的 .

下面介绍一些群的表示的例子 .

例 1  G = S3 是 3 次对称群 , G到 GL3 ( R ) 的映射ρ定义为 :
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e

1 0 0

0 1 0

0 0 1

= I3 ,

( 1 , 2)

0 1 0

1 0 0

0 0 1

,

( 1 , 3)

1 0 0

0 0 1

0 1 0

,

( 2 , 3)

0 0 1

0 1 0

1 0 0

,

( 1 , 2 , 3)

0 0 1

1 0 0

0 1 0

,

( 1 , 3 , 2)

0 1 0

0 0 1

1 0 0

.

可以验证ρ是 G 的一个 3 级表示 .

令

A =

1  1  1

1 - 2  1

1  1 - 2

,

则

A- 1
ρ( e) A = I3

A- 1ρ( (1 ,2 ) ) A =

1  0 0

0 - 1 0

0 - 1 1

,
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A- 1
ρ( ( 1 , 3) ) A =

1 0 0

0 0 1

0 1 0

,

A- 1ρ( ( 2 , 3) ) A =

1 0  0

0 1 - 1

0 0 - 1

,

A- 1
ρ( ( 1 , 2 , 3) ) A =

1 0  0

0 0 - 1

0 1 - 1

,

A- 1ρ( ( 1 , 3 , 2) ) A =

1  0 0

0 - 1 1

0 - 1 0

.

所以ρ是可约的 , 而且是可分解的 .可以表成ρ=σ+τ, 其中σ是平

凡表示 ,而τ是一个 2 级表示 :

e
1 0

0 1
,

(1 ,2 )
- 1 0

- 1 1
,

(1 ,3 )
0 1

1 0
,

(2 ,3 )
1 - 1

0 - 1
,

(1 ,2 ,3 )
0 - 1

1 - 1
,

(1 ,3 ,2 )
- 1 1

- 1 0
.

  下面来证明τ是不可约的 .如果τ可约 ,则有 2 阶可逆矩阵 S

使得

681 第 7 章  有限群表示论初步



S- 1
- 1 0

- 1 1
S =

x 0

* y
,

S- 1
- 1 1

- 1 0
S =

u 0

* v
.

根据相似矩阵的特征值间的关系 ,知

x = 1 ,

y = - 1
 或  

x = - 1 ,

y = 1;

u = ω,

v = ω2
 或  

u = ω
2

,

v = ω .

其中ω是一个 3 次单位根 .于是

S- 1
- 1 0

- 1 1
+

- 1 1

- 1 0
S

= S- 1 - 2 1

- 2 1
S

=
x + u 0

* y + v
.

但是

det
- 2 1

- 2 1
= 0 ,

而

det
x + u 0

* y + v
≠ 0 ,

得到一个矛盾 .所以τ是不可约的 ,ρ是完全可约的 .

我们有置换群的置换表示的概念 .设 G 是作用于 Ω = {1 ,

2 , ⋯ , n}上的一个置换群 ,对 G 中元素 g , 规定 n级矩阵

P( g) = ( gi j ) ,

其中
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gi j =
1 ,

0 ,
  

若 ig = j,

若 ig ≠ j .

则映射 p: g→P( g)是 G 的一个矩阵表示 , 称为 G 的置换表示 , 每

个 P( g) 中 ,每行每列都恰有一个元素为 1 , 其余元素都为 0 , 这样

的矩阵称为置换矩阵 .

上面例 1 中的表示ρ,就是 3 级对称群的置换表示 .

可以证明 :同级的置换矩阵相乘后还是置换矩阵 ; 置换矩阵都

是可逆的 ,而且置换矩阵的逆矩阵仍是置换群 .因此 , n 级置换矩

阵对矩阵乘法构成一个群 ,这个群与 n 级对称群是同构的 .

上一节中讨论的关于线性群的结论都可以用于群表示 .特别

地 ,有下面的定理 .

定理5(完全分解定理 )  如果有限群 G 的阶不能被基域 F 的

特征整除 ,那么 G 在 F 上的表示 ,都是完全可约的 .

以后我们讨论的群都是有限的 , 讨论的表示都是复数域上的

表示 ,所以所讨论的表示都是完全可约的 .

下面的定理经常要用到 .

定理 6  设ρ1 ,ρ2 是 G 的两个表示 , 次数分别为 m, n, A 是一

个 m× n 矩阵 ,令

B = ∑
H∈ G

ρ1 ( H) Aρ2 ( H- 1
) ,

则

(1 ) 对任意 C∈G, 都有ρ1 ( C) B= Bρ2 ( C) .

(2 ) 如果ρ1 ,ρ2 是不等价的不可约表示 ,则 B= 0, 即

∑
H∈ G

ρ1 ( H) Aρ2 ( H- 1
) = 0 .
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证明  (1 ) ρ1 (C) B = ∑
H∈ G

ρ1 ( C)ρ1 ( H) Aρ2 ( H- 1 )

= ∑
H∈ G

ρ1 ( CH) Aρ2 ( ( CH) - 1 )ρ2 ( C)

= Bρ2 ( C) .

(2 ) 如果ρ1 ,ρ2 是不等价的不可约表示 , 则由 Schur 引理 , 即

得 B= 0 .x

下面我们来介绍群的特征标的定义及简单性质 .

如果ρ是 G 的一个 n 级表示 ,那么 G中每个元素 A , 都对应一

个 n阶矩阵

ρ( A) =

ρ11 ( A) ρ12 ( A) ⋯ ρ1 n ( A)

ρ21 ( A) ρ22 ( A) ⋯ ρ2 n ( A)

… … …

ρn1 ( A) ρn2 ( A) ⋯ ρn n ( A)

,

其中每个ρij ( A) ( i, j = 1 ,2 ,⋯ , n)都可以看成群 G 上的函数 .我们

给出下面的定义 .

定义 7  设ρ是群 G 的一个 n 级表示 ,ρ的特征标χρ 定义为

χρ( A) = t r(ρ( A) ) = ∑
n

i = 1

ρi i ( A) .

例 2  对例 1 中的 3 个表示σ,τ,ρ,它们的特征标χσ,χτ ,χρ 分

别为

χσ( e) = χσ( 1 , 2) = χσ( 1 , 3)

= χσ( 2 , 3) = χσ( 1 , 2 , 3) = χσ(1 , 3 , 2 ) = 1;

χτ( e) = 2 ,χτ( 1 , 2) = χτ( 1 , 3) = χτ(2 , 3 ) = 0 ,

χτ( 1 , 2 , 3) = χτ( 1 , 3 , 2) = - 1 ;

而
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χρ = χσ + χτ .

关于群的特征标 , 有以下一些性质 , 以后这些性质经常要

用到 .

定理 7  等价表示有相同的特征标 .

证明  这是因为相似矩阵有相同的迹 .x

根据定理 7 证明的同一理由 ,我们有下面的定理 .

定理 8  设ρ是 G 的一个表示 ,则其特征标 χρ 在共轭元素上

的值相等 .

因此 ,特征标χρ 在一个共轭类中各元素上的值都相等 , 即特

征标是一个类函数 .

定理 9  如果ρ是 G 的一个可约表示 ,可以分解成

ρ( A) =

ρ1 ( A)

* ρ2 ( A)

… … w

* * ⋯ ρs ( A)

.

设χρ ,χρ
1

,⋯ ,χρ
s
分别是表示ρ,ρ1 ,⋯ ,ρs 的特征标 ,则

χρ = χρ
1

+ χρ
2

+ ⋯ + χρ
s

.

定理 10  设ρ是 G 的一个 n 级表示 , A 是 G 中一个 m 阶元

素 ,则χρ( A)是 n个 m 次单位根之和 , 而且有χρ( A- 1 ) =χρ( A) .
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证明  ρ( A)是一个 n阶矩阵 , 满足 (ρ( A) ) m = I .因此ρ( A) 的

特征值都是 m 次单位根 ,χρ( A)是 n个 m 次单位根之和 .而ρ( A - 1
)

的特征 值 是 ρ( A ) 的 特 征 值 的 倒 数 , 即 其 共 轭 数 , 因 此 有

χρ( A- 1
) =χρ( A) .x

如果 G是一个有限群 , 其阶用 | G| 表示 , G 包含 r 个共轭元素

类 ,那么 G 的一个 n 级表示包含 | G |个 n 阶矩阵 ,而 G 的一个特征

标只包含 r 个数 .我们还可以证明定理 7 之逆命题 , 即如果两个表

示的特征标相同 ,那么这两个表示必等价 .因此为了找出不可约表

示 ,只要找出它的特征标就可以了 .所以特征标是讨论群表示的非

常重要的概念 .下面几节将进一步讨论特征标的一些重要性质 .为

此 ,首先要介绍群函数及正交等概念 .

7.3  正 交 关 系

为了研究有限群的特征标 ,必须先讨论群函数的性质 .

设 G 是一个有限群 ,ρ是 G 的一个 n 级表示 , 那么对 G 中元素

A,ρ( A)是一个 n 阶矩阵 :

ρ( A) =

ρ11 ( A) ρ1 2 ( A) ⋯ ρ1 n ( A)

ρ21 ( A) ρ2 2 ( A) ⋯ ρ2 n ( A)

… … …

ρn1 ( A) ρn2 ( A) ⋯ ρnn ( A)

,

每个ρi i ( A) ( i = 1 , 2 ,⋯ , n) 都是 G上一个函数 , 取值在基域 F 中 .

我们考虑 F 是复数域C 的情形 .特征标χρ = ∑
n

i = 1

ρi i 也是 G 上一个

函数 .为了以后的讨论作准备 , 我们先讨论关于群函数的一些

性质 .
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定义 8  设 f1 , f2 是群 G 上的两个函数 , 定义 f 1 与 f 2 的内

积为

( f1 , f 2 ) =
1

| G|∑A∈ G

f 1 ( A) f2 ( A- 1
) .

内积有下述一些性质 :

(1 ) ( f 1 , f2 ) = ( f2 , f 1 ) ;

(2 ) ( f 1 + f 2 , f3 ) = ( f1 , f 3 ) + ( f 2 , f3 ) ;

(3 ) ( k f1 , f 2 ) = k( f 1 , f2 ) , k∈C .这说明内积是一个对称双

线性函数 .

例 1  7.2 节例 1 中的τ给出 S3 上 4 个函数 :

g = e ( 1 ,2 ) (1 ,3 ) (2 ,3) (1 ,2 , 3) ( 1 , 3 ,2 )

τ11 1 ñ- 1 e0 M 1 “ 0 Ø- 1 L

τ12 0 ñ 0 e1 M- 1 “- 1 Ø 1 L

τ21 0 ñ- 1 e1 M 0 “ 1 Ø- 1 L

τ22 1 ñ 1 e0 M- 1 “- 1 Ø 0 L

它们中一些内积为

(τ11 ,τ12 ) = 0 ,

(τ21 ,τ22 ) = 0 ,

(τ11 ,τ11 ) =
1
2

,

(τ12 ,τ21 ) = 1
2

.

可以证明下述一般结论 .

定理 11  G是一个有限群 ,ρ及τ是 G 的两个不可约表示 , 其

级数分别为 m 与 n , 且
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ρ( A) = (ρi j ( A) ) ,τ( A) = (τi j ( A) ) ,  A ∈ G .

则有

(1 ) 如果ρ与τ不等价 , 则 (ρi j ,τrs ) = 0  ( i , j = 1 , ⋯ , m; r, s =

1 , ⋯ , n) .

(2 ) (ρi j ,ρr s ) =δisδj r
1
m

 ( i , j , r, s = 1 , ⋯ , m) .

证明  用 Ej r 表示在第 j 行第 r 列元素为 1 , 其他元素为 0 的

m× n 矩阵 , m, n 分别为ρ,τ的级数 .

(1 ) 根据定理 6 , 有

1
| G| ∑A∈ G

ρ( A) Ej r τ( A- 1 ) = 0 .

上述矩阵的第 i 行第 s 列处的元素为

1
| G| ∑A∈ G

ρi j ( A) Er s/ τ( A- 1 )

= (ρi j ,τr s ) = 0 .

  (2 ) 令

bj r = 1
| G| ∑A∈ G

ρ( A) Ej rρ( A- 1 ) ,

则由定理 6 ,对 G 中元素 C 有

ρ( C) bj r = bj r ρ( C) .

  因为 C是 G中任意元素 ,故由定理 4 得 bj r 是一个数量矩阵 ,设

bj r = cj r I ,

其中 cj r 是一个复数 .取第 i 行第 s 列处元素 ,得

1
| G|

ρi j ( A)ρrs ( A- 1 ) = cj rδi s ,

即

(ρi j ,ρrs ) = cj rδi s .

由内积的对称性得
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(ρi j ,ρr s ) = (ρr s ,ρi j ) = csiδj r .

因此 (2 )中等式当 i≠ s或 j≠ r 时成立 .

当 i = s, j = r时

(ρi j ,ρj i ) = ci i = cj j ,

所以

c11 = c2 2 = ⋯ = cm m = c,

m c = ∑
m

i = 1

ci i = ∑
m

i = 1

(ρ1 i ,ρi1 )

= 1
| G| ∑

m

i = 1
∑
A∈ G

ρ1 i ( A) ρi1 ( A- 1 )

=
1

| G| ∑A∈ G
∑

m

i = 1

ρ1 i ( A) ρi1 ( A- 1
)

=
1

| G|∑A∈ G

ρ11 ( e)

= 1
| G|

·| G| = 1 .

从而

c = 1
m

,

即

(ρi j ,ρj i ) =
1
m

.x

下面来证明不可约特征标的正交性 .

定理 12( 第一正交关系 )  设ρ,τ是有限群 G 的两个不可约

表示 ,χρ ,χτ 分别是它们的特征标 , 则

(χρ ,χτ) =
1 ,

0 ,
 
当ρ与τ等价 ,

当ρ与τ不等价 .
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特别地 ,有

(χρ,χρ) = 1 .

证明  设ρ,τ的级数分别为 m , n, 则

(χρ ,χτ) =
1

| G| ∑A∈ G

χρ( A)χc ( A- 1
)

= 1
| G| ∑A∈ G

∑
m

i = 1

ρi i ( A) ∑
n

j = 1

τj j ( A- 1 )

=
1

| G| ∑A, i, j

ρi i ( A) τj j ( A- 1 )

= ∑
i , j

(ρi i ,τj j ) .

  当ρ,τ不等价时 ,和号中各项为 0 , 故上式为 0 .

当ρ,τ等价时 ,它们的特征标相同 , 故有

(χρ ,χτ) = (χρ ,χρ)

= ∑
i, j

(ρi i ,ρj j )

= ∑
i

(ρi i ,ρj j )

= m·
1
m

= 1 .x

从定理 12 可以推出下述关于特征标的重要结论 .

定理 13  有限群的两个不可约表示等价的充分必要条件是

它们的特征标相等 .

证明  条件的必要性为已知 .

设 G的两个不可约表示ρ,τ的特征标相同 , 即χρ =χτ , 则
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(χρ,χτ) = 1 .

由定理 12 知ρ与τ等价 .x

根据这一结论 ,我们以后就可以用等价或不等价的特征标来

说明等价或不等价的表示的特征标 .

由定理 10 知 ,χτ( A - 1
) =χτ( A) .因此定理 12 还可写成下面的

形式 .

定理 12′(第一正交关系 )  设χ1 ,χ2 是群 G 的两个不可约特

征标 ,则有

1
| G|∑A∈ G

χ1 ( A)χ2 ( A- 1 )

=
1

| G|∑A∈ G

χ1 ( A) χ2 ( A)

=
1 ,

0 ,
 
当χ1 与χ2 等价 ,

当χ1 与χ2 不等价 .

定理 13 将有限群的不可约表示的问题归结为不可约特征标

的问题 .这些结果可以推广到有限群的任意表示的情形 .

如果 G的表示ρ的作用空间为 V , 分解成一些不变子空间的

直和

V = W1 G W2 G ⋯ G W s ,

ρ( G)在 W i ( i = 1 , 2 , ⋯ , s) 上不可约 , 诱导出不可约表示ρi =ρ| W
i

.

将ρ表成ρi ( i = 1 , 2 , ⋯ , s)之和 , 即

ρ= ρ1 +ρ2 + ⋯ + ρs .

用χρ ,χi ( i = 1 , 2 ,⋯ s) 分别表示ρ,ρi ( i = 1 , 2 ,⋯ s) 的特征标 ,则有

χρ = χ1 + χ2 + ⋯ + χs .

还可利用特征标的正交关系来推出表法的唯一性 .

定理 14  有限群 G 的表示ρ可表成不可约表示之和 :
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ρ= ∑
s

i = 1

ρi .

ρ的特征标也可表成ρi 的特征标之和 :

χρ = ∑
s

i = 1

χi ,

而且ρi ( i = 1 , 2 , ⋯ s)除等价及次序外是唯一确定的 .

证明  只要证明唯一性 .

已知 V = W i ,ρ| W
i

=ρi ,ρi 作用于 W i 上不可约 .分别在 W i

( i = 1 , 2 ,⋯ , s)上取基 ,合成 W 的基 .于是 , 对 G 中元素 A 有

ρ( A) =

ρ1 ( A)

ρ2 ( A)

w

ρs ( A)

,

χρ( A) = tr ρ( A) = ∑
s

i = 1

t r ρi ( A) = ∑
s

i = 1

χi ( A)

所以

χρ = ∑
s

i = 1

χi .

  如果ρ还可分解为不可约表示之和 :

ρ= τ1 + τ2 + ⋯ +τt .

设σ是ρ1 , ⋯ ,ρs ,τ1 , ⋯ ,τt 中任一个不可约特征标 , k, l 分别是σ在

ρ1 , ⋯ ,ρs 中及τ1 ,⋯ ,τt 中出现的次数 , 则

k = ∑
s

i = 1

(χσ ,χρ
i
) = (χσ,∑

s

i = 1

χρ
i
)

= (χσ ,∑
t

j = 1

χτ
j
) = ∑

t

j = 1

(χσ,χτ
j
)

= l .
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证毕 .x

于是定理 13 可推广为下面的形式 .

定理 13′ 有限群 G 的两个表示等价的充分必要条件是它们

的特征标相同 .

这个定理充分说明了特征标的重要性 .为了确定群的表示 , 只

要确定它的特征标就可以了 .但是如何来找出群的全部不可约特

征标 ,还需要进一步讨论特征标的性质 .

定理 15  有限群 G 的不同的不可约特征标是线性无关的 .

证明  设χ1 ,χ2 , ⋯ ,χs 是有限群 G 的 (全部 )不同的不可约特

征标 ,如果有复数 c1 , c2 ,⋯ , cs 使得

c1 χ1 + c2 χ2 + ⋯ + csχs = 0 ,

则由正交性可得

∑
s

i = 1

ciχi ,χj = ∑
s

i = 1

( ciχi ,χj )

= cj = 0   ( j = 1 , 2 ,⋯ , s) ,

所以χ1 ,χ2 , ⋯ ,χs 线性无关 .x

因此 ,如果有限群 G 有 r 个共轭类 , 那么因为每个特征标都是

类函数 ,可以看成 r 维向量 .根据定理 15 , G 最多有 r 个不同的不

可约特征标 .以后我们将证明恰有 r 个不同的不可约特征标 .

用χ1 ,χ2 , ⋯ ,χs 表示 G 的全部不可约特征标 , 其中χ1 为单位

特征标 :χ1 ( A) = 1 .用 C1 , C2 ,⋯ , Cr 表示 G 的 r 个共轭元素类 , 其

中 C1 = { e} , | Ci | = hi , 用χj
i 表示χi 在 Cj 上的值 .
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应用这些符号 ,以及以前的结论 , 我们还可得出群特征标的一

些性质 .

(1 ) (χi ,χj ) =δi j .

(2 ) 如果群 G 的两个特征标χ,ψ表成不可约特征标的等式为

χ= ∑
i

m iχi ,  ψ= ∑
i

niχi ,

则

(χ,ψ) = ∑
i

m i ni .

  (3 ) ∑
A∈ G

χ1 ( A) = | G | ,

当 i > 1 时 ,∑
A∈ G

χi ( A) = 0 .

(4 ) ∑
j

h jχ
j

i = δ1 i | G | .

我们只要对 (3 )加以证明 :

对 i > 1 , 则

0 = (χi ,χ1 ) =
1

| G | ∑A∈ G

χi ( A)χ1 ( A- 1
)

= 1
| G | ∑A∈ G

χi ( A) ,

所以 ,当 i > 1 时

∑
A∈ G

χi ( A) = 0 .

7.4  有限群不可约表示的个数

为了讨论有限群不可约表示的个数 ,还需要用到群代数的概念 .

一个复数称为代数整数 , 如果它是某个首项系数为 1 的整系

数多项式的根 .可以证明 , 代数整数的和、差与积还是代数整数 .因

此全部代数整数组成一个环 .作为准备我们首先来证明 .
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引理 1  设 F 是一个域 , 包含 n 次单位根 .如果 A 是 F 上的

一个矩阵 ,对某个正整数 n, An
= I ,则 A 与一个对角矩阵相似 .

证明  因为 An
= I, 所以 A 满足多项式χ

n
- 1 , A 的最小多项

式是 χ
n

- 1 的一 个因 式 , 没 有重 根 .因 此 A 与一 个对 角 矩

阵相似 .x

由引理 1 ,可得引理 2 .

引理 2  ρ是群 G 的一个表示 , A 是 G 中的一个元素 , 则有ρ

的等价表示τ,使τ( A)为对角矩阵 .

定理 16  设χ是群 G 的一个表示ρ的特征标 , A 是 G 中一个

元素 ,则χ( A)是一个代数整数 .

证明  根据引理 2 , 可设ρ( A)是一个对角矩阵 .对某个正整数

n, (ρ( A) ) n = I .因此ρ( A) 的对角线元素都是代数整数 .因为代数

整数组成环 ,所以χ( A)也是代数整数 .x

下面介绍群代数的概念 .

设 G是一个群 , F 是一个域 .令

S = ∑
A∈ G

cA A cA ∈ F ,

定义 S 的运算 :

∑
A∈ G

cA A + ∑
A∈ G

dA A = ∑
A∈ G

( cA + dA ) A,

a∑
A∈ G

cA A = ∑
A∈ G

( acA ) A,

002 第 7 章  有限群表示论初步



∑
A∈ G

cA A · ∑
A∈ G

dA A = ∑
A∈ G

∑
H∈ G

cH d
- 1
H - 1 A A ,

则 S 构成域 F 上一个代数 ,称为 G 在 F 上的群代数 .将 1·A 记作

A,则 S�G .设 C1 , C2 , ⋯ , Cr 是 G 的 r 个共轭元素类 ,令

Ci = ∑
A∈ C

i

A ,   i = 1 , 2 ,⋯ , r,

是对应于 Ci 的 S 中的元素 .

定理 17  如果 S 是有限群 G 在复数域C 上的群代数 , 则 C1 ,

C2 , ⋯ , Cr 组成 S 的中心 Z ( S)的一组基 .

证明  如果 A∈ G, 则 A - 1 Ci A = Ci , Ci A = ACi , i = 1 , 2 , ⋯ , r,

所以 Ci ∈ Z( S) .因为共轭元素类不相交 , 所以 C1 , C2 , ⋯ , Cr 线性

无关 .

设 U = ∑
A∈ G

cA A ∈ Z( S) , 则对 G 中 X 有 UX = XU , 于是

∑
A∈ G

cA AX = ∑
A∈ G

cA XA = ∑
A∈ G

cXAX - 1 ( XAX- 1
) X ,

所以

cA = cX - 1 AX .

这说明同一共轭类中元素的系数相同 ,故 U 可表成 ∑
r

i = 1

ci Ci .x

根据定理 17 , Cj , Ck 的乘积 Cj Ck 仍在 Z ( S) 中 ,记

Cj Ck = ∑
r

m = j

cj k m Cm ,  cj k m ∈ F .

如果将等式左边的乘积用 G 中元素展开 , 那么其系数是非负整

数 .因此 , 上式中右边的系数 cj k m 也是非负整数 .这个公式在以后

要用到 .

下面利用群代数来进一步讨论群特征标 .
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群 G的一个 n 级表示ρ可以用唯一的方法扩张为代数 S 到 n

阶矩阵代数中的一个同态映射 ,仍用ρ来表示 :

ρ∑
A∈ G

cAA = ∑
A∈ G

cAρ( A) ,

因此ρ也可认为是群代数 S 的一个表示 .

定理 18  如果 S 是群 G 在复数域C 上的群代数 ,ρ是 G 的一

个不可约表示 ,χ是ρ的特征标 .则 :

(1 ) ρ( Cj ) = dj I , dj ∈C ;

(2 ) dj d k = ∑
r

m = 1

cj k m dm ;

(3 ) dj = hj χj
i/ χ

1
i , hj = | Cj | ,χj

i =χi ( Cj ) ,χ1
i =χi ( e) .

证明  (1 ) 由定理 2 , Cj ∈ Z( S) ,因此ρ( Cj )属于ρ( G)的中心

化子 .由于ρ是不可约的 , 故由定理 4 知ρ( Cj ) 是数量矩阵 :

ρ( Cj ) = dj I , dj ∈ C .

  (2 ) 由 ( 1)

dj d k I = ρ( Cj )ρ( Ck ) = ρ( Cj Ck )

= ∑
m

c j k m ρ( Cm ) = ∑
m

c j k m dm I ,

故 (2 )中等式成立 .

(3 ) 由 ( 1)

hjχ
j

i = t r (ρ( Cj ) ) = tr ( dj I ) = djχ
1

i ,

因此

dj = hjχj
i/ χ

1
i .x

定理 19  定理 18 中的 dj 是代数整数 .
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证明  根据定理 18 , dj d k = ∑
m

c j k m d m 是非负整数 .取定 k,

作 r 级方阵 B:

B = cj k m

及列矩阵 D:

D =

d1

…

dm

,

则有

( dk I - B) D = 0 .

因为

d1 = hiχ
1

i/ χ
1

i = h1 ≠ 0 ,

所以 D≠0 .于是

det[ dk I - B] = 0 .

因为 cj k m 都是整数 ,上式说明 dk 是一个首项系数为 1 的整系数多

项式的根 ,因此 dk 是一个代数整数 .x

如果 Ci 是群 G 的一个共轭类 , 用 Ci′表示由 Ci 中元素的逆元

素构成的共轭类 ,即 Ci′ = { x∈G| x
- 1
∈Ci } .

定理 20  对每个 j , k,有

∑
i

χ
j

i χ
k

i = δj k′ | G|/ hj .

证明  由定理 19 , Cj Ck = ∑
m

c j k m Cm .当且仅当 j = k′时单位

元素 e出现在 C j Ck 中 ,因此 , 如果 j ≠ k′,则 cj k1 = 0 而 cj j′1 = hj .

对每个 i , 有

( hj χ
j

i/ χ
1

i ) ( hkχ
k

i/ χ
1

i )
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= ∑
m

c j k m hm χm
i / χ1

i ,

hj h kχ
j

i χ
k

i = ∑
m

cj k mχ
m

i χ
1

i ,

因此

hj h k∑
i

χj
i χ

k
i

= ∑
m

c j k m∑
i

χ1
i χ

m
i

= cj k1 h1 | G| = δj k′h1 | G| .

于是

∑
i

χ
j

i χ
k

i = δj k′ | G| / hk = δj k′ | G| / hj .x

现在可以来证明关于不可约特征标个数的结论 .

定理21  群 G 的不可约特征标的个数等于 G 的共轭类个数 .

证明  根据定理 20 ,如果 j ≠ k′,则∑
i

χj

iχ
k

i = 0 ,而当 j = k′

时∑
i

χ
j

i χ
k

i = | G| / hj .考虑 s维向量

(χj
1 ,χj

2 ,⋯ ,χj
s ) ,  j = 1 , 2 ,⋯ , r .

来证这 r 个向量线性无关 .设有复数 c1 , c2 ,⋯ , cr 使

∑
r

j = 1

cj (χ
j

1 ,χ
j

2 , ⋯ ,χ
j

s ) = 0,

则

∑
r

j = 1

cjχ
j

i = 0 ,  i = 1 , 2 ,⋯ , s .

于是对每个 k 有

∑
i , j

cjχj
i χ

k
i

402 第 7 章  有限群表示论初步



= ck′ | G| / hk = 0 ,

因此 ck′ = 0 ,于是 c1 = c2 = ⋯ = ck = 0 .从而证明了这 r 个 s 维向量

是线性无关的 , r≤ s .已知 r≥ s,所以 r = s .x

关于群 G的特征标的级数 , 有下列重要性质 .

定理 22  群 G 的全部不可约特征标的级数的平方和等于 G

的阶 .

证明  由定理 20 得

∑
i

(χ
1

i )
2

= ∑
i

χ
1

i χ
1

i = | G| / h1 = | G| ,

式中χ1
i 即为不可约特征标χi 的级数 .定理得证 .x

为了证明关于群的不可约特征标的级数的另一个重要性质 ,

还需要引入表示ρ的相关表示ρ″.

如果ρ是 G 的一个表示 , 用下式定义 G到 GL n ( C )的映射 :

ρ″( A) = ρ( ( A- 1
) )

T
,

其中 AT
表示 A 的转置矩阵 .可以证明ρ″也是 G 的一个表示 , 而且

当ρ不可约时 ,ρ″也不可约 ,ρ与τ等价时 ,ρ″与τ″等价 .这些性质留

作习题请读者完成 .由此可以定义 i″( i = 1 , 2 , ⋯ , r) : 如果表示ρi

的特征标为χi ,则ρ″i 的特征标为χi″ .χi″也是不可约的 .1″, 2″, ⋯ ,

r″是 1 ,2 ,⋯ , r 的一个排列 .

定理 23  (1 ) χj
i″ =χj′

i .

(2 ) ∑
j

h j χ
j

i χ
j

k = δi k″| G| .

证明  (1 ) 用ρ表示以χi 为特征标的一个表示 , g 是 Ci 中一

5027. 4  有限群不可约表示的个数



个元素 .于是

χj
i″ = t r(ρ″( A) ) = tr (ρ( A- 1 ) ) T

= t r(ρ( A- 1
) ) = χ

j′

i .

  (2 ) 由 (χi ,χj ) =δi j 及 (1 ) ,得

∑
j

hjχj
i χ

j
k = ∑

j

hjχj
iχ

k″
j′

= ∑
j

χi ( A)χk″( A- 1
)

= | G| (χi ,χk″)

= δi k″| G| .  x

下面证明群的不可约特征标的级数的一个重要性质 .

定理 24  G的不可约指标的级数能整除 G 的阶 .

证明  由 定理 19 , 对一切 i, j , hjχj
i/ χ

1
i 是一个代数整数 .由定

理 16 ,每个χ
j

k 是代数整数 .于是∑
j , k

hjχ
j

iχ
j

k/ χ
1

i 是一个代数整数 .根

据定理 23 得

∑
j , k

hjχj
i χ

j
k/ χi′ = ∑

k

δi k″| G|/ χ1
i

= | G|/ χ
1

i

是一个有理数 .但是一个代数整数如果是有理数则一定是一个整

数 ,因此χ
1

i 能整除 | G| , 即χi 的级数能整除 G 的阶 .x

根据定理 22 及定理 24,当群 G的阶较小或具有某种特殊性质

时 ,一般可以把 G的不可约特征标的级数全部或部分计算出来 .

我们以前介绍过群 G的右正则表示ρR .ρR 看成矩阵表示是一

个 | G |级表示 .有下述结论 .
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定理 25  ρR 是群 G 的右正则 表示 , 则其特 征表 χR =

∑
i

niχi ,其中 ni 是χi 的级数 .

证明  设 χR = ∑
i

ni χi , ni 是非负整数 , 来证 nj 是χj 的

级数 .

因为ρR 是右正则表示 ,所以对 G中非单位元素 A ,ρR ( A) 改变

G 中 个元素 .而ρk ( e)保持 G 中每个元素都不变 ,故有

χR ( A) =
0 ,

| G| ,
 

A≠ e,

A = e .

于是

∑
i

niχi ( A) =
0 ,

| G| ,
 

A≠ e,

A = e .

  由不可约特征标的正交性 ,有

nj | G| = ∑
i

ni (χi ,χj ) | G|

= ∑
i
∑
A∈ G

niχi ( A)χj ( A- 1 )

= ∑
A∈ G

χj ( A- 1
)∑

i

niχi ( A)

= χj ( e) | G | ,

所以 nj = χj ( e) ,即为χj 的级数 .x

用χ
1

j 表示χi ( e) ,从上面的证明还可得到∑
i

χ
1

iχ
j

i = δ1 j |G| .

这个定理说明右正则表示的重要性 : G 的右正则表示的分解

式中包含了 G 的全部不可约表示 , 即 G 的所有不可约表示都可由

右正则表示分解得到 .
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把一个群的全部特征标用矩阵来表示 , 计算及应用起来都更

为方便 .设χ1 ,χ2 ,⋯ ,χr 是 G 的全部不可约指标 , C1 , C2 , ⋯ , Cr 是

G 的全部共轭元素类 .类代表为 A1 , A2 , ⋯ , Ar .记 χi ( Aj ) = χj
i ,

i , j = 1 , 2 , ⋯ , r,则 G 的特征标表为

A1 = e ⋯ Aj ⋯ Ar

χ1 Ôχ1
1 ë⋯ χj

1 �⋯ χr
1 G

… … … …

χi χ1
i ⋯ χj

i ⋯ χr
i

… … … …

χr χ1
r ⋯ χj

r ⋯ χr
r

有时候为了应用方便 , 还可以把共轭类 Cj 中的元素 | Cj | = hj 列

入表中 .

作为特征标表的应用 , 我们来证明下面关于特征标的一个重

要性质 .

定理 26(第二正交关系 )  χi ,χ
j

i , hj ( i, j = 1 , 2 , ⋯ , r) 等的意

义如前 ,则有

∑
i

χj
i χ

k
i = δj k hj .

证明  把特征标表的各列除以 hj ,得到一个 r 级方阵

X =
χ

j

i

h j

,

则

XXT
= I,

其中 X表示 X 的共轭矩阵 , XT 表示 X的转置 .于是有

XT X = I .

由此得
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∑
i

χj
i

h j

·
χk

i

hk

= δj k ,

从而得

∑
i

χj
i χ

k
i = δj k h j .x

定理 26 的一般形式如下 .

定理 26′ 设χ1 , ⋯ ,χr 是 G 的全部不可约特征标 , A, A′是 G

中两个元素 ,则有

∑
i

χi ( A) χi ( A′) =
0 ,

| C( A) | ,
 
当 A与 A′不共轭 ,

当 A与 A′共轭 .

在有些问题中 ,需要作出给定群的特征标表 .构作群特征标表

没有一般的方法 ,下面给出几个例子 .

例 1  作出对称群 S3 的特征标表 .

解  S3 有 3 个共轭类 , 其代表元为 e, ( 1 , 2 ) , ( 1 , 2 , 3 ) .因此

S3 共有 3 个不可约特征标 .根据不可约特征标的级数的性质 , 知

道这 3 个特征标的级数分别为 1 , 1 , 2 .

其中一个 1 级特征标χ1 为单位特征标 , 另一个 1 级特征标可

以把奇置换映到 - 1 , 偶置换映到 1 而得到 .因此 S3 的特征标表为

e ( 1 , 2) (1 ,2 ,3)

χ1 Ž1 “1 Ù1 M

χ2 Ž1 “- 1 �1 M

χ3 Ž2 “χ2
3 ëχ3

3 _

根据第二正交关系 ,得
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∑
3

j = 1

χ
1

jχ
2

j = 0 .

由此得

χ2
3 = 0 ,即χ2

3 = 0 .

再由第二正交关系 ,用同法可得

χ
3

3 = - 1 .

因此完成了 S3 的特征标表的计算 , 得出 S3 的特征标表为

e ( 1 , 2) (1 ,2 ,3)

χ1 Ž1 “1 Ù1 M

χ2 Ž1 “- 1 �1 M

χ3 Ž2 “0 Ù- 1 {

例 2  计算 S3 的右正则表示的置换表示及其特征标 .

解  记 S3 = { A1 = e, A2 = (1 , 2 ) , A3 = ( 1 , 3) , A4 = ( 2 , 3 ) , A5 =

(1 ,2 ,3 ) , A6 = (1 ,3 ,2 ) } .

ρR ( A1 ) = I,

ρR ( A2 ) =
A1 A2 A3 A4 A5 A6

A2 A1 A6 A5 A4 A3

=

0 1 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0

,

ρR ( A3 ) =
A1 A2 A3 A4 A5 A6

A3 A5 A1 A6 A2 A4
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=

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0

1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

,

ρR ( A4 ) =
A1 A2 A3 A4 A5 A6

A4 A6 A5 A1 A3 A2

=

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 1 0

1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 0 0

,

ρR ( A5 ) =
A1 A2 A3 A4 A5 A6

A5 A3 A4 A2 A6 A1

=

0 0 0 0 1 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0

,

ρR ( A6 ) =
A1 A2 A3 A4 A5 A6

A6 A4 A2 A3 A1 A5
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=

0 0 0 0 0 1

0 0 0 1 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0

.

ρR 的特征标χR 为

χR ( A1 ) = 6 ,χR ( Ai ) = 0 , i = 2 ,⋯ , 6 .

χR 可以分解为

χR = χ1 + χ2 + 2χ3 .

例 3  计算交错群 A4 的特征标表 .

解  A4 中有 12 个元素 , 分成 4 个共轭类 ,其代表元为

e, (1 , 2 ) ( 3 , 4) , ( 1 , 2 , 3) , ( 1 , 3 , 2) ,

共轭类中元素数分别为

h1 = 1 , h2 = 3 , h3 = h4 = 4 .

  A4 共有 4 个不可约特征标 .根据定理 22 , 定理 24 , 可以算出

这 4 个特征标的级数分别为 1 , 1 , 1 及 3 .因为 ( 1 , 2 , 3 ) , (1 , 3 , 2 ) 都

是 3 阶元素 , 所以它们在 1 级特征标的值一定是一些 3 次单位根

的值 .用ω表示一个 3 次单位根 , 则另一个 3 次单位根为ω2 且有

1 + ω+ ω2 = 0 .

而 (1 ,2 ) ( 3 , 4) 在 1 级特征标的值只能是±1 .由正交关系 ,可知 A4

的特征标表为
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e
h1 = 1

(1 ,2) (3 ,4)
h2 = 3

(1 ,2 ,3 )
h3 = 4

(1 , 3 ,2 )
h4 = 4

χ1 �1 Ú1 e1 e1 d

χ2 �1 Ú1 eω ω2 x

χ3 �1 Ú1 eω2 xω

χ4 �3 Ú- 1 ”0 e0

下面列出 A5 的特征标表供读者参考 .

例 4  A5 的特征标表为

e
h1 = 1

( 1 ,2 ,3)
h2 = 20

( 1 ,2 ) (3 ,4 )
h3 = 15

( 1 , 2 ,3 ,4 ,5)
h4 = 12

(1 ,2 ,3 , 5 ,4 )
h5 = 12

χ1 �1 Ù1 �1 ð1 �1 L

χ2 �4 Ù1 �0 ð- 1 L- 1 z

χ3 �5 Ù- 1 M1 ð0 �0 L

χ4 �3 Ù0 �- 1 �1 + 5
2

1 - 5
2

χ5 �3 Ù0 �- 1 �1 - 5
2

1 + 5
2

7.5  几 个 应 用

作为群表示的应用 ,在这一节列举几个必须要用群表示论才

能证明的定理 .这些定理都是群论中很重要的结论 .

首先来证 Burnside 的一个定理 .为此先来证明下列引理 .

引理  设ρ是有限群 G 的一个表示 ,χ是其特征标 .C 是 G 的

一个共轭元素类 , C 中元素的个数 h 与ρ的级数互素 , 则对 C 中元

素 A 有 : 或者 χ( A) = 0 , 或者ρ( C) 包含在ρ( G) 的中心内 , 并有
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χ( A) = n0 ω, 其中 n0 =χ( e)是ρ的级数 ,ω是一个单位根 .

证明  由假设 h与 n0 互素 ,故有整数 u, v 使

u h + v n0 = 1 .

已知 ,χ( A) , hχ( A)/ n0 都是代数整数 ,于是

u hχ( A)/ n0 + vχ( A) = χ( A)/ n0

也是一个代数整数 .

取 M∈ρ( C) , 则有可逆矩阵 P使 P - 1 MP 为对角矩阵 .

如果 P - 1 MP 是一个数量矩阵 , 则 M 也是数量矩阵 . M 在

ρ( G)的中心内 ,ρ( C) = M 是一个元素 .χ( A) = n0 ω,ω是一个单

位根 .

如果 P - 1 M P 是一个对角矩阵但不是数量矩阵 , 那么 P - 1 M P

的 对 角 线 元 素 都 是 单 位 根 , 但 不 全 相 等 , 于 是

|χ( A) | < n0 , |χ( A)/ n0 | < 1 .

现在设 f ( x ) = xm + am - 1 xm - 1 + ⋯ + a1 x + a0 是 χ( A)/ n0 在

有理数域R 上的最小多项式 .χ( A)/ n0 的共轭数的绝对值也小于

1 .但是χ( A)/ n0 的全部共轭数的乘积等于± a0 , 于是 | a0 | < 1 .但

是χ( A)/ n0 是代数整数 ,所以 a0 是整数 .因此得 a0 = 0 .由 f ( x) 的

不可约性 ,知 f ( x ) = x,于是χ( A)/ n0 = 0 ,即χ( A) = 0 .x

定理 27(Burnside定理 )  设 G是一个有限群 , 如果 G有一个

共轭元素类 C, 其元素数 | C | 是素数 p 的方幂 p d , d > 0 , 则 G 不可

能是单群 .

证明  设 G的阶等于 n ,并设 G 的全部不可约特征标的级数

为 n1 = 1 , n2 ,⋯ , nr :

n = 1 + n
2
2 + ⋯ + n

2
r .

因为 p 能整除 n ,故必有某个 ni ( 1 < i≤ r) 不能为 p 所整除 , 设为
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nt .于是 nt 与 p 互素 .取 C中元素 A ,由引理知χt ( A) = 0 或ρt ( C)

包含在 ρ( G) 的中心内 .在后一种情况 , 用 N0 表示 ρt ( G) 的中

心 .令

N = { X∈ G | ρt ( X) ∈ N0 } ,

则 N�C,且 N 是 G 的一个非平凡正规子群 , 因此 G 不是单群 .

如果 G 是单群 , 则对每个与 p 互素的 ni ( 1 < i≤ r) 都有

χi ( A) = 0 .由正交关系得

∑
r

i = 1

χi ( e)χi ( A) = 0 ,

在此式左边 ,有一项χ1 ( e)χ1 ( A) = 1 , 还有一些满足 ( ni , p ) = 1 的

项等于 0 .而其余的项χi ( e)χi ( A) = niχi ( A) 都能被 p 整除 .于是

∑
i

χi ( e)χi ( A) = 1 + p a = 0 ,

其中 a是一个代数整数 .这是不可能的 ,所以 G 不能是单群 .x

根据定理 27 , 可推出下列重要结论 .

定理 28  有限单群的共轭类元素数不可能是素数的正方幂 .

下面来证明 p
a
q

b
定理 , 即第 6 章定理 9: p

a
q

b
( p , q 为不同素

数 , a, b为正整数 )阶群一定是可解的 .

paqb 定理的证明  如果结论不成立 , 设 G 是不满足结论的阶

最小的群 .

首先证明 G 是单群 .否则 G 有一个非平凡正规子群 N , 则 N

与 G/ N 一定是可解的 .由此得 G 也是可解的 .

设 P 是 G 的一个 p-Sylow 子群 , 则 P 的中心 Z ( P) ≠ { e} .取

Z( P)中一个非单位元 z , 则 z 的共轭元素类中元素个数是素数 q
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的一个正方幂 .由定理 28 知这是不可能的 .x

习   题

1 . 设ρ是群 G 的一个表示 , 则映射

g → detρ( A) ,  A ∈ G,

其中 detρ( A) 表示ρ( A) 的行列式 ,也是 G 的一个表示 .

2 . G 是一个 ( 2 , 2 ) 型交换群 .求出 G 的右正则表示的置换

表示 .

3 . 证明 :当 n≥2 时 , 置换表示都是可约的 .

4 . 设ρ是 G 的一个不可约表示 , C是 G 的一个共轭元素类 .证

明 :∑
A∈ C

ρ( A) 是一个数量矩阵 .

5 . 设χ是群 G 的正则表示的特征标 , 则有 :χ( e) = | G | , 当

A≠ e时 ,χ( A) = 0 .

6 . 设χ是 G 的一个 n 级特征标 , 则有 χ( e) = n, 而当 A≠ e

时 ,χ( A) = 0 .

7 . 设χ是 G 的一个特征标 ,σ是复数域C 的一个自同构 .定义

χσ( A) = σ(χ( A) ) , A ∈ G .

证明 :χσ 也是 G 的特征标 , 而且 :χσ 不可约当且仅当χ不可约 ;χσ

忠实当且仅当χ是忠实的 .

8 . 设χ,ψ是 G 的两个特征标 .定义

(χψ) ( A) = χ( A)/ ψ( A) ,  A ∈ G,

则χψ也是 G 的特征标 ,并且 :

(1 ) 若ψ( e) = 1 ,则χψ不可约当且仅当χ不可约 ;

(2 ) 若ψ=χ, 且χ(1 ) > 1 ,则χψ一定可约 .

9 . 证明 : 群 G的不可约表示都是 1 级表示的充要条件是 G 是

一个交换群 .
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10 . 用表示论的结论证明 pk ( p 是一个素数 ) 阶群一定是交

换群 .

11 . 试构造 21 阶非交换群的特征标表 .

12 . 设ρ是 G 的一个表示 .试证关于ρ″:

ρ″( A) = (ρ( A- 1 ) ) T ,  A ∈ G

的一些有关结论 :

(1 ) ρ″是 G 的一个表示 ;

(2 ) 如ρ不可约 , 则ρ″也不可约 ;

(3 ) 如果表示ρ与τ等价 , 则ρ″与τ″也等价 .
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复  习  题

1 . a1 , a2 ,⋯ , an 是群 G 中 n 个元素 , 证明 : a1 a2 ⋯ an 与 ar ⋯

an a1 ⋯ ar - 1 ( 2≤ r≤ n) 共轭 ,因而它们的阶相等 .

2 . 证明 :在阶大于 2 的群中 , 存在非单位元素 a, b, 且 a≠ b,

使 ab= ba .

3 . A , B 是群 G 的子群 , a, b 是群 G 的元素 , 证明 : 如果 A a =

Bb,则 A = B .

4 . 如果 K 是群 G 的一个子集 , 用 K - 1 表示由 K 中每个元素

的逆元素组成的子集 :

K
- 1

= { a
- 1

| a∈ K} .

证明 :如果 K 是 G 的子群 H 的一个右陪集 , 则 K
- 1
是 H 的一个

左陪集 .

5 . 证明 :如果 a1 , a2 , ⋯ , ar 是 G 的子群 H 在 G 中的一个右

陪集代表系 ,那么 a
- 1

, a
- 1

2 , ⋯ , a
- 1
r 是 H 在 G 中的一个左陪集代

表系 .

6 . 设 H , K 都是群 G 的子群 , a 是 G 中的一个元素 .子集

H a K 称为子群 H , K 的一个双陪集 .证明 :

| Ha K| = | H|·| K∶ a
- 1

Ha ∩ K| .

  7 . 设 H 是 G 的一个非平凡子群 .证明

G≠∪
g∈ G

g - 1 Hg .

  8 . 设 A 与 B 是群 G 的两个子群 .证明 : 如果 A 与 B 的并集

A∪ B是 G 的一个子群 ,那么必有 A≤ B 或 B≤ A .

9 . 设 G是一个 pq 阶群 , p , q都是素数且 p < q, 则 G 的 q 阶

子群是 G 的特征子群 .



10 . 证明每个循环群都是无限循环群的同态象 .

11 . H 是 G 的一个指数为 r 的子群 , a 是 G 的一个中心元素 ,

则 ar∈ H .

12 . 设 A 是群 G 的一个极大交换子群 , 则 ZG ( A) = A .

13 . 设 A 是群 G 的一个交换子群 , 且对 A 中任一元素 a≠1

都有 ZG ( a) = A, 则对 G中任一元素 x 都有

x
- 1

A x = A 或 x
- 1

A x ∩ A = { e} .

  14 . 证明 : 不同构的 4 阶群共有两个 ,作出它们的乘法表 .

15 . 证明 :如果 G 有一个指数为 4 的正规子群 , 那么 G 一定有

指数为 2 的正规子群 .

16 . 设素数 p 是群 G 的阶 | G | 的最小素因子 , 则 G 的指数为

p 的子群 (如果存在 ) 一定是 G的正规子群 .

17 . 设 G 是一个群 , a 是 G 中的一个元素 .证明 : 如果 G 中恰

有两个元素与 a 共轭 , 则 G 一定不是单群 .

18 . 设 H 是群 G 的一个正规子群 , p 是一个素数 , | G∶ H | 与

p 互素 .求证 : G 的任一个 Sylow p-子群都包含在 H 中 .

19 . 设 G 是一个单群 , G 的阶不等于 2 ,φ是 G 到群 H 上的一

个同态映射 .证明 : 如果 H 有一个指数为 2 的正规子群 A, 那

么G
φ
≤ A .

20 . 设 A 是 G 的一个正规子群 , G/ A 是奇数阶有限群 .证明 :

G 中满足 a2 = e 的元素 a 都在 A 中 .

21 . 证明 :如果 H G 且 ( | H | , | G∶ H | ) = 1 ,则 H 是 G 的特

征子群 .

22 . 设 M 是单群 G 的一个极大子群 ,则 NG ( M) = M .

23 . 设 A 是 G 的特征子群 , B 是 G 的子群 , B/ A 是 G/ A 的特

征子群 ,那么 B 是 G 的特征子群 .

24 . 设φ是群 G 的一个自同构 ,并设对 G 中任意元素 a 都有

a
- 1

a
φ
∈ Z( G) .试证 : 对 G′中任一元素 b 都有 b

φ
= b .
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25 . 设 a1 , a2 , ⋯ , an 是群 G 中 n 个元素 , i1 , i2 , ⋯ , in 是 1 ,

2 , ⋯ , n 的一个排列 .求证 : a1 a- 1
i
1

a2 a- 1
i
2
⋯ an a - 1

i
n
∈G′.

26 . 证明 : 在 n次对称群中 , 阶为奇数的置换必为偶置换 .

27 . 证明 :

Sn = 〈( 1 , 2) , ( 1 , 3) ,⋯ , (1 , n)〉

= 〈( 1 , 2) , ( 1 , 2 , ⋯ , n)〉,

An = 〈( 1 , 2 , 3) , ( 1 , 2 , 4) ,⋯ , (1 ,2 , n)〉 .

  28 . 证明 : Sn 中一个置换σ是一个换位元素的充分必要条件

是σ可以表成两个同型置换之积 .

29 . 验证下列等式 :

( 1 , 2 , ⋯ ,2 k + 1 ) = ( k + 1 , k + 2 ,⋯ , 2 k + 1) (1 ,2 ,⋯ , k + 1 ) ;

(1 ,2 ,⋯ , 2 k) ( 2 k + 1 , 2 k + 2 ,⋯ , 2 k + 2 l)

= ( 2 k, k + l + 1 , k + l + 2 ,⋯ , 2 k + 2 l) ×

( 1 , 2 ,⋯ , 2 k, 2 k + 1 ,⋯ , k + l + 1 ) ( k ≤ l) .

  30 . 证明 S′n = An ,而且 An 中元素都是 Sn 的换位元素 .

31 . 证明{1 , 2 , 3 , 4 , 5}上的置换群

〈(1 ,2 ,3 ,4 ,5 ) , (2 ,3 ,5 ,4 ) , (1 ,6 ) ( 3 , 4)〉

是一个 3 重传递群 ,其阶为 120 .

32 . 证明 :〈( 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 ) , ( 2 , 6 ) ( 3 , 4 )〉是一个 168 阶

单群 .

33 . 设 G 是一个正则群 .证明 : 当且仅当 | G |是一个素数时 , G

是本原的 .

34 . 证明 : 如果本原群 G的次数是一个大于 2 的偶数 ,那么 G

的阶可被 4 整除 .

35 . G 是 S n 的一个半正则子群 , 证明 G 在 Sn 内的中心化子

是传递的 .

36 . G 是一个有限交换群 , 对 G 中任意元素 a 都有 ad = e 的

最小正整数 d 称做 G 的指数 .证明 G 中有 d 阶元素 .
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37 . G 是 n 阶交换群 , 证明 : G是循环群�G 的指数为 n .

38 . 证明 : (1 ) 有限域的乘法群是循环群 .

(2 ) 任一域的乘法群的有限子群是循环群 .

39 . 证明 : (1 ) 交换 p 群 G 的初等交换子群都包含在 G p 中 .

(2 ) 如果 G 的型不变量为 p
n
1 , p

n
2 , ⋯ , p

n
r , 则 G 共有 p

r
- 1

个 p 阶元素 .

40. 证明 : p
r
阶初等交换群的自同构群的阶为

p(
r
2

) ( pr - 1 ) ( pr - 1 - 1 )⋯ ( p - 1) .

  41 . 证明 : p
r
阶初等交换群的 p

m
阶子群的个数为

( pr - 1) ( pr - 1 - 1 )⋯ ( pr - m - 1 - 1 )
( pm - 1 ) ( pm - 1 - 1 )⋯ ( p - 1 )

.

  42 . 证明 : 如果交换 p 群 G 的型不变量为 p
n

1 , p
n
2 , ⋯ , p

n
r , 则

G 的 pm 阶初等交换子群的个数同上题 .

43 . 设 G 的阶为 p
k
1

1 p
k

2
2 ⋯ p

k
s

s ( p1 , p2 , ⋯ , ps 为不同素数 ) .证

明 : G 为交换群的充分必要条件为 G 有指数为 p
k

i
i ( i = 1 , 2 , ⋯ , s)

的交换正规子群 .

44 . 已知有限群 G 中恰有一半元素的阶都是 2 , 而另一半元

素组成的 G的一个子群 H ,试证 H 是一个奇阶交换群 .

45 . 证明 : p
2
阶非循环群是两个 p 阶循环群的直积 .

46 . p 是 一个素 数 , 证明 : Sp 有 ( p - 1 ) ! 个 p 阶 元素 ,

( p - 2) !个 p 阶子群 .

47 . p 是一个素数 , p < n< 2 p, 问 Sn 有多少个 p 阶元素 , 多少

个 p 阶子群 ? 如果 n = 2 p 呢 ?

48 . 证明 : p2 q2 ( p , q为相异素数 )阶群必可解 .

49 . 证明 : p
2

qr( p, q, r 为相异素数 ) 阶群或为可解群或与 60

阶单群 A5 同构 .

50 . 证明 30 阶群一定是可解群 .

51 . 找出全部互不同构的 30 阶群 .
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52 . 如果 p-群 P 有一个指数为 p2 的交换子群 , 则 P 必有指

数为 p
2
的正规交换子群 .

53 . 如果有限群 G 的每个极大子群都是单群 , 且在 G 中正

规 ,那么 G 是交换群 .

54 . 用 I( 1 ) ( G)表示群 G 的内自同构群 , I( 2 ) ( G) 表示 I( 1 ) ( G)

的内自同构群 ,一般地用 I
( k + 1 )

表示 I
( k)

的内自同构群 .证明 : G 是

幂零群的充分必要条件是存在一个正整数 n 使 G( n) 为单位群 .

55 . 设 G 是可解群 , | G | = mn; ( m, n) = 1 , m1 是 m 的一个因

数 .证明 : 如果 H 是 G 的一个 m1 阶正规子群 , 那么 H 一定是 G

的任一个 m 阶子群的正规子群 .

56 . 设 G 为有限幂零群 , G/ G′为循环群 , 证明 G是循环群 .

57 . p 是一个素数 , 试决定 p 元有限域 Fp = Z/ ( p) 上一般线

性群 GLn ( Fp )的阶 .

58 . 给定复矩阵

I =
i  0

0 - i
, J =

 0 1

- 1 0
, K =

0 i

i 0
,

( i 为虚单位 ) .令 S = { I, J, K} ,求复数域上一般线性群 GL2 ( C ) 中

包含集合 S 的最小子群 .

59 . ( 1) 设χ是交换群 G 的一个特征标 , 则

∑
A∈ G

| χ( A) |
2
≥ | G |·χ( 1) .

  (2 ) 设 H 是 G 的一个交换子群 ,χ是 G 的一个不可约特征

标 ,则

χ( 1) ≤ | G∶ H | .

  60 . 设χ是群的一个不可约特征标 , H≠{ e}是 G 的一个交换

子群 ,并设χ( 1) = | G∶ H | ,则有 :

(1 ) 对 G - H 中的元素 A , 均有χ( A) = 0;

(2 ) H 中包含 G 的非平凡交换正规子群 .
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