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内 容 简 介
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序   言

(修订版 )

为了实现我国的四个现代化 ,我们不但要学习和掌握先进的科学技术 , 而且要学习和

掌握现代化的科学管理方法。近几年来 ,我们从管理实践中更加认识到 , 由于计划和管理

不当 ,在时间、人力、物力和资金等方面造成了很大的浪费 , 从而给我国的经济建设带来了

严重损失。为了适应现代化管理的需要 ,最近几年在我国许多工科院校中 , 相继建立了一

些工业经济、工商管理或系统工程等系或专业 , 并且都开设了运筹学的课程。

运筹学是近几十年来发展起来的一门新兴学科。它的目的是为行政管理人员在做决

策时提供科学的依据。因此 ,它是实现管理现代化的有力工具。运筹学在生产管理、工程

技术、军事作战、科学试验、财政经济以及社会科学中都得到了极为广泛的应用。

应用运筹学去处理问题时 ,有两个重要的特点 : 一是从全局的观点出发 ; 二是通过建

立模型 ,如数学模型或模拟模型 , 对于要求解的问题得到最合理的决策。在建立模型和求

解的过程中 ,往往要用到一些数学方法和技巧。因此 , 许多运筹学工作者 , 特别是中国的

运筹学工作者 ,往往都是来自数学专业。由于这个原因 , 目前国内流行的有关运筹学的教

科书 ,多半偏重于数学方法的论证 , 对于解决实际问题时所需要的建立模型的概念与解题

的技巧不够重视。这种情况不太适宜于工科院校学生的需要。本书是专为工科院校的经

济管理专业的学生编写的。内容上力求深入浅出 ,文字通俗易懂 , 方法上着重于思路和几

何的直观解释 ,并尽量结合经济管理专业举一些实例。

本书自 1982 年出版以来 , 受到工科院校从事运筹学教学的老师和学习运筹学的学生

们的欢迎 , 1990 年修订版已经被国家教委管理工程类专业教材委员会推荐为经济管理类

通用教材。在总结多年本书教学经验基础上 ,吸收了广大读者的意见 , 作者们做了进一步

修改和增补 ,增加了绪论部分、目标规划、多目标决策等 , 原来各章也根据不同情况做了修

改。它的出版无疑对我国运筹学教学以及促进运筹学的研究都将是有意义的。

中国数学会运筹学会  许国志  桂湘云
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第三版前言

1980 年 11 月在天津大学召开了教育部直属高等工科院校经济管理工程专业的第二

次座谈会 (管理工程专业协作组会议 ) 。会上讨论了六门课的教学大纲。与会运筹学教师

虽然初次见面 ,但志同道合地决定集体编写《运筹学》教材。参加编写的作者有 : 李维铮 、

郭耀煌、甘应爱、田丰、郑大本 、李梅生、胡运权、钱颂迪、顾基发、李德 。《运筹学》试用教

材的编写完成后 ,于 1982 年 2 月由清华大学出版社出版。该书是国内首次出版的运筹学

大学教材 ,受到各方面普遍的关注。经各校使用后 , 总结经验 , 在 1990 年出版了修订版 ,

参加修订的作者有 : 甘应爱、田丰、李维铮 、李梅生、陈秉正、郑大本 、胡运权、顾基发、郭

耀煌、钱颂迪、薛华成。现又经过 14 年。运筹学的研究和应用在我国获得了更大发展。

为适应当前高校运筹学教学和科研的需要 , 本教材再次修订和出版第三版。参加这次修

订的作者 ,除个别的还年轻外 , 大部分作者已退居二线或已退休。本教材从开始编写到第

三版出版 ,自始至终充分体现了作者之间的真诚合作精神。当第三版出版时 , 我们深深地

怀念已去世的作者李德、郑大本、李维铮三位教授。

这次修订的主导思想是 :教材中的内容都是运筹学的基础知识 , 所以全书的内容不做

大变动 ,在文字表达和内容阐述方面力求简明正确。修改陈旧的内容 , 个别的章节给予重

写 ,如修订后网络计划一章的术语与符号都符合新的技术规程 , 适当增加新内容。

我国拥有资源量 ,按人均来看 , 是一个资源相对贫乏的国家。如何合理、有效、经济地

利用资源 ,是一个迫切需要研究解决的问题。提高管理工作的效能和效益 , 使人尽其才 ,

物尽其用 ,将运筹学的方法应用于实践 , 运筹学的应用有着广阔的前景。管理工作者、科

学工作者和从事工程科学管理的人们都需要学习和掌握这门科学 ,以适应我国 21 世纪经

济建设的需要。

参加本次修订的作者为 :

一、绪论           顾基发 ( 中国科学院系统科学研究所 )

二、线性规划和目标规划 钱颂迪 ( 南京航天管理干部学院 )

胡运权 ( 哈尔滨工业大学管理学院 )

三、整数规划 李维铮 (天津大学管理学院 )

四、非线性规划 郭耀煌 ( 西南交通大学经济管理学院 )

五、动态规划 甘应爱 ( 华中科技大学 )

六、图与网络分析

  第 10 章 田  丰 ( 中国科学院系统科学研究所 )

  第 11 章 钱颂迪

七、排队论 李维铮 (天津大学管理学院 )

八、存储论 李梅生 ( 华中科技大学 )
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九、对策论 陈秉正 ( 清华大学管理学院 )

十、决策论

  第 15 章 钱颂迪

  第 16 章 顾基发

十一、启发式方法

  第 17 章 郭耀煌

本书如有不妥之处 ,敬请广大读者批评指正。

作者
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     一、绪   论      

第 1 节  运筹学的简史

  运筹学作为科学名字出现在 20 世纪 30 年代末。当时英、美对付德国的空袭 , 雷达作

为防空系统的一部分 ,从技术上是可行的 , 但实际运用时却并不好用。为此一些科学家研

究如何合理运用雷达开始进行一类新问题的研究。因为它与研究技术问题不同 , 就称之

为“运用研究”( operational research ) (我国在 1956 年曾用过运用学的名词 , 到 1957 年正

式定名为运筹学 )。为了进行运筹学研究 , 在英、美的军队中成立了一些专门小组 , 开展了

护航舰队保护商船队的编队问题和当船队遭受德国潜艇攻击时 , 如何使船队损失最少的

问题的研究。研究了反潜深水炸弹的合理爆炸深度后 , 使德国潜艇被摧毁数增加到

400% ; 研究了船只在受敌机攻击时 ,提出了大船应急转向和小船应缓慢转向的逃避方法。

研究结果使船只在受敌机攻击时 ,中弹数由 47%降到 29 %。当时研究和解决的问题都是

短期的和战术性的。第二次世界大战后在英、美军队中相继成立了更为正式的运筹研究

组织。并以兰德公司 ( RA ND )为首的一些部门开始着重研究战略性问题、未来的武器系

统的设计和其可能合理运用的方法。例如为美国空军评价各种轰炸机系统 , 讨论了未来

的武器系统和未来战争的战略。他们还研究了苏联的军事能力及未来的预报 , 分析苏联

政治局计划的行动原则和将来的行动预测。到 20 世纪 50 年代 , 由于开发了各种洲际导

弹 ,到底发展哪种导弹 , 运筹学界也投入了争论。到 20 世纪 60 年代 , 参与了战略力量的

构成和数量问题研究 ,除军事方面的应用研究以外 , 相继在工业、农业、经济和社会问题等

各领域都有应用。与此同时 ,运筹数学有了飞快的发展 , 并形成了运筹学的许多分支。如

数学规划 (线性规划、非线性规则、整数规划、目标规划、动态规划、随机规划等 )、图论与网

络、排队论 ( 随机服务系统理论 )、存储论、对策论、决策论、维修更新理论、搜索论、可靠性

和质量管理等。作为运筹学的早期工作其历史可追溯到 1914 年 , 军事运筹学中的兰彻斯

特 ( Lanchester )战斗方程是在 1914 年提出的。排队论的先驱者丹麦工程师爱尔朗 ( Er-

lang )1917 年在哥本哈根电话公司研究电话通信系统时 , 提出了排队论的一些著名公式。

存储论的最优批量公式是在 20 世纪 20 年代初提出的。在商业方面列温逊在 20 世纪 30

年代已用运筹思想分析商业广告、顾客心理。线性规划是由丹捷格 ( G. B. Dantzig ) 在

1947 年发表的成果。所解决的问题是美国制定空军军事规划时提出的 , 并提出了求解线

性规划问题的单纯形法。而早在 1939 年前苏联的学者康托洛维奇 (Л.В.Канторович) 在

解决工业生产组织和计划问题时 ,已提出了类似线性规划的模型 , 并给出了“解乘数法”的

求解方法。由于当时未被领导重视 ,直到 1960 年康托洛维奇再次发表了《最佳资源利用

的经济计算》一书后 , 才受到国内外的一致重视。为此康托洛维奇得到了诺贝尔奖金。值

得一提的是丹捷格认为线性规划模型的提出是受到了列昂节夫的投入产出模型 ( 1932

年 )的影响。关于线性规划的理论是受到了冯·诺依曼 ( Von N eumann) 的帮助。冯·诺

·1·



依曼和摩根斯坦 ( O. Morgen ste rn)合著的《对策论与经济行为》(1944 年 )是对策论的奠基

作 ,同时该书已隐约地指出了对策论与线性规划对偶理论的紧密联系。线性规划提出后

很快受到经济学家的重视 ,如在第二次大战中从事运输模型研究的美国经济学家库普曼

斯 ( T. C. Koopmans ) ,他很快看到了线性规划在经济中应用的意义 , 并呼吁年轻的经济学

家要关注线性规划。其中阿罗、萨谬尔逊、西蒙、多夫曼和胡尔威茨等都获得了诺贝尔奖

金 ,并在运筹学某些领域中发挥过重要作用。回顾一下最早投入运筹学领域工作的诺贝

尔奖金获得者、美国物理学家勃拉凯特 ( Blacket t )领导的第一个以运筹学命名的小组是有

意义的。由于该小组的成员复杂 ,人们戏称它为勃拉凯特马戏团 , 其实是一个由各方面专

家组成的交叉学科小组。从以上简史可见 ,为运筹学的建立和发展作出贡献的有物理学

家、经济学家、数学家、其他专业的学者、军官和各行业的实际工作者。

最早建立运筹学会的国家是英国 ( 1948 年 ) , 接着是美国 ( 1952 年 ) 、法国 ( 1956 年 )、

日本和印度 (1957 年 )等。到 2005 年为止 ,国际上已有 48 个国家和地区建立了运筹学会

或类似的组织。我国的运筹学会成立在 1980 年。在 1959 年英、美、法三国的运筹学会发

起成立了国际运筹学联合会 ( IFORS) , 以后各国的运筹学会纷纷加入 , 我国于 1982 年加

入该会。此外还有一些地区性组织 ,如欧洲运筹学协会 ( EU RO )成立于 1975 年 , 亚太运

筹学协会 ( APORS)成立于 1985 年。

在 20 世纪 50 年代中期钱学森、许国志等教授将运筹学由西方引入我国 , 并结合我国

的特点在国内推广应用。在经济数学方面 , 特别是投入产出表的研究和应用开展较早。

质量控制 (后改为质量管理 ) 的应用也有特色。在此期间以华罗庚教授为首的一大批数学

家加入到运筹学的研究队伍 ,使运筹数学的很多分支很快跟上当时的国际水平。

第 2 节  运筹学的性质和特点

运筹学是一门应用科学 ,至今还没有统一且确切的定义。提出以下几个定义来说明

运筹学的性质和特点。莫斯 ( P. M. Morse )和金博尔 ( G. E. Kimball )曾对运筹学下的定义

是 :“为决策机构在对其控制下业务活动进行决策时 , 提供以数量化为基础的科学方法。”

它首先强调的是科学方法 ,这含义不单是某种研究方法的分散和偶然的应用 , 而是可用于

整个一类问题上 ,并能传授和有组织地活动。它强调以量化为基础 , 必然要用数学。但任

何决策都包含定量和定性两方面 ,而定性方面又不能简单地用数学表示 , 如政治、社会等

因素 ,只有综合多种因素的决策才是全面的。运筹学工作者的职责是为决策者提供可以

量化方面的分析 ,指出那些定性的因素。另一定义是 :“运筹学是一门应用科学 , 它广泛应

用现有的科学技术知识和数学方法 ,解决实际中提出的专门问题 , 为决策者选择最优决策

提供定量依据。”这定义表明运筹学具有多学科交叉的特点 , 如综合运用经济学、心理学、

物理学、化学中的一些方法。运筹学是强调最优决策 ,“最”是过分理想了 , 在实际生活中

往往用次优、满意等概念代替最优。因此 , 运筹学的又一定义是 :“运筹学是一种给出问题

坏的答案的艺术 ,否则的话问题的结果会更坏。”

为了有效地应用运筹学 ,前英国运筹学学会会长托姆林森提出六条原则 :

(1 ) 合伙原则。是指运筹学工作者要和各方面人 , 尤其是同实际部门工作者合作。

(2 ) 催化原则。在多学科共同解决某问题时 , 要引导人们改变一些常规的看法。
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(3 ) 互相渗透原则。要求多部门彼此渗透地考虑问题 , 而不是只局限于本部门。

(4 ) 独立原则。在研究问题时 , 不应受某人或某部门的特殊政策所左右 , 应独立从事

工作。

(5 ) 宽容原则。解决问题的思路要宽 , 方法要多 ,而不是局限于某种特定的方法。

(6 ) 平衡原则。要考虑各种矛盾的平衡 , 关系的平衡。

第 3 节  运筹学的工作步骤

运筹学在解决大量实际问题过程中形成了自己的工作步骤。

(1 ) 提出和形成问题。即要弄清问题的目标 , 可能的约束 ,问题的可控变量以及有关

参数 ,搜集有关资料 ;

(2 ) 建立模型。即把问题中可控变量、参数和目标与约束之间的关系用一定的模型

表示出来 ;

(3 ) 求解。用各种手段 ( 主要是数学方法 , 也可用其他方法 ) 将模型求解。解可以是

最优解、次优解、满意解。复杂模型的求解需用计算机 ,解的精度要求可由决策者提出 ;

(4 ) 解的检验。首先检查求解步骤和程序有无错误 , 然后检查解是否反映现实问题 ;

(5 ) 解的控制。通过控制解的变化过程决定对解是否要作一定的改变 ;

(6 ) 解的实施。是指将解用到实际中必须考虑到实施的问题 , 如向实际部门讲清解

的用法 ,在实施中可能产生的问题和修改。

以上过程应反复进行。

第 4 节  运筹学的模型

运筹学在解决问题时 ,按研究对象不同可构造各种不同的模型。模型是研究者对客

观现实经过思维抽象后用文字、图表、符号、关系式以及实体模样描述所认识到的客观对

象。模型的有关参数和关系式是较容易改变 , 这样是有助于问题的分析和研究。利用模

型可以进行一定预测、灵敏度分析等。

模型有三种基本形式 :①形象模型 ; ②模拟模型 ; ③符号或数学模型。目前用得最多

的是符号或数学模型。构造模型是一种创造性劳动 , 成功的模型往往是科学和艺术的结

晶 ,构模的方法和思路有以下五种 :

(1 ) 直接分析法。按研究者对问题内在机理的认识直接构造出模型。运筹学中已有

不少现存的模型 ,如线性规划模型、投入产出模型、排队模型、存储模型、决策和对策模型

等。这些模型都有很好的求解方法及求解的软件 ,但用这些现存的模型研究问题时 , 要注

意不能生搬硬套。

(2 ) 类比法。有些问题可以用不同方法构造出模型 , 而这些模型的结构性质是类同

的 ,这就可以互相类比。如物理学中的机械系统、气体动力学系统、水力学系统、热力学系

统及电路系统之间就有不少彼此类同的现象。甚至有些经济系统、社会系统也可以用物

理系统来类比。在分析一些经济、社会问题时 , 不同国家之间有时也可以找出某些类比的
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现象。

(3 ) 数据分析法。对有些问题的机理尚未了解清楚 , 若能搜集到与此问题密切相关

的大量数据 ,或通过某些试验获得大量数据 , 这就可以用统计分析法建模。

(4 ) 试验分析法。当有些问题的机理不清 , 又不能做大量试验来获得数据 , 这时只能

通过做局部试验的数据加上分析来构造模型。

(5 ) 想定 ( 构想 )法 ( scenario)。当有些问题的机理不清 , 又缺少数据 , 又不能做试验

来获得数据时 ,例如一些社会、经济、军事问题 , 人们只能在已有的知识、经验和某些研究

的基础上 ,对于将来可能发生的情况给出逻辑上合理的设想和描述。然后用已有的方法

构造模型 ,并不断修正完善 , 直至比较满意为止。

模型的一般数学形式可用下列表达式描述 :

目标的评价准则 U = f ( x i , yj ,ξk )

约束条件 g( xi , y j ,ξk )≥0

其中 : xi———可控变量 ;

yj ———已知参数 ;

ζk ———随机因素。

目标的评价准则一般要求达到最佳 ( 最大或最小 )、适中、满意等。准则可以是单一

的 ,也可是多个的。约束条件可以没有 , 也可有多个。当 g 是等式时 , 即为平衡条件。当

模型中无随机因素时 ,称它为确定性模型 , 否则为随机模型。随机模型的评价准则可用期

望值 ,也可用方差 , 还可用某种概率分布来表示。当可控变量只取离散值时 , 称为离散模

型 ,否则称为连续模型。也可按使用的数学工具将模型分为代数方程模型、微分方程模

型、概率统计模型、逻辑模型等。若用求解方法来命名时 ,有直接最优化模型、数字模拟模

型、启发式模型。也有按用途来命名的 , 如分配模型、运输模型、更新模型、排队模型、存储

模型等。还可以用研究对象来命名 , 如能源模型、教育模型、军事对策模型、宏观经济模

型等。

第 5 节  运筹学的应用

在介绍运筹学的简史时 ,已提到了运筹学在早期的应用 , 主要在军事领域。第二次世

界大战后运筹学的应用转向民用 ,这里只能对某些重要领域给予简述。

(1 ) 市场销售。主要应用在广告预算和媒介的选择、竞争性定价、新产品开发、销售

计划的制定等方面。如美国杜邦公司在 20 世纪 50 年代起就非常重视将运筹学用于研究

如何做好广告工作 ,产品定价和新产品的引入。通用电力公司对某些市场进行模拟研究。

(2 ) 生产计划。在总体计划方面主要用于总体确定生产、存储和劳动力的配合等计

划 ,以适应波动的需求计划 , 用线性规划和模拟方法等。如巴基斯坦某一重型制造厂用线

性规划安排生产计划 ,节省 10%的生产费用。还可用于生产作业计划、日程表的编排等。

此外 ,还有在合理下料、配料问题、物料管理等方面的应用。

(3 ) 库存管理。主要应用于多种物资库存量的管理 , 确定某些设备的能力或容量 , 如

停车场的大小、新增发电设备的容量大小、电子计算机的内存量、合理的水库容量等。美

国某机器制造公司应用存储论后 ,节省 18%的费用。目前国外新动向是将库存理论与计
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算机的物资管理信息系统相结合。如美国西电公司 , 从 1971 年起用 5 年时间建立了“西

电物资管理系统”, 使公司节省了大量物资存储费用和运费 ,而且减少了管理人员。

(4 ) 运输问题。这涉及空运、水运、公路运输、铁路运输、管道运输、厂内运输。空运

问题涉及飞行航班和飞行机组人员服务时间安排等。为此在国际运筹学协会中设有航空

组 ,专门研究空运中的运筹学问题。水运有船舶航运计划、港口装卸设备的配置和船到港

后的运行安排。公路运输除了汽车调度计划外 ,还有公路网的设计和分析 , 市内公共汽车

路线的选择和行车时刻表的安排 ,出租汽车的调度和停车场的设立。铁路运输方面的应

用就更多了。

(5 ) 财政和会计。这里涉及预算、贷款、成本分析、定价、投资、证券管理、现金管理

等。用得较多的方法是统计分析、数学规划、决策分析。此外还有盈亏点分析法、价值分

析法等。

(6 ) 人事管理。这里涉及六个方面 , 首先是人员的获得和需求估计 ; 第二是人才的开

发 ,即进行教育和训练 ; 第三是人员的分配 ,主要是各种指派问题 ; 第四是各类人员的合理

利用问题 ;第五是人才的评价 , 其中有如何测定一个人对组织、社会的贡献 ; 第六是工资和

津贴的确定等。

(7 ) 设备维修、更新和可靠性、项目选择和评价。

(8 ) 工程的优化设计。这在建筑、电子、光学、机械和化工等领域都有应用。

(9 ) 计算机和信息系统。可将运筹学用于计算机的内存分配 , 研究不同排队规则对

磁盘工作性能的影响。有人利用整数规划寻找满足一组需求文件的寻找次序 ,利用图论、

数学规划等方法研究计算机信息系统的自动设计。

(10) 城市管理。这里有各种紧急服务系统的设计和运用 ,如救火站、救护车、警车等

分布点的设立。美国曾用排队论方法来确定纽约市紧急电话站的值班人数。加拿大曾研

究一城市的警车的配置和负责范围 ,出事故后警车应走的路线等。此外有城市垃圾的清

扫、搬运和处理 ; 城市供水和污水处理系统的规划⋯⋯

我国运筹学的应用是在 1957 年始于建筑业和纺织业。在理论联系实际的思想指导

下 ,从 1958 年开始在交通运输、工业、农业、水利建设、邮电等方面都有应用。尤其是在运

输方面 ,从物资调运、装卸到调度等。在粮食部门的为解决合理粮食调运问题 ,提出了“图

上作业法”。我国的运筹学工作者从理论上证明了它的科学性。在解决邮递员合理投递

路线时 ,管梅谷提出了国外称之为“中国邮路问题”的解法。在工业生产中推广了合理下

料 ,机床负荷分配。在纺织业中曾用排队论方法解决细纱车间劳动组织 , 最优折布长度等

问题。在农业中研究了作业布局、劳力分配和麦场设置等。从 20 世纪 60 年代起我国的

运筹学工作者在钢铁和石油部门开展较全面的和深入的应用 ; 投入产出法在钢铁部门首

先得到应用。从 1965 年起统筹法的应用在建筑业、大型设备维修计划等方面取得可喜的

进展。从 1970 年起在全国大部分省、市和部门推广优选法。其应用范围有配方、配比的

选择、生产工艺条件的选择、工艺参数的确定、工程设计参数的选择、仪器仪表的调试等。

在 20 世纪 70 年代中期最优化方法在工程设计界得到广泛的重视。在光学设计、船舶设

计、飞机设计、变压器设计、电子线路设计、建筑结构设计和化工过程设计等方面都有成

果。从 20 世纪 70 年代中期排队论开始应用于研究矿山、港口、电讯和计算机的设计等方

面。图论曾用于线路布置和计算机的设计、化学物品的存放等。存储论在我国应用较晚 ,

·5·



20 世纪 70 年代末在汽车工业和其他部门取得成功。近年来运筹学的应用已趋向研究规

模大和复杂的问题 ,如部门计划、区域经济规划等 ;并已与系统工程难以分解。

第 6 节  运筹学的展望

关于运筹学将往哪个方向发展 ,从 20 世纪 70 年代起西方运筹学工作者有种种观点 ,

至今还未说清。这里提出某些运筹学界的观点 , 供研究参考。美国前运筹学会主席邦特

( S. Bonder )认为 ,运筹学应在三个领域发展 : 运筹学应用、运筹科学和运筹数学。并强调

发展前两者 ,从整体讲应协调发展。事实上运筹数学到 20 世纪 70 年代已形成一系列强

有力的分支 ,数学描述相当完善 , 这是一件好事。正是这一点使不少运筹学界的前辈认

为 ,有些专家钻进运筹数学的深处 , 而忘掉了运筹学的原有特色 , 忽略了多学科的横向交

叉联系和解决实际问题的研究。近几年来出现一种新的批评 , 指出有些人只迷恋于数学

模型的精巧、复杂化 , 使用高深的数学工具 ,而不善于处理面临大量新的不易解决的实际

问题。现代运筹学工作者面临的大量新问题是经济、技术、社会、生态和政治等因素交叉

在一起的复杂系统。因此 ,从 20 世纪 70 年代末至 20 世纪 80 年代初不少运筹学家提出 :

要大家注意研究大系统 ,注意与系统分析相结合。美国科学院国际开发署写了一本书 , 其

书名就把系统分析和运筹学并列。有的运筹学家提出了“要从运筹学到系统分析”的报

告。由于研究新问题的时间范围很长 ,因此必须与未来学紧密结合。由于面临的问题大

多是涉及技术、经济、社会、心理等综合因素的研究 , 在运筹学中除常用的数学方法以外 ,

还引入一些非数学的方法和理论。曾在 20 世纪 50 年代写过“运筹学的数学方法”的美国

运筹学家沙旦 ( T. L. Saaty) , 他在 20 世纪 70 年代末提出了层次分析法 ( A H P ) , 并认为过

去过分强调细巧的数学模型 ,可是它很难解决那些非结构性的复杂问题。因此宁可用看

起来是简单和粗糙的方法 , 加上决策者的正确判断 , 却能解决实际问题。切克兰特

( P. B. Checkland)把传统的运筹学方法称为硬系统思考 , 它适用于解决那种结构明确的

系统以及战术和技术性问题 ,而对于结构不明确的 , 有人参与活动的系统就不太胜任了。

这就应采用软系统思考方法 , 相应的一些概念和方法都应有所变化 , 如将过分理想化的

“最优解”换成“满意解”。过去把求得的“解”看作精确的、不能变的凝固的东西 , 而现在要

以“易变性”的理念看待所得的“解”,以适应系统的不断变化。解决问题的过程是决策者

和分析者发挥其创造性的过程 ,这就是进入 20 世纪 70 年代以来人们愈来愈对人机对话

的算法感兴趣的原因。在 20 世纪 80 年代中一些重要的与运筹学有关的国际会议中 , 大

多数认为决策支持系统是使运筹学发展的一个好机会。进入 20 世纪 90 年代和 21 世纪

初期 ,发生两个很重要的趋势。一个是软运筹学崛起。主要发源地是在英国。1989 年英

国运筹学学会开了一个会议 ,后来由罗森汉特 ( J. Rosenhead ) 主编了一本论文集 , 后来被

称为软运筹学的“圣经”。里面提到了不少新的属于软运筹的方法。如软系统方法论

( SSM : Checkland )、战略假设表面化与检验 ( SAS T : Mason & Mit roff) 、战略选择 ( SC :

F riend)、问题结构法 ( PSM : Bryant & Rosenhead )、超对策 ( hypergame: Benett )、亚对策

( Metagame: Howard)、战略选择发展与分析 ( SODA : Eden )、生存系统模型 ( VSM : Beer )、

对话式计划 ( IP : Ackoff) 、批判式系统启发 ( CS H : Ulrich) 等。2001 年该书出版修订版 , 增

加了很多实例。另一个趋势是与优化有关的 ,即软计算。这种方法不追求严格最优 , 具有
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启发式思路 ,并借用来自生物学、物理学和其他学科的思想来解寻优方法。其中最著名的

有遗传算法 ( GA : Holland) 、模拟退火 ( SA : Metropolis )、神经网络 ( N N ) 、模糊逻辑 ( FL :

Zadeh)、进化计算 ( EC) 、禁忌算法 ( TS )、蚁群优化 ( ACO: Dorigo )等。目前国际上已有世

界软计算协会。2004 年召开第 9 届国际会议。但都是在网络上开会 , 并且有杂志 : Ap-

plied soft computing。此外在一些老的分支方面 , 如线性规划也出现新的亮点 , 如内点

法 ;图论中出现无标度网络 ( scale-free networ k)等。总之运筹学还在不断发展中 , 新的思

想、观点和方法不断地出现。本书作为一本教材 , 所提供的一些运筹学思想和方法都是基

本的 ,作为学习运筹学的读者必须掌握的知识。
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  二、线性规划与目标规划   

线性规划是运筹学的一个重要分支。自 1947 年丹捷格 ( G. B. Dantzig ) 提出了一般

线性规划问题求解的方法———单纯形法之后 ,线性规划在理论上趋向成熟 , 在实用中日益

广泛与深入。特别是在电子计算机能处理成千上万个约束条件和决策变量的线性规划问

题之后 ,线性规划的适用领域更为广泛了。从解决技术问题的最优化设计到工业、农业、

商业、交通运输业、军事、经济计划和管理决策等领域都可以发挥作用。它已是现代科学

管理的重要手段之一。查恩斯 ( A. Charnes ) 与库伯 ( W. W. Cooper ) 继丹捷格之后 , 于

1961 年提出了目标规划 , 艾吉利 ( Y. Ijiri )提出了用优先因子来处理多目标问题 , 使目标

规划得到发展。近十多年来斯·姆·李 ( S. M. Lee )与杰斯开莱尼 ( V . Jaaskelainen )应用

计算机处理目标规划问题 ,使目标规划在实际应用方面比线性规划更广泛 , 更为管理者所

重视。

第 1 章  线性规划与单纯形法

第 1 节  线性规划问题及其数学模型

1. 1  问题的提出

  在生产管理和经营活动中经常提出一类问题 , 即如何合理地利用有限的人力、物力、

财力等资源 ,以便得到最好的经济效果。

例 1  某工厂在计划期内要安排生产Ⅰ、Ⅱ两种产品 ,已知生产单位产品所需的设备

台时及 A、B 两种原材料的消耗 , 如表 1-1 所示。

表  1-1

Ⅰ Ⅱ

设   备 1 ’2 ‘8 台时

原材料 A 4 ’0 ‘16 kg

原材料 B 0 ’4 ‘12 kg

该工厂每生产一件产品Ⅰ可获利 2 元 ,每生产一件产品Ⅱ可获利 3 元 , 问应如何安排

计划使该工厂获利最多 ? 这问题可以用以下的数学模型来描述 , 设 x1 、x2 分别表示在计

划期内产品Ⅰ、Ⅱ的产量。因为设备的有效台时是 8 , 这是一个限制产量的条件 , 所以在

确定产品Ⅰ、Ⅱ的产量时 , 要考虑不超过设备的有效台时数 ,即可用不等式表示为 :

x1 + 2 x2 ≤8
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同理 ,因原材料 A、B 的限量 ,可以得到以下不等式

4 x1   ≤16

  4 x2 ≤12

该工厂的目标是在不超过所有资源限量的条件下 , 如何确定产量 x1 、x2 以得到最大的利

润。若用 z 表示利润 ,这时 z = 2 x1 + 3 x2 。综合上述 , 该计划问题可用数学模型表示为 :

目标函数     max z = 2 x1 + 3 x2

满足约束条件 :

 x1 + 2 x2 ≤8

4 x1   ≤16

  4 x2 ≤12

x1 , x2 ≥0

例 2  靠近某河流有两个化工厂 (见图 1 -1) , 流经第一化工厂的河流流量为每天 500

图  1 -1

万立方米 , 在两个工厂之间有一条流量

为每天 200 万立方米的支流。第一化工

厂每天排放含有某种有害物质的工业污

水 2 万立方米 ,第二化工厂每天排放这种

工业污水 1. 4 万立方米。从第一化工厂

排出的工业污水流到第二化工厂以前 , 有 20% 可自然净化。根据环保要求 , 河流中工业

污水的含量应不大于 0. 2%。这两个工厂都需各自处理一部分工业污水。第一化工厂处

理工业污水的成本是 1000 元/ 万立方米 ,第二化工厂处理工业污水的成本是 800 元/ 万立

方米。现在要问在满足环保要求的条件下 ,每厂各应处理多少工业污水 , 使这两个工厂总

的处理工业污水费用最小。

这个问题可用数学模型来描述。设第一化工厂每天处理工业污水量为 x1 万立方米 ,

第二化工厂每天处理工业污水量为 x2 万立方米 , 从第一化工厂到第二化工厂之间 , 河流

中工业污水含量要不大于 0. 2% ,由此可得近似关系式 (2 - x1 )/ 500≤2/ 1000。

流经第二化工厂后 ,河流中的工业污水量仍要不大于 0. 2% , 这时有近似关系式

[0. 8 (2 - x1 ) + ( 1. 4 - x2 ) ]/ 700≤2/ 1000

由于每个工厂每天处理的工业污水量不会大于每天的排放量 ,故有 x1 ≤2; x2 ≤1. 4

这问题的目标是要求两厂用于处理工业污水的总费用最小 , 即 z = 1000 x1 + 800 x2 。综合

上述 ,这个环保问题可用数学模型表示为 :

目标函数  min z = 1000 x1 + 800 x2

满足约束条件  

 x1   ≥1

0. 8 x1 + x2 ≥1. 6

 x1   ≤2

 x2   ≤1. 4

 x1 , x2 ≥0

从以上两例可以看出 ,它们都是属于一类优化问题。它们的共同特征 :

(1 ) 每一个问题都用一组决策变量 ( x1 , x2 ,⋯ , xn )表示某一方案 , 这组决策变量的值

就代表一个具体方案。一般这些变量取值是非负且连续的。

(2 ) 存在一定的约束条件 , 这些约束条件可以用一组线性等式或线性不等式来表示。
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(3 ) 都有一个要求达到的目标 , 它可用决策变量的线性函数 (称为目标函数 ) 来表示。

按问题的不同 ,要求目标函数实现最大化或最小化。

满足以上三个条件的数学模型称为线性规划的数学模型。其一般形式为 :

目标函数 max ( min) z = c1 x1 + c2 x2 + ⋯ + cn x n ( 1 -1)

满足约束条件

a11 x1 + a12 x2 + ⋯ + a1 n x n ≤ ( = ,≥ ) b1

a21 x1 + a22 x2 + ⋯ + a2 n x n ≤ ( = ,≥ ) b2

      ⋯

am1 x1 + am2 x2 + ⋯ + am n x n ≤ ( = , ≥ ) bm

 x1 ,  x2 ,  ⋯ ,  xn ≥0

( 1 -2)

( 1 -3)

在线性规划的数学模型中 ,式 ( 1 -1 )称为目标函数 ; 式 ( 1 -2 )、式 ( 1 -3) 称为约束条件 ;

式 (1 -3)也称为变量的非负约束条件。

1. 2  图解法

图解法简单直观 ,有助于了解线性规划问题求解的基本原理。现对上述例 1 用图解

法求解。在以 x1 、x2 为坐标轴的直角坐标系中 , 非负条件 x1 , x2 ≥0 是指第一象限。例 1

图  1 -2

的每个约束条件都代表一个半平面。如约束

条件 x1 + 2 x2 ≤8 是代表以直线 x1 + 2 x2 = 8

为边界的左下方的半平面 , 若同时满足 x1 ,

x2 ≥0 , x1 + 2 x2 ≤ 8 , 4 x1 ≤16 和 4 x2 ≤12 的

约束条件的点 , 必然落在 x1 , x2 坐标轴和由

这三个半平面交成的区域内。由例 1 的所有

约束条件为半平面交成的区域见图 1 -2中的

阴影部分。阴影区域中的每一个点 (包括边

界点 ) 都是这个线性规划问题的解 ( 称可行

解 ) , 因而此区域是例 1 的线性规划问题的解

集合 ,称它为可行域。

再分析目标函数 z = 2 x1 + 3 x2 ,在这坐标平面上 , 它可表示以 z 为参数、- 2/ 3 为斜率

的一族平行线 :

图  1 -3

x2 = - ( 2/ 3) x1 + z/ 3

位于同一直线上的点 , 具有相同的目标函数

值 ,因而称它为“等值线”。当 z 值由小变大

时 ,直线 x2 = - ( 2/ 3 ) x1 + z/ 3 沿其法线方

向向右上方移动。当移动到 Q2 点时 , 使 z

值在可行域边界上实现最大化 ( 见图1 -3 ) ,

这就得到了例 1 的最优解 Q2 , Q2 点的坐标

为 (4 , 2 )。于是可计算出满足所有约束条件

下的最大值 z = 14。
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  这说明该厂的最优生产计划方案是 :生产 4 件产品Ⅰ , 生产 2 件产品Ⅱ , 可得最大利

润为 14 元。

上例中求解得到问题的最优解是唯一的 ,但对一般线性规划问题 , 求解结果还可能出

现以下几种情况 :

1. 无穷多最优解(多重最优解 )

若将例 1 中的目标函数变为求 max z = 2 x1 + 4 x2 , 则表示目标函数中以参数 z 的这

族平行直线与约束条件 x1 + 2 x2 ≤8 的边界线平行。当 z 值由小变大时 , 将与线段 Q2 Q3

重合 (见图 1 -4 )。线段 Q2 Q3 上任意一点都使 z 取得相同的最大值 ,这个线性规划问题有

无穷多最优解 (多重最优解 ) 。

2. 无界解

对下述线性规划问题

max z = x1 + x2

- 2 x1 + x2 ≤4

 x1 - x2 ≤2

 x1 , x2 ≥0

用图解法求解结果见图 1 -5。从图 1 -5 中可以看到 , 该问题可行域无界 , 目标函数值可以

增大到无穷大。称这种情况为无界解。

图  1 -4 图  1 -5

3. 无可行解

如果在例 1 的数学模型中增加一个约束条件 - 2 x1 + x2 ≥4 , 该问题的可行域为空集 ,

即无可行解 ,也不存在最优解。

当求解结果出现第 2、3 两种情况时 ,一般说明线性规划问题的数学模型有错误。前

者缺乏必要的约束条件 ,后者是有矛盾的约束条件 , 建模时应注意。

从图解法中直观地见到 , 当线性规划问题的可行域非空时 , 它是有界或无界凸多边

形。若线性规划问题存在最优解 ,它一定在有界可行域的某个顶点得到 ; 若在两个顶点同

时得到最优解 ,则它们连线上的任意一点都是最优解 , 即有无穷多最优解。

图解法虽然直观、简便 , 但当变量数多于三个以上时 , 它就无能为力了。所以在第 3
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节中要介绍一种代数法———单纯形法。为了便于讨论 , 先规定线性规划问题的数学模型

的标准型式。

1. 3  线性规划问题的标准型式

由前节可知 ,线性规划问题有各种不同的形式。目标函数有的要求 max , 有的要求

min ;约束条件可以是“≤”, 也可以是“≥”形式的不等式 , 还可以是等式。决策变量一般

是非负约束 ,但也允许在 ( - ∞ ,∞ ) 范围内取值 , 即无约束。将这些多种形式的数学模型

统一变换为标准型式。这里规定的标准型式为 :

  ( M1 )   max z = c1 x1 + c2 x2 + ⋯ + cn x n

a1 1 x1 + a1 2 x2 + ⋯ + a1 n x n = b1

a2 1 x1 + a2 2 x2 + ⋯ + a2 n x n = b2

      ⋯

am1 x1 + am2 x2 + ⋯ + am n x n = bm

x1 , x2 , ⋯ , xn ≥0

  ( M′1 )   max z = ∑
n

j = 1

cj x j

∑
n

j = 1

ai j x j = bi ,  i = 1 , 2 ,⋯ , m

xj ≥ 0 ,  j = 1 , 2 , ⋯ , n

在标准型式中规定各约束条件的右端项 bi > 0 ,否则等式两端乘以“ - 1”。

用向量和矩阵符号表述时为 :

  ( M ″1 )   max z = C X

∑
n

j = 1

P j x j = b

x j ≥ 0 ,  j = 1 , 2 , ⋯ , n

其中 : C = ( c1 , c2 , ⋯ , cn )

X =

x1

x2

…

xn

;  Pj =

a1 j

a2 j

…

am j

;  b=

b1

b2

…

bm

向量 P j 对应的决策变量是 x j 。

用矩阵描述时为 :

max z = C X

 A X = b

 X≥0

其中
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A =

a11 a12 ⋯ a1 n

… … …

am1 am2 ⋯ am n

= ( P1 , P2 , ⋯ , Pn ) ; 0 =

0

0

…

0

A———约束条件的 m× n 维系数矩阵 ,一般 m < n;

b———资源向量 ;

C———价值向量 ;

X———决策变量向量。

实际碰到各种线性规划问题的数学模型都应变换为标准型式后求解。

以下讨论如何变换为标准型的问题。

(1 ) 若要求目标函数实现最小化 ,即 min z = CX。这时只需将目标函数最小化变换求目标

函数最大化,即令 z′= - z,于是得到 max z′= - CX。这就同标准型的目标函数的形式一致了。

(2 ) 约束方程为不等式。这里有两种情况 : 一种是约束方程为“≤”不等式 , 则可在

“≤”不等式的左端加入非负松弛变量 , 把原“≤”不等式变为等式 ; 另一种是约束方程为

“≥”不等式 ,则可在“≥”不等式的左端减去一个非负剩余变量 ( 也可称松弛变量 ) , 把不等

式约束条件变为等式约束条件。下面举例说明。

例 3  将例 1 的数学模型化为标准型。

例 1 的数学模型 (简称模型 M2 )为

max z = 2 x1 + 3 x2      

x1 + 2 x2 ≤8

4 x1   ≤16

  4 x2 ≤12

x1 , x2 ≥0

在各不等式中分别加上一个松弛变量 x3 , x4 , x5 , 使不等式变为等式。这时得到标准型 :

max z = 2 x1 + 3 x2 + 0 x3 + 0 x4 + 0 x5

x1 + 2 x2 + x3    = 8

4 x1    + x4  = 16

  4 x2    + x5 = 12

x1 , x2 , x3 , x4 , x5 ≥0

所加松弛变量 x3 、x4 、x5 表示没有被利用的资源。当然也没有利润 ,在目标函数中其

系数应为零 ,即 c3 , c4 , c5 = 0。

(3 ) 若存在取值无约束的变量 xk ,可令 xk = x′k - x″k ,其中 x′k , x″k ≥0。

以上讨论说明 ,任何形式的数学模型都可化为标准型 , 下面举例说明。

例 4  将下述线性规划问题化为标准型

min z = - x1 + 2 x2 - 3 x3     

 x1 +  x2 +  x3 ≤7

 x1 -  x2 +  x3 ≥2

- 3 x1 +  x2 + 2 x3 = 5

x1 , x2 ≥0 , x3 为无约束
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解  步骤 :

(1 ) 用 x4 - x5 替换 x3 , 其中 x4 , x5 ≥0;

(2 ) 在第一个约束不等式≤号的左端加入松弛变量 x6 ;

(3 ) 在第二个约束不等式≥号的左端减去剩余变量 x7 ;

(4 ) 令 z′= - z ,把求 min z 改为求 max z′,即可得到该问题的标准型

max z′= x1 - 2 x2 + 3 ( x4 - x5 ) + 0 x6 + 0 x7

 x1 + x2 + ( x4 - x5 ) + x6  = 7

 x1 - x2 + ( x4 - x5 ) -  x7 = 2

- 3 x1 + x2 + 2( x4 - x5 )    = 5

 x1 , x2 , x4 , x5 , x6 , x7 ≥0

1. 4  线性规划问题的解的概念

在讨论线性规划问题的求解前 , 先要了解线性规划问题的解的概念。由 1. 3 节的

( M1 )可知 , 一般线性规划问题的标准型为

max z = ∑
n

j = 1

cj x j       ( 1 -4)

∑
n

j = 1

ai j x j = bi ,  i = 1 , 2 ,⋯ , m

xj ≥0 ,  j = 1 , 2 , ⋯ , n

( 1 -5)

( 1 -6)

1. 可行解

满足约束条件 (1 -5)式、( 1 -6) 式的解 X = ( x1 , x2 ,⋯ , xn ) T ,称为线性规划问题的可行

解 ,其中使目标函数达到最大值的可行解称为最优解。

2. 基

设 A 是约束方程组的 m× n维系数矩阵 , 其秩为 m。 B 是矩阵 A 中 m× m 阶非奇异

子矩阵 ( | B | ≠0) ,则称 B 是线性规划问题的一个基。这就是说 , 矩阵 B 是由 m 个线性独

立的列向量组成。为不失一般性 ,可设

B =

a11 a12 ⋯ a1 m

… … …

am1 am2 ⋯ am m

= ( P1 , P2 , ⋯ , Pm )

称 P j ( j = 1 , 2 ,⋯ , m)为基向量 ,与基向量 P j 相应的变量 x j ( j = 1 , 2 , ⋯ , m) 为基变量 , 否

则称为非基变量 ,为了进一步讨论线性规划问题的解 , 下面研究约束方程组 (1 -5 ) 的求解

问题。假设该方程组系数矩阵 A 的秩为 m , 因 m < n, 故它有无穷多个解。假设前 m 个变

量的系数列向量是线性独立的。这时 (1 -5)式可写成

a11

a21

…

am1

x1 +

a1 2

a2 2

…

am2

x2 + ⋯ +

a1 m

a2 m

…

am m

x m
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=

b1

b2

…

bm

-

a1 , m + 1

a2 , m + 1

…

am , m + 1

xm + 1 - ⋯ -

a1 n

a2 n

…

am n

x n ( 1 -7)

或

∑
m

j = 1

P j x j = b - ∑
n

j = m + 1

P j x j

方程组 (1 -7)的一个基是

B =

a11 a12 ⋯ a1 m

a21 a22 ⋯ a2 m

… … …

am1 am2 ⋯ am m

= ( P1 , P2 , ⋯ , Pm )

设 XB 是对应于这个基的基变量

X B = ( x1 , x2 , ⋯ , xm ) T

现若令 (1 -7)式的非基变量 xm + 1 = x m + 2 = ⋯ = xn = 0 , 这时变量的个数等于线性方程的个

数。用高斯消去法 ,求出一个解

X = ( x1 , x2 , ⋯ , xm , 0 , ⋯ , 0 )
T

该解的非零分量的数目不大于方程个数 m , 称 X 为基解。由此可见 , 有一个基 ,就可

以求出一个基解。如图 1 -2 中的点 0 , Q1 , Q2 , Q3 , Q4 以及延长各条线 (包括 x1 = 0 , x2 = 0)

的交点都代表基解。

3. 基可行解

满足非负条件图 (1 -6 ) 的基解 , 称为基可行解。图 1 -2 中的点 0 , Q1 , Q2 , Q3 , Q4 代表

基可行解。可见 ,基可行解的非零分量的数目也不大于 m ,并且都是非负的。

4. 可行基

图  1 -6

对应于基可行解的基 , 称为可行基。约束方

程组 (1 -5) 具有基解的数目最多是 C
m
n 个。一般

基可行解的数目要小于基解的数目。以上提到

的几种解的概念 , 它们之间的关系可用图 1 -6表

明。另外还要说明一点 , 基解中的非零分量的个

数小于 m 个时 , 该基解是退化解。在以下讨论

时 ,假设不出现退化的情况。以上给出了线性规

划问题的解的概念和定义 , 它们将有助于用来分

析线性规划问题的求解过程。
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第 2 节  线性规划问题的几何意义

在 1. 2 节介绍图解法时 ,已直观地看到可行域和最优解的几何意义 , 这一节从理论上

进一步讨论。

2. 1  基本概念

1. 凸集

  设 K 是 n 维欧氏空间的一点集 , 若任意两点 X( 1 ) ∈ K , X( 2 ) ∈ K 的连线上的所有点

αX
( 1 )

+ ( 1 - α) X
( 2 )

∈ K , ( 0≤α≤1) ;则称 K 为凸集。

实心圆 ,实心球体 , 实心立方体等都是凸集 ,圆环不是凸集。从直观上讲 , 凸集没有凹

入部分 ,其内部没有空洞。图 1 -7 中的 ( a ) ( b) 是凸集 , ( c) 不是凸集。图 1-2 中的阴影部

分是凸集。任何两个凸集的交集是凸集 ,见图 1-7( d )。

图  1 -7

2. 凸组合

设 X
( 1 )

, X
( 2 )

,⋯ , X
( k)

是 n 维欧氏空间 E
n
中的 k 个点。若存在μ1 ,μ2 ,⋯ ,μk , 且 0≤μi

≤1 , i = 1 , 2 , ⋯ , k; ∑
k

i = 1

μi = 1 ,使

X =μ1 X( 1 ) +μ2 X( 2 ) + ⋯ +μk X ( k)

则称 X 为 X ( 1 ) , X( 2 ) , ⋯ , X( k ) 的凸组合。 (当 0 < μi < 1 时 , 称为严格凸组合 )

3. 顶点

设 K 是凸集 , X∈ K ; 若 X 不能用不同的两点 X( 1 ) ∈ K 和 X ( 2 ) ∈ K 的线性组合表

示为

X =αX( 1 ) + ( 1 - α) X( 2 ) ,  (0 <α< 1)

则称 X 为 K 的一个顶点 ( 或极点 )。

2. 2  几个定理

定理 1  若线性规划问题存在可行域 ,则其可行域

D = X ∑
n

j = 1

Pj x j = b,  x j ≥ 0 是凸集
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证  为了证明满足线性规划问题的约束条件

∑
n

j = 1

P j x j = b, x j ≥ 0 ,  j = 1 ,2 ,⋯ , n

的所有点 (可行解 ) 组成的集合是凸集 , 只要证明 D 中任意两点连线上的点必然在 D 内

即可。

设 X
( 1 )

= ( x
( 1 )
1 , x

( 1 )
2 , ⋯ , x

( 1 )
n )

T

X( 2 ) = ( x( 2 )
1 , x( 2 )

2 , ⋯ , x( 2 )
n ) T

是 D 内的任意两点 ; X
( 1 )

≠ X
( 2 )

。

则有

∑
n

j = 1

P j x ( 1 )
j = b,  x( 1 )

j ≥ 0 ,  j = 1 , 2 , ⋯ , n

∑
n

j = 1

P j x
( 2 )
j = b,  x

( 2 )
j ≥ 0 ,  j = 1 , 2 , ⋯ , n

令 X = ( x1 , x2 , ⋯ , xn ) T 为 x( 1 ) , x( 2 ) 连线上的任意一点 ,即

X =αX
( 1 )

+ ( 1 - α) X
( 2 )

 ( 0≤α≤1)

X 的每一个分量是 x j =αx( 1 )
j + (1 - α) x( 2 )

j , 将它代入约束条件 ,得到

∑
n

j = 1

P j x j = ∑
n

j = 1

P j [αx
( 1 )
j + ( 1 - α) x

( 2 )
j ]

= α∑
n

j = 1

P j x
( 1 )
j + ∑

n

j = 1

Pj x
( 2 )
j - α∑

n

j = 1

P j x
( 2 )
j

= αb + b - αb = b

又因 x
( 1 )
j , x

( 2 )
j ≥0 ,α> 0 , 1 - α> 0 ,所以 x j ≥0 , j = 1 , 2 ,⋯ , n。由此可见 X∈ D , D 是凸集。

证毕。

引理 1  线性规划问题的可行解 X = ( x1 , x2 , ⋯ , xn ) T 为基可行解的充要条件是 X

的正分量所对应的系数列向量是线性独立的。

证  (1 ) 必要性  由基可行解的定义可知。

(2 ) 充分性  若向量 P1 , P2 , ⋯ , Pk 线性独立 , 则必有 k≤ m;当 k = m 时 ,它们恰

构成一个基 ,从而 X = ( x1 , x2 ,⋯ , xk , 0⋯0 )为相应的基可行解。当 k < m 时 , 则一定可以

从其余的列向量中取出 m - k 个与 P1 , P2 , ⋯ , Pk 构成最大的线性独立向量组 ,其对应的

解恰为 X, 所以根据定义它是基可行解。

定理 2  线性规划问题的基可行解 X 对应于可行域 D 的顶点。

证  不失一般性 ,假设基可行解 X 的前 m 个分量为正。故

∑
m

j = 1

P j x j = b (1 -8 )

现在分两步来讨论 ,分别用反证法。

(1 ) 若 X 不是基可行解 ,则它一定不是可行域 D 的顶点

根据引理 1 ,若 X 不是基可行解 ,则其正分量所对应的系数列向量 P1 , P2 , ⋯ , Pm 线

性相关 ,即存在一组不全为零的数αi , i = 1 , 2 , ⋯ , m 使得

α1 P1 +α2 P2 + ⋯ +αm Pm = 0 ( 1 -9)

用一个μ> 0 的数乘 ( 1 -9)式再分别与 (1 -8 )式相加和相减 , 这样得到
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( x1 - μα1 ) P1 + ( x2 - μα2 ) P2 + ⋯ + ( xm - μαm ) Pm = b

( x1 +μα1 ) P1 + ( x2 +μα2 ) P2 + ⋯ + ( xm +μαm ) Pm = b

现取

X( 1 ) = [ ( x1 - μα1 ) , ( x2 - μα2 ) ,⋯ , ( xm - μαm ) , 0 , ⋯ , 0]

X( 2 ) = [ ( x1 + μα1 ) , ( x2 +μα2 ) ,⋯ , ( xm +μαm ) , 0 , ⋯ , 0]

由 X
( 1 )

, X
( 2 )

可以得到 X =
1
2

X
( 1 )

+
1
2

X
( 2 )

,即 X 是 X
( 1 )

, X
( 2 )

连线的中点。

另一方面 ,当μ充分小时 ,可保证

xi ±μαi≥0 ,  i = 1 , 2 , ⋯ , m

即 X( 1 ) , X( 2 ) 是可行解。这证明了 X 不是可行域 D 的顶点。

(2 ) 若 X 不是可行域 D 的顶点 ,则它一定不是基可行解

因为 X 不是可行域 D 的顶点 , 故在可行域 D 中可找到不同的两点

X
( 1 )

= ( x
( 1 )
1 , x

( 1 )
2 , ⋯ , x

( 1 )
n )

T

X
( 2 )

= ( x
( 2 )
1 , x

( 2 )
2 , ⋯ , x

( 2 )
n )

T

使 X =αX
( 1 )

+ (1 - α) X
( 2 )

 0 <α< 1

设 X 是基可行解 , 对应向量组 P1 ⋯ Pm 线性独立。当 j > m 时 , 有 x j = x( 1 )
j = x( 2 )

j = 0 , 由于

X
( 1 )

, X
( 2 )

是可行域的两点。应满足

∑
m

j = 1

Pj x
( 1 )
j = b  与  ∑

m

j = 1

P j x
( 2 )
j = b

将这两式相减 ,即得

∑
m

j = 1

P j ( x( 1 )
j - x( 2 )

j ) = 0

因 X
( 1 )

≠ X
( 2 )

,所以上式系数 ( x
( 1 )
j - x

( 2 )
j )不全为零 ,故向量组 P1 , P2 , ⋯ , Pm 线性相关 , 与

假设矛盾。即 X 不是基可行解。

引理 2  若 K 是有界凸集 ,则任何一点 X∈ K 可表示为 K 的顶点的凸组合。

本引理证明从略 ,用以下例子说明这引理。

图  1 -8

例 5  设 X 是三角形中任意一点 , X
( 1 )

,

X
( 2 )

和 X
( 3 )

是三角形的三个顶点 , 试用三个顶

点的坐标表示 X( 见图 1 -8) 。

解  任选一顶点 X
( 2 )

, 做一条连线 X X
( 2 )

;

并延长交于 X
( 1 )

、X
( 3 )

连接线上一点 X′。因 X′

是 X
( 1 )

、X
( 3 )

连线上一点 ,故可用 X
( 1 )

、X
( 3 )

线性

组合表示为

X′=αX
( 1 )

+ ( 1 - α) X
( 3 )

 0 <α< 1

又因 X 是 X′与 X
( 2 )

连线上的一个点 ,故

X =λX′+ (1 - λ) X
( 2 )

 0 <λ< 1

将 X′的表达式代入上式得到

X =λ[αX
( 1 )

+ (1 - α) X
( 3 )

] + (1 - λ) X
( 2 )

=λαX
( 1 )

+λ(1 - α) X
( 3 )

+ (1 - λ) X
( 2 )
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令 μ1 =αλ,μ2 = ( 1 - λ) ,μ3 =λ( 1 - α)

这就得到

X = μ1 X
( 1 )

+μ2 X
( 2 )

+ μ3 X
( 3 )

∑
i

μi = 1 ,  0 < μi < 1

定理 3  若可行域有界 ,线性规划问题的目标函数一定可以在其可行域的顶点上达

到最优。

证  设 X
( 1 )

, X
( 2 )

,⋯ , X
( k)

是可行域的顶点 , 若 X
( 0 )

不是顶点 , 且目标函数在 X
( 0 )

处达

到最优 z * = C X( 0 ) (标准型是 z* = max z)。

因 X( 0 ) 不是顶点 , 所以它可以用 D 的顶点线性表示为

X
( 0 )

= ∑
k

i = 1

αi X
( i)

,αi > 0 ,∑
k

i = 1

αi = 1

因此

CX ( 0 ) = C∑
k

i = 1

αi X ( i ) = ∑
k

i = 1

αi C X( i) ( 1 -10 )

在所有的顶点中必然能找到某一个顶点 X( m) , 使 C X( m) 是所有 C X( i ) 中最大者。并且将

X( m) 代替 ( 1 -10)式中的所有 X( i ) ,这就得到

∑
k

i = 1

αi CX
( i)

≤ ∑
k

i = 1

αi C X
( m )

= CX
( m)

由此得到

C X
( 0 )

≤C X
( m)

根据假设 CX
( 0 )

是最大值 ,所以只能有

C X( 0 ) = C X( m)

即目标函数在顶点 X( m) 处也达到最大值。

有时目标函数可能在多个顶点处达到最大值。这时在这些顶点的凸组合上也达到最

大值。称这种线性规划问题有无限多个最优解。

假设
^

X

( 1 ) ,
^

X

( 2 ) , ⋯ ,
^

X

( k ) 是目标函数达到最大值的顶点 ,若
^

X
是这些顶点的凸组合 , 即

^
X

= ∑
k

i = 1

αi
^

X

( i) ,αi > 0 ,∑
k

i = 1

αi = 1

于是

C
^

X
= C∑

k

i = 1

αi
^

X

( i)
= ∑

k

i = 1

αi C
^

X

( i )

设 C
^

X

( i) = m ,  i = 1 , 2 , ⋯ , k

于是

C
^

X
= ∑

k

i = 1

αi m = m

另外 ,若可行域为无界 , 则可能无最优解 ,也可能有最优解 , 若有也必定在某顶点上得

到。根据以上讨论 ,可以得到以下结论 :

线性规划问题的所有可行解构成的集合是凸集 , 也可能为无界域 , 它们有有限个顶
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点 ,线性规划问题的每个基可行解对应可行域的一个顶点 ; 若线性规划问题有最优解 , 必

在某顶点上得到。虽然顶点数目是有限的 (它不大于 Cm
n 个 ) , 若采用“枚举法”找所有基

可行解 ,然后一一比较 , 最终可能找到最优解。但当 n, m 的数较大时 , 这种办法是行不通

的 ,所以要继续讨论 , 如何有效地找到最优解 ,有多种方法 , 这里仅介绍单纯形法。

第 3 节  单 纯 形 法

单纯形法求解线性规划的思路 :一般线性规划问题具有线性方程组的变量数大于方

程个数 ,这时有不定的解。但可以从线性方程组中找出一个个的单纯形 , 每一个单纯形可

以求得一组解 ,然后再判断该解使目标函数值是增大还是变小 , 决定下一步选择的单纯

形。这就是迭代 ,直到目标函数实现最大值或最小值为止。

注意 :单纯形是指 0 维中的点 , 一维中的线段 , 二维中的三角形 , 三维中的四面体 , n

维空间中的有 n + 1 个顶点的多面体。例如在三维空间中的四面体 , 其顶点分别为 ( 0 , 0 ,

0) , ( 1 , 0 , 0) , ( 0 , 1 , 0) , ( 0 , 0 , 1) 。具有单位截距的单纯形的方程是∑ x i≤1 , 并且 x i≥0 ,

i = 1 , 2 , ⋯ , m。这样问题就得到了最优解 ,先举一例来说明。

3. 1  举例

例 6  试以例 1 来讨论如何用单纯形法求解。例 1 的标准型为

max z = 2 x1 + 3 x2 + 0 x3 + 0 x4 + 0 x5 (1 -11)

 x1 + 2 x2 + x3    = 8

4 x1     + x4  = 16

4 x2       + x5 = 12

(1 -12)

x j≥0 ,  j = 1 ,2 ,⋯ , 5

约束方程 (1 -12 )式的系数矩阵

A = ( P1 , P2 , P3 , P4 , P5 ) =

1  2  1  0  0

4  0  0  1  0

0  4  0  0  1

从 (1 -12 )式中可以看到 x3 , x4 , x5 的系数列向量

P3 =

1

0

0

, P4 =

0

1

0

, P5 =

0

0

1

是线性独立的 ,这些向量构成一个基

B = ( P3 , P4 , P5 ) =

1  0  0

0  1  0

0  0  1

对应于 B 的变量 x3 , x4 , x5 为基变量 ,从 ( 1 -12)式中可以得到

x3 = 8 - x1 - 2 x2

x4 = 16 - 4 x1

x5 = 12  - 4 x2

(1 -13)
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将 (1 -13 )式代入目标函数 ( 1 -11 )式得到

z = 0 + 2 x1 + 3 x2 (1 -14)

当令非基变量 x1 = x2 = 0 ,便得到 z = 0。这时得到一个基可行解 X( 0 )

X
( 0 )

= ( 0 , 0 , 8 , 16 , 12)
T

这个基可行解表示 :工厂没有安排生产产品Ⅰ、Ⅱ ;资源都没有被利用 , 所以工厂的利

润指标 z = 0。

从分析目标函数的表达式 ( 1 -14 ) 可以看到 : 非基变量 x1 , x2 ( 即没有安排生产产品

Ⅰ ,Ⅱ ) 的系数都是正数 ,因此将非基变量变换为基变量 , 目标函数的值就可能增大。从经

济意义上讲 ,安排生产产品Ⅰ或Ⅱ , 就可以使工厂的利润指标增加。所以只要在目标函数

(1 -14 )的表达式中还存在有正系数的非基变量 ,这表示目标函数值还有增加的可能 , 就需

要将非基变量与基变量进行对换。一般选择正系数最大的那个非基变量 x2 为换入变量 ,

将它换入到基变量中去 ,同时还要确定基变量中有一个要换出来成为非基变量 , 可按以下

方法来确定换出变量。

现分析 (1 -13 )式 ,当将 x2 定为换入变量后 , 必须从 x3 , x4 , x5 中确定一个换出变量 ,

并保证其余的都是非负 ,即 x3 , x4 , x5 ≥0。

当 x1 = 0 ,由 (1 -13)式得到

x3 = 8 - 2 x2 ≥0

x4 = 16≥0

x5 = 12 - 4 x2 ≥0

(1 -15)

从 (1 -15 )式中可以看出 ,只有选择

x2 = min(8/ 2 , - , 12/ 4 ) = 3

时 ,才能使 ( 1 -15 )式成立。因当 x2 = 3 时 , 基变量 x5 = 0 ,这就决定用 x2 去替换 x5 。以上

数学描述说明了每生产一件产品Ⅱ ,需要用掉各种资源数为 ( 2 , 0 , 4) 。由这些资源中的薄

弱环节 ,就确定了产品Ⅱ的产量。这里就是由原材料 B 的数量确定了产品Ⅱ的产量 x2 =

12
4

= 3 件。

为了求得以 x3 , x4 , x2 为基变量的一个基可行解和进一步分析问题 , 需将 ( 1 -13 ) 中

x2 的位置与 x5 的位置对换。得到

x3 + 2 x2 = 8 - x1

x4 = 16 - 4 x1

4 x2 = 12 - x5

     

①

②

③

 (1 -16)

用高斯消去法 , 将 ( 1 -16 ) 式中 x2 的系数列向量变换为单位列向量。其运算步骤是 :

③′= ③/ 4 ;①′= ① - 2×③′;②′= ② , 并将结果仍按原顺序排列有 :

x3 =  2 -  x1 +
1
2

x5

x4 = 16 - 4 x1

x2 =  3   -
1
4

x5

①′

②′

③′

 (1 -17)

再将 (1 -17 )式代入目标函数 ( 1 -11 )式得到
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z = 9 + 2 x1 -
3
4

x5 (1 -18)

令非基变量 x1 = x5 = 0 ,得到 z = 9 ,并得到另一个基可行解 X
( 1 )

X
( 1 )

= (0 ,3 ,2 ,16 , 0)
T

从目标函数的表达式 (1 -18) 中可以看到 , 非基变量 x1 的系数是正的 , 说明目标函数

值还可以增大 , X
( 1 )

不一定是最优解。于是再用上述方法 , 确定换入、换出变量 , 继续迭

代 ,再得到另一个基可行解 X( 2 )

X
( 2 )

= (2 , 3 , 0 , 8 , 0 )
T

再经过一次迭代 ,再得到一个基可行解 X( 3 )

X( 3 ) = (4 , 2 , 0 , 0 , 4 ) T

而这时得到目标函数的表达式是 :

z = 14 - 1. 5 x3 - 0. 125 x4 (1 -19)

再检查 (1 -19 )式 ,可见到所有非基变量 x3 , x4 的系数都是负数。这说明若要用剩余资源

x3 , x4 ,就必须支付附加费用。所以当 x3 = x4 = 0 时 , 即不再利用这些资源时 ,目标函数达

到最大值。所以 X( 3 ) 是最优解。即当产品Ⅰ生产 4 件 , 产品Ⅱ生产 2 件 ,工厂才能得到最

大利润。通过上例 ,可以了解利用单纯形法求解线性规划问题的思路。现将每步迭代得

到的结果与图解法做一对比 ,其几何意义就很清楚了。

原例 1 的线性规划问题是二维的 , 即两个变量 x1 , x2 ; 当加入松弛变量 x3 , x4 , x5 后 ,

变换为高维的 ,这时可以想象 , 满足所有约束条件的可行域是高维空间的凸多面体 ( 凸

集 )。这凸多面体上的顶点 , 就是基可行解。初始基可行解 X( 0 ) = ( 0 , 0 , 8 , 16 , 12 ) T 就相

当于图 1 -2中的原点 ( 0 , 0) , X
( 1 )

= (0 ,3 , 2 , 16 , 0 )
T
相当于图 1 -2中的 Q4 点 ( 0 , 3 ) ; X

( 2 )
=

(2 ,3 ,0 ,8 ,0 )
T
相当于图 1 -2 中的 Q3 点 (2 , 3 ) , 最优解 X

( 3 )
= ( 4 , 2 , 0 , 0 , 4 )

T
相当于图 1 -2

中的 Q2 点 ( 4 , 2)。从初始基可行解 X
( 0 )

开始迭代 , 依次得到 X
( 1 )

, X
( 2 )

, X
( 3 )

。这相当于

图 1 -2 中的目标函数平移时 , 从 0 点开始 , 首先碰到 Q4 ,然后碰到 Q3 , 最后达到 Q2 。下面

讨论一般线性规划问题的求解。

3. 2  初始基可行解的确定

为了确定初始基可行解 ,要首先找出初始可行基 , 其方法如下。

(1 ) 若线性规划问题

max z = ∑
n

j = 1

cj x j (1 -20)

∑
n

j = 1

P j x j = b (1 -21)

x j≥0 ,  j = 1 , 2 , ⋯ , n

从 P j ( j = 1 , 2 ,⋯ , n)中一般能直接观察到存在一个初始可行基

B = ( P1 , P2 ,⋯ , Pm ) =

1  0 ⋯ 0

0  1 ⋯ 0

…  …  …

0  0 ⋯ 1
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(2 ) 对所有约束条件是“≤”形式的不等式 , 可以利用化为标准型的方法 , 在每个约束

条件的左端加上一个松弛变量。经过整理 ,重新对 x j 及 ai j ( i = 1 , 2 ,⋯ , m; j = 1 , 2 ,⋯ , n)

进行编号 ,则可得下列方程组

x1   + a1 , m + 1 x m + 1 + ⋯ + a1 n x n = b1

 x2  + a2 , m + 1 x m + 1 + ⋯ + a2 n x n = b2

        ⋯

  x m + am , m + 1 x m + 1 + ⋯ + am n x n = bm

    x j ≥0 ,  j = 1 , 2 ,⋯ , n

(1 -22)

显然得到一个 m× m 单位矩阵

B = ( P1 , P2 ,⋯ , Pm ) =

1  0 ⋯ 0

0  1 ⋯ 0

…  …  …

0  0 ⋯ 1

以 B 作为可行基。将 (1 -22 )式每个等式移项得

x1   = b1 - a1 , m + 1 xm + 1 - ⋯ - a1 n x n

 x2  = b2 - a2 , m + 1 xm + 1 - ⋯ - a2 n x n

           ⋯

  x m = bm - am , m + 1 xm + 1 - ⋯ - am n x n

(1 -23)

令 xm + 1 = xm + 2 = ⋯ = xn = 0 , 由 (1 -23 )式可得

xi = bi  ( i = 1 , 2 , ⋯ , m)

又因 bi≥0(在 1. 3 节中已做过规定 ) ,所以得到一个初始基可行解

X = ( x1 , x2 , ⋯ , xm , 0 , ⋯ , 0

n - m个

) T

= ( b1 , b2 ,⋯ , bm , 0 , ⋯ , 0

n - m个

)
T

(3 ) 对所有约束条件是“≥”形式的不等式及等式约束情况 , 若不存在单位矩阵时 , 就

采用人造基方法。即对不等式约束减去一个非负的剩余变量后 , 再加上一个非负的人工

变量 ;对于等式约束再加上一个非负的人工变量 , 总能得到一个单位矩阵。关于这个方法

将在本章第 5 节中进一步讨论。

3. 3  最优性检验与解的判别

对线性规划问题的求解结果可能出现唯一最优解、无穷多最优解、无界解和无可行解

四种情况 ,为此需要建立对解的判别准则。一般情况下 , 经过迭代后 (1 -23 )式变成

xi = b′i - ∑
n

j = m+ 1

a′i j x j  ( i = 1 ,2 ,⋯ , m) ( 1-24)

将 (1-24 )式代入目标函数 ( 1-20) 式 ,整理后得

z = ∑
m

i = 1

ci b′i + ∑
n

j = m+ 1

cj - ∑
m

i = 1

ci a′i j x j ( 1-25)
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令

z0 = ∑
m

i = 1

ci b′i , zj = ∑
m

i = 1

ci a′i j ,  j = m + 1 , ⋯ , n

于是

z = z0 + ∑
n

j = m+ 1

( cj - zj ) x j ( 1-26)

再令

σj = cj - zj  ( j = m + 1 ,⋯ , n)

则

z = z0 + ∑
n

j = m+ 1

σj x j ( 1-27)

1. 最优解的判别定理

若 X
( 0 )

= ( b′1 , b′2 , ⋯ , b′m , 0 , ⋯ , 0 )
T
为对应于基 B 的一个基可行解 , 且对于一切

j = m + 1 , ⋯ , n, 有σj ≤0 , 则 X( 0 ) 为最优解。称σj 为检验数。

2. 无穷多最优解判别定理

若 X( 0 ) = ( b′1 , b′2 ,⋯ , b′m , 0 ,⋯ , 0) T 为一个基可行解 , 对于一切 j = m + 1 , ⋯ , n, 有σj ≤0 ,

又存在某个非基变量的检验数σm + k = 0 ,则线性规划问题有无穷多最优解。

证  只需将非基变量 xm + k 换入基变量中 ,找到一个新基可行解 X( 1 ) 。因σm + k = 0 , 由

(1 -27 )知 z = z0 ,故 X( 1 ) 也是最优解。由 2. 2 节的定理 3 可知 X( 0 ) , X( 1 ) 连线上所有点都

是最优解。

3. 无界解判别定理

若 X
( 0 )

= ( b′1 , b′2 ,⋯ , b′m , 0 ,⋯ , 0)
T
为一基可行解 ,有一个σm + k > 0 ,并且对 i = 1 , 2 ,⋯ , m,

有 ai , m + k ≤0 ,那么该线性规划问题具有无界解 (或称无最优解 )。

证  构造一个新的解 X
( 1 )

, 它的分量为

x( 1 )
i = b′i - λa′i , m + k  (λ> 0 )

x
( 1 )
m + k =λ

x( 1 )
j = 0 ,  j = m + 1 ,⋯ , n,且 j≠m + k

因 ai , m + k ≤0 , 所以对任意的λ> 0 都是可行解 ,把 x
( 1 )

代入目标函数内得

z = z0 +λσm + k

因σm + k > 0 ,故当λ→ + ∞ ,则 z→ + ∞ ,故该问题目标函数无界。

以上讨论都是针对标准型 ,即求目标函数极大化时的情况。当求目标函数极小化时 ,

一种情况如前所述 ,将其化为标准型。如果不化为标准型 , 只需在上述 1 , 2 点中把σj ≤0

改为σj ≥0 ,第 3 点中将σm + k > 0 改写为σm + k < 0 即可。

3. 4  基变换

若初始基可行解 X
( 0 )

不是最优解及不能判别无界时 , 需要找一个新的基可行解。具
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体做法是从原可行解基中换一个列向量 (当然要保证线性独立 ) ,得到一个新的可行基 , 这

称为基变换。为了换基 ,先要确定换入变量 , 再确定换出变量 , 让它们相应的系数列向量

进行对换 ,就得到一个新的基可行解。

1. 换入变量的确定

由 (1 -27 )式看到 , 当某些σj > 0 时 , x j 增加则目标函数值还可以增大 , 这时要将某

个非基变量 x j 换到基变量中去 (称为换入变量 )。若有两个以上的σj > 0 , 那么选哪个非

基变量作为换入变量呢 ? 为了使目标函数值增加得快 , 从直观上一般选σj > 0 中的大

者 ,即

max
j

( σj > 0) =σk

则对应的 xk 为换入变量。但也可以任选或按最小足码选。

2. 换出变量的确定

设 P1 , P2 ,⋯ , Pm 是一组线性独立的向量组 , 它们对应的基可行解是 X
( 0 )

。将它代入

约束方程组 (1 -21 )得到

∑
m

i = 1

x
( 0 )
i P i = b ( 1-28)

其他的向量 Pm + 1 , Pm + 2 , ⋯ , Pm + t , ⋯ , Pn 都可以用 P1 , P2 , ⋯ , Pm 线性表示 , 若确定非基

变量 Pm + t为换入变量 , 必然可以找到一组不全为 0 的数 ( i = 1 , 2 , ⋯ , m)使得

Pm+ t = ∑
m

i = 1

βi, m+ t P i

或

Pm+ t - ∑
m

i = 1

βi, m+ t P i = 0 (1 -29)

在 (1 -29 )式两边同乘一个正数θ,然后将它加到 ( 1 -28)式上 , 得到

∑
m

i = 1

x
( 0 )
i P i + θ Pm + t - ∑

m

i = 1

βi , m+ t P i = b

或

∑
m

i = 1

( x
( 0 )
i - θβi, m+ t ) Pi + θPm+ t = b (1 -30)

当θ取适当值时 , 就能得到满足约束条件的一个可行解 ( 即非零分量的数目不大于 m

个 )。就应使 ( x
( 0 )
i - θβi, m + t ) ( i = 1 , 2 ,⋯ , m) 中的某一个为零 , 并保证其余的分量为非负。

这个要求可以用以下的办法达到 : 比较各比值
x

( 0 )
i

βi, m + t
( i = 1 , 2 , ⋯ , m )。又因为θ必须是正

数 ,所以只选择
x

( 0 )
i

βi, m + t
> 0 ( i = 1 , 2 , ⋯ , m ) 中比值最小的等于θ。以上描述用数学式表

示为 :

θ= min
i

x
( 0 )
i

βi , m + t
βi , m + t > 0 =

x( 0 )
l

βl, m + t

这时 xi 为换出变量。按最小比值确定θ值 , 称为最小比值规则。将θ=
x

( 0 )
l

βl , m + t
代入 X 中 ,
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便得到新的基可行解。

X( 1 ) = x
( 0 )
1 -

x
( 0 )
l

βl, m + t
·β1 , m + t ,⋯ , 0 , ⋯ ,

                        ↑
                      第 l 个分量

x( 0 )
m -

x
( 0 )
l

βl , m + t
·βm , m + t , 0 ,⋯ ,

x
( 0 )
l

βl, m + t
,⋯ , 0

                          ↑
                       第 m + t 个分量

由此得到由 X( 0 ) 转换到 X( 1 ) 的各分量的转换公式

x
( 1 )
i =

x
( 0 )
i -

x
( 0 )
l

βl, m + t
·βi, m + t  i≠ l

x
( 0 )
l

βl , m + t
      i = l

这里 x( 0 )
i 是原基可行解 X ( 0 ) 的各分量 ; x( 1 )

i 是新基可行解 X ( 1 ) 的各分量 ;βi , m + t 是换入向

量 Pm + t的对应原来一组基向量的坐标。现在的问题是 , 这个新解 X
( 1 )

的 m 个非零分量

对应的列向量是否线性独立 ? 事实上 , 因 X
( 0 )

的第 l 个分量对应于 X
( 1 )

的相应分量是

零 ,即

x
( 0 )
l - θβl, m + t = 0

其中 x
( 0 )
l ,θ均不为零 , 根据θ规则 (最小比值 ) ,βl , m + t ≠0。 X

( 1 )
中的 m 个非零分量对应的

m 个列向量是 P j ( j = 1 ,2 ,⋯ , m, j≠ l)和 Pm + t。若这组向量不是线性独立 , 则一定可以找

到不全为零的数αj , 使

Pm + t = ∑
m

j = 1

αj P j  j ≠ l ( 1 -31 )

成立。又因

Pm + t = ∑
m

j = 1

βj , m+ t P j ( 1 -32 )

将 (1 -32 )式减 ( 1 -31 )式得到

∑
m

j = 1
j≠ l

(βj , m+ t - αj ) P j + βl , m+ t P l = 0

由于上式中至少有βl , m + t≠0 ,所以上式表明 P1 , P2 ,⋯ , Pm 是线性相关 , 这与假设相矛盾。

由此可见 , X( 1 ) 的 m 个非零分量对应的列向量 P j ( j = 1 , 2 , ⋯ , m , j≠ l) 与 Pm + t 是线性

独立的 ,即经过基变换得到的解是基可行解。实际上 , 从一个基可行解到另一个基可行解

的变换 ,就是进行一次基变换。从几何意义上讲 , 就是从可行域的一个顶点转向另一个顶

点 (见 1 -2 图解法 )。

3. 5  迭代 (旋转运算 )

上述讨论的基可行解的转换方法是用向量方程来描述 ,在实际计算时不太方便 , 因此

采用系数矩阵法。现考虑以下形式的约束方程组
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x1      + a1 , m + 1 xm + 1 + ⋯ + a1 k x k + ⋯ + a1 n x n = b1

 x2     + a2 , m + 1 xm + 1 + ⋯ + a2 k x k + ⋯ + a2 n x n = b2

  w
   x l  + al , m + 1 x m + 1 + ⋯ + al k x k + ⋯ + al n x n = bl

    w
    x m + am , m + 1 x m + 1 + ⋯ + am k x k + ⋯ + am n x n = bm

(1 -33)

在一般线性规划问题的约束方程组中加入松弛变量或人工变量后 , 很容易得到上述

形式。

设 x1 , x2 ,⋯ , xm 为基变量 , 对应的系数矩阵是 m× m 单位阵 I , 它是可行基。令非基

变量 xm + 1 , xm + 2 , ⋯ , xn 为零 ,即可得到一个基可行解。若它不是最优解 , 则要另找一个使

目标函数值增大的基可行解。这时从非基变量中确定 xk 为换入变量。显然这时θ为

θ= min
i

bi

ai k
ai k > 0 =

bl

al k

在迭代过程中θ可表示为

θ= min
i

b′i
a′i k

a′i k > 0 =
b′l

a′l k

其中 b′i , a′i k 是经过迭代后对应于 bi , ai k 的元素值 ( 读者可自己验证 )。

按θ规则确定 x l 为换出变量 , xk , x l 的系数列向量分别为

Pk =

a1 k

a2 k

…

al k

…

am k

;  Pl =

0

…

1

0

…

0

←第 l 个分量

为了使 xk 与 x l 进行对换 ,须把 Pk 变为单位向量 , 这可以通过 (1 -33 ) 式系数矩阵的

增广矩阵进行初等变换来实现。

           x1 ⋯ x l⋯ xm x m + 1 ⋯ xk ⋯ xn   b

1     a1 , m + 1 ⋯ a1 k ⋯ a1 n

 w          
  1   al , m + 1 ⋯ al k ⋯ al n

   w        
    1 am , m + 1 ⋯ am k ⋯ am n

 

b1

bl

bm

(1 -34)

变换的步骤是 :

(1 ) 将增广矩阵 ( 1 -34)式中的第 l 行除以 al k ,得到

0 , ⋯ , 0 ,
1

al k
, 0 , ⋯ , 0 ,

al, m + 1

al , k
, ⋯ , 1 ,⋯

al n

al k

bl

al k
(1 -35)

(2 ) 将 ( 1 -34)式中 xk 列的各元素 , 除 al k 变换为 1 以外 ,其他都应变换为零。其他行

的变换是将 (1 -35 )式乘以 ai k ( i≠ l)后 ,从 (1 -34) 式的第 i 行减去 , 得到新的第 i 行。

0 , ⋯ , 0 , -
ai k

al k
, 0 ,⋯ , 0 , ai , m + 1 -

al, m + 1

al k
ai k ,⋯ , 0 , ⋯ , al n -

al n

al k
· ai k bi -

bl

al k
ai k

由此可得到变换后系数矩阵各元素的变换关系式 :
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a′i j =

ai j -
al j

al k
ai k ( i≠ l)

al j

al k
   ( i = l)

;  b′i =

bi -
ai k

al k
bl  ( i≠ l)

bl

al k
   ( i = l)

a′i j , b′i 是变换后的新元素。

(3 ) 经过初等变换后的新增广矩阵是

           x1 ⋯ x l ⋯ x m  xm + 1 ⋯ xk ⋯ xn  b  

 1⋯ -
a1 k

al k
⋯0  a′1 , m + 1 ⋯0 ⋯ a′1 n

…   …       …

0⋯ +
1

a1 k
⋯0  a′l, m + 1 ⋯1 ⋯ a′l n

…   …       …

0⋯ -
am k

al k
⋯1  a′m , m + 1 ⋯0 ⋯ a′m n

b′1 n

…

b′l

…

b′m

(1 -36)

(4 ) 由 ( 1 -36)式中可以看到 x1 , x2 , ⋯ , xk , ⋯ , xm 的系数列向量构成 m× m 单位矩

阵 ,它是可行基 , 当非基变量 xm + 1 , ⋯ , x1 , ⋯ , xn 为零时 ,就得到一个基可行解 X
( 1 )

。

X( 1 ) = ( b′1 ,⋯ b′l - 1 , 0 , b′l + 1 ⋯ b′m , 0⋯ b′k , 0⋯0) T

在上述系数矩阵的变换中 ,元素 al k 称为主元素 , 它所在列称为主元列 ,它所在行称为主元

行。元素 al k 位置变换后为 1。

例 7  试用上述方法计算例 6 的两个基变换。

解  将例 6 的约束方程组的系数矩阵写成增广矩阵

              x1 x2 x3 x4 x5 b  

 1  2  1  0  0

 4  0  0  1  0

 0  4  0  0  1

 8

16

12

当以 x3 , x4 , x5 为基变量 , x1 , x2 为非基变量 , 令 x1 , x2 = 0 , 可得到一个基可行解

X
( 0 )

= ( 0 , 0 , 8 , 16 , 12)
T

现用 x2 去替换 x5 ,于是将 x3 , x4 , x2 的系数矩阵变换为单位矩阵 , 经变换后为

              x1 x2 x3 x4  x5  b  

 1  0  1  0  - 1/ 2

 4  0  0  1    0

 0  1  0  0  1/ 4

 2

16

 3

令非基变量 x1 , x5 = 0 , 得到新的基可行解

X( 1 ) = (0 ,3 ,2 ,16 , 0) T

第 4 节  单纯形法的计算步骤

根据以上讨论的结果 ,将求解线性规划问题的单纯形法的计算步骤归纳如下。
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4. 1  单纯形表

为了便于理解计算关系 ,现设计一种计算表 , 称为单纯形表 ,其功能与增广矩阵相似 ,

下面来建立这种计算表。

将 (1 -22 )式与目标函数组成 n+ 1 个变量 , m + 1 个方程的方程组。

x1    + a1 m + 1 xm + 1 + ⋯ + a1 n x n = b1

 x2   + a2 m + 1 xm + 1 + ⋯ + a2 n x n = b2

  w
   x m + am m + 1 xm + 1 + ⋯ + am n x n = bm

- z + c1 x1 + c2 x2 + ⋯ + cm x m + cm + 1 x m + 1 + ⋯ + cn x n = 0

为了便于迭代运算 ,可将上述方程组写成增广矩阵

- z x1 x2 ⋯ xm x m + 1 ⋯ x n  b

0 1 0 ⋯ 0 a1 , m + 1 ⋯ a1 n

0 0 1 ⋯ 0 a2 , m + 1 ⋯ a2 n

…

0 0 0 ⋯ 1 am , m + 1 ⋯ am n

1 c1 c2 ⋯ cm cm + 1 ⋯ cn

b1

b2

bm

0

若将 z 看作不参与基变换的基变量 , 它与 x1 , x2 ,⋯ , xm 的系数构成一个基 , 这时可采

用行初等变换将 c1 , c2 , ⋯ , cm 变换为零 ,使其对应的系数矩阵为单位矩阵。得到

     - z  x1 x2 ⋯ xm     xm + 1    ⋯    xn     b  

0 1 0 ⋯ 0  a1 , m+ 1 ⋯ a1 n

0 0 1 ⋯ 0  a2 , m+ 1 ⋯ a2 n

… … … … … …

0 0 0 ⋯ 1  am , m+ 1 ⋯ am n

1 0 0 ⋯ 0 cm+ 1 - ∑
m

i = 1

ci ai, m+ 1 ⋯ cn - ∑
m

i = 1

ci ai n

 b1

 b2

 …

 bm

- ∑
m

i = 1

ci bi

可根据上述增广矩阵设计计算表 ,见表 1 -2。

表  1 -2

cj → c1 Ÿ⋯ cm cm+ 1 ⋯ cn

CB X B b x1 §⋯ xm xm + 1 ⋯ xn

θi

c1 ýx1 ¿b1 ,1 “⋯ 0 Áa1 , m + 1 ⋯ a1 n θ1 E

c2 ýx2 ¿b2 ,0 “0 Áa2 , m + 1 a2 n θ2 E

… … … … ⋯ … … ⋯ … …

cm xm bm 0 “⋯ 1 Áam , m + 1 ⋯ am n θm

- z - ∑
m

i = 1

ci bi 0 “⋯ 0 Ácm+ 1 - ∑
m

i = 1

ci ai, m+1 ⋯ cn - ∑
m

i = 1

ci ai n
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  XB 列中填入基变量 ,这里是 x1 , x2 , ⋯ , xm ;

CB 列中填入基变量的价值系数 ,这里是 c1 , c2 , ⋯ , cm ;它们是与基变量相对应的 ;

b列中填入约束方程组右端的常数 ;

cj 行中填入基变量的价值系数 c1 , c2 , ⋯ , cn ;

θi 列的数字是在确定换入变量后 ,按θ规则计算后填入 ;

最后一行称为检验数行 ,对应各非基变量 xj 的检验数是

cj - ∑
m

i = 1

ci ai j ,  j = 1 , 2 ,⋯ , n。

表 1 -2 称为初始单纯形表 ,每迭代一步构造一个新单纯形表。

4. 2  计算步骤

(1 ) 找出初始可行基 , 确定初始基可行解 ,建立初始单纯形表。

(2 ) 检验各非基变量 xj 的检验数是

σj = cj - ∑
m

i = 1

ci ai j ,  若σj ≤ 0 ,  j = m + 1 , ⋯ , n

则已得到最优解 ,可停止计算。否则转入下一步。

(3 ) 在σj > 0 , j = m + 1 ,⋯ , n中 , 若有某个σk 对应 x k 的系数列向量 P k ≤0 , 则此问题

是无界 ,停止计算。否则 , 转入下一步。

(4 ) 根据 max(σj > 0 ) =σk ,确定 xk 为换入变量 , 按θ规则计算

θ= min
bi

ai k
ai k > 0 =

bl

al k

可确定 xl 为换出变量 ,转入下一步。

(5 ) 以 al k 为主元素进行迭代 ( 即用高斯消去法或称为旋转运算 ) , 把 xk 所对应的列

向量

Pk =

a1 k

a2 k

…

al k

…

am k

�
变换为

0

0

…

1

…

0

←第 l 行

将 XB 列中的 x l 换为 x k ,得到新的单纯形表。重复 ( 2) ～ (5 ) , 直到终止。

现用例 1 的标准型来说明上述计算步骤。

(1 ) 根据例 1 的标准型 , 取松弛变量 x3 , x4 , x5 为基变量 , 它对应的单位矩阵为基。

这就得到初始基可行解

X( 0 ) = ( 0 , 0 , 8 , 16 , 12) T

将有关数字填入表中 ,得到初始单纯形表 , 见表 1 -3。
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  表  1 -3

cj → 2 ’3 ’0 ‘0 ‘0 •

CB X B b x1 §x2 ¦x3 ¦x4 ¥x5 ¥

θ

0

0

0 �

x3

x4

x5 �

 8

16

12 ª

1

4

0 ’

2

0

[4]

1

0

0 ‘

0

1

0 ‘

0

0

1 •

4

-

3 –

- z  0 ª2 ’3 ’0 ‘0 ‘0 •

表 1 -3 中左上角的 cj 是表示目标函数中各变量的价值系数。在 CB 列填入初始基变

量的价值系数 ,它们都为零 , 各非基变量的检验数为

σ1 = c1 - z1 = 2 - (0×1 + 0×4 + 0×0) = 2

σ2 = c2 - z2 = 3 - (0×2 + 0×0 + 0×4) = 3

(2 ) 因检验数都大于零 , 且 P1 , P2 有正分量存在 , 转入下一步 ;

(3 ) max(σ1 ,σ2 ) = max( 2 , 3) = 3 , 对应的变量 x2 为换入变量 ,计算θ

θ= min
i

bi

ai2
ai2 > 0 = min (8/ 2 , - , 12/ 4 ) = 3

它所在行对应的 x5 为换出变量。 x2 所在列和 x5 所在行的交叉处 [4 ] 称为主元素或枢元

素 ( pivot element )。

(4 ) 以 [ 4] 为主元素进行旋转运算 ,即初等行变换 , 使 P2 变换为 ( 0 , 0 , 1) T ,在 xB 列中

将 x2 替换 x5 ,于是得到新表 1 -4。

表  1 -4

cj → 2 ’3 ’0 ‘0 ‘0 •

CB X B b x1 §x2 ¦x3 ¦x4 ¥x5 ¥

θi

0 �x3 �2 ª[ 1] 0 ’1 ‘0 ‘- 1/ 2 í2 –

0 �x4 �16 ª4 ’0 ’0 ‘1 ‘0 í4 –

3 �x2 �3 ª0 ’1 ’0 ‘0 ‘1/ 4 í-

- z  9 ª2 ’0 ’0 ‘0 ‘- 3/ 4 í

b列的数字是 x 3 = 2 , x4 = 16 , x2 = 3

于是得到新的基可行解 X( 1 ) = ( 0 , 3 , 2 , 16 ,0 ) T

目标函数的取值 z = 9

( 5) 检查表 1 -4 的所有 cj - zj ,这时有 c1 - z1 = 2;说明 x1 应为换入变量。重复 ( 2) ～

(4 )的计算步骤 , 得表 1 -5。

表  1 -5

cj → 2 ’3 ’0 ‘0 ‘0 •

CB X B  b x1 §x2 ¦x3 ¦x4 ¥x5 ¥

θi

2 �x1 � 2 Ø1 ’0 ’ 1 À0 ‘- 1/ 2 í-

0 �x4 �8 Ø0 ’0 ’- 4 À1 ‘  [2] 4 –

3 �x2 �3 Ø0 ’1 ’0 À0 ‘ 1/ 4 í12 

- z - 13 Ø0 ’0 ’- 2 À0 ‘ 1/ 4 í
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续表

cj → 2 ’3 ’0 ‘0 ‘0 •

CB X B  b x1 §x2 ¦ x3 ëx4 ¥x5 ¥

θi

2 �x1 � 4 Ø1 ’0 ’  0 î 1/ 4 í0 •

0 �x5 �4 Ø0 ’0 ’- 2 î 1/ 2 í1 •

3 �x2 �2 Ø0 ’1 ’1/ 2 î- 1/ 8 í0 •

- z - 14 Ø0 ’0 ’- 3/ 2 î- 1/ 8 í0 •

(6 ) 表 1 -5 最后一行的所有检验数都已为负或零。这表示目标函数值已不可能再增

大 ,于是得到最优解

X * = X( 3 ) = ( 4 , 2 , 0 , 0 , 4) T

目标函数值 z* = 14

第 5 节  单纯形法的进一步讨论

5. 1  人工变量法

  在 3. 2 节中提到用人工变量法可以得到初始基可行解。这里加以讨论。

设线性规划问题的约束条件是

∑
n

j = 1

P j x j = b

分别给每一个约束方程加入人工变量 xn + 1 , ⋯ , xn + m ,得到

a11 x1 + a12 x2 + ⋯ + a1 n x n + xn + 1     = b1

a21 x1 + a22 x2 + ⋯ + a2 n x n   + xn + 2   = b2

      ⋯

am1 x1 + am2 x2 + ⋯ + am n x n    + xn + m = bm

x1 , ⋯ , xn ≥0 , xn + 1 ,⋯ , xn + m ≥0

以 xn + 1 ,⋯ , xn + m 为基变量 ,并可得到一个 m× m 单位矩阵。令非基变量 x1 , ⋯ , xn 为零 ,

便可得到一个初始基可行解

X
( 0 )

= ( 0 , 0 ,⋯ , 0 , b1 , b2 ,⋯ , bm )
T

因为人工变量是后加入到原约束条件中的虚拟变量 , 要求经过基的变换将它们从基变量

中逐个替换出来。基变量中不再含有非零的人工变量 , 这表示原问题有解。若在最终表

中当所有 cj - zj≤0 ,而在其中还有某个非零人工变量 , 这表示无可行解。

1. 大 M 法

在一个线性规划问题的约束条件中加进人工变量后 , 要求人工变量对目标函数取值

不受影响 ,为此假定人工变量在目标函数中的系数为 ( - M) ( M 为任意大的正数 ) , 这样

目标函数要实现最大化时 ,必须把人工变量从基变量换出。否则目标函数不可能实现最

大化。

例 8  现有线性规划问题
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           min z = - 3 x1 + x2 + x3

 x1 - 2 x2 + x3 ≤11

- 4 x1 + x2 + 2 x3 ≥3

- 2 x1   + x3 = 1

x1 , x2 , x3 ≥0

试用大 M 法求解。

解  在上述问题的约束条件中加入松弛变量 x4 , 剩余变量 x5 , 人工变量 x6 , x7 ,得到

min z = - 3 x1 + x2 + x3 + 0 x4 + 0 x5 + M x6 + M x7

 x1 - 2 x2 + x3 + x4     = 11

- 4 x1 + x2 + 2 x3 - x5 + x6   = 3

- 2 x1   + x3     + x7 = 1

x1 , x2 , x3 , x4 , x5 , x6 , x7 ≥0

这里 M 是一个任意大的正数。

用单纯形法进行计算时 ,见表 1 -6。因本例是求 min , 所以用所有 cj - zj ≥0 来判别

目标函数是否实现了最小化。表 1 -6 中的最终表表明得到最优解是

x1 = 4 , x2 = 1 , x3 = 9 , x4 = x5 = x6 = x7 = 0

目标函数 z = - 2

表  1 -6

cj - 3 ð1 ’1 c0 �0 zM M

CB XB b x1 Öx2 §x3 xx4 �x5 Žx6 �x7 ¥

θi

0 �x4 K11 d1 Á- 2 Á1 c1 �0 z0 î0 •11 !

M x6 K3 d- 4 Á1 Á2 c0 �- 1 z1 î0 •3/ 2 8

M x7 K1 d- 2 Á0 Á[1 ]  0 �0 z0 î1 •1 


cj - zj - 3 + 6 M 1 - M 1 - 3 M 0 �M 0 î0 •

0 �x4 K10 d3 Á- 2 Á0 c1 �0 z0 î- 1 ¿

M x6 K1 d0 Á[1 ] 0 c0 �- 1 z1 î- 2 ¿1 


1 �x3 K1 d- 2 Á0 Á1 c0 �0 z0 î1 ¿

cj - zj - 1 ð1 - M 0 c0 �M 0 î3 M - 1

0 �x4 K12 d[ 3] 0 ’0 c1 �- 2 ¨2 î- 5 ¿4 


1 �x2 K1 d0 Á1 ’0 c0 �- 1 ¨1 î- 2 ¿

1 �x3 K1 d- 2 Á0 ’1 c0 �0 ¨0 î1 ¿

cj - zj - 1 ð0 ’0 c0 �1 zM - 1 EM + 1 è

- 3 Nx1 K4 M1 Á0 ’0 c1/ 3 4- 2/ 3 Ö2/ 3 �- 5/ 3 í

1 �x2 K1 M0 Á1 ’0 c0 4- 1 Ö1 �- 2 í

1 �x3 K9 M0 Á0 ’1 c2/ 3 4- 4/ 3 Ö4/ 3 �- 7/ 3 í

cj - zj 2 M0 Á0 ’0 c1/ 3 41/ 3 ¨M - 1/ 3 sM - 2/ 3 �
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2. 两阶段法

用电子计算机求解含人工变量的线性规划问题时 , 只能用很大的数来代替 M , 这就

可能造成计算上的错误。故介绍两阶段法求线性规划问题。

第一阶段 :不考虑原问题是否存在基可行解 ; 给原线性规划问题加入人工变量 , 并构

造仅含人工变量的目标函数和要求实现最小化。如

min ω= xn + 1 + ⋯ + xn + m + 0 x1 + ⋯ + 0 xn

a11 x1 + ⋯ + a1 n x n + xn + 1 = b1

a21 x1 + ⋯ + a2 n x n + xn + 2 = b2

   ⋯

am1 x1 + ⋯ + am n x n + xn + m = bm

x1 , x2 ,⋯ , xn + m ≥0

然后用单纯形法求解上述模型 ,若得到ω= 0 ,这说明原问题存在基可行解 , 可以进行

第二段计算。否则原问题无可行解 ,应停止计算。

第二阶段 :将第一阶段计算得到的最终表 , 除去人工变量。将目标函数行的系数 , 换

原问题的目标函数系数 ,作为第二阶段计算的初始表。

各阶段的计算方法及步骤与第 3 节单纯形法相同。下面举例说明。

例 9  线性规划问题

           min z = - 3 x1 + x2 + x3

 x1 + 2 x2 + x3 ≤11

- 4 x1 + x2 + 2 x3 ≥3

- 2 x1   + x3 = 1

 x1 ,  x2 ,  x3 ≥0

试用两阶段法求解。

解  先在上述线性规划问题的约束方程中加入人工变量 ,给出第一阶段的数学模型为 :

        min ω= x6 + x7

 x1 - 2 x2 + x3 + x4      = 11

- 4 x1 + x2 + 2 x3  - x5 + x6  = 3

- 2 x1   + x3      + x7 = 1

 x1 , x2 ,  x3 , x4 , x5 , x6 , x7 ≥0

这里 x6 , x7 是人工变量。用单纯形法求解 , 见表 1 -7。第一阶段求得的结果是ω= 0 , 得到

最优解是

x1 = 0 , x2 = 1 , x3 = 1 , x4 = 12 , x5 = x6 = x7 = 0

因人工变量 x6 = x7 = 0 ,所以 ( 0 , 1 , 1 , 12 ,0 )
T
是这线性规划问题的基可行解。于是可以进

行第二阶段运算。将第一阶段的最终表中的人工变量取消填入原问题的目标函数的系

数。进行第二阶段计算 ,见表 1 -8。
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  表  1 -7

cj → 0 ª0 �0 ’0 �0 z1 î1 b

CB XB b x1 ¾x2 2x3 ¦x4 �x5 Žx6 �x7 v

θi

0 Nx4 Ö11 M1 ª- 2 L 1 À1 �0 z0 î0 b11 ó

1 Nx6 Ö3 M- 4 ª1 L2 À0 �- 1 z1 î0 b3/ 2 


1 Nx7 Ö1 M- 2 ª0 L[1] 0 �0 z0 î1 b1 Ü

cj - z j 6 ª- 1 L- 3 À0 �1 z0 î0 b

0 Nx4 Ö10 M3 ª- 2  0 ’1 � 0 ¨0 î- 1 •-

1 Nx6 Ö1 M0 ª[ 1] 0 ’0 �- 1 ¨1 î- 2 •1 Ü

0 Nx3 Ö1 M- 2 ª0 �1 ’0 �0 ¨0 î1 •-

cj - z j 0 ª- 1  0 ’0 � 1 ¨0 î 3 •

0 Nx4 Ö12 M3 ª0 �0 ’1 �- 2 ¨2 î- 5 •

0 Nx2 Ö1 M0 ª1 �0 ’0 �- 1 ¨1 î- 2 •

0 Nx3 Ö1 M- 2 ª0 �1 ’0 �0 ¨0 î1 •

cj - z j  0 M0 ª0 �0 ’0 � 0 ¨1 î 1 •

表  1 -8

cj - 3 �1 À1 ‘0 b0 3

CB X B b x1 �x2 Õx3 ¦x4 wx5 H

θi

0 |x4 b12 5[3 ] 0 À0 ‘ 1 ‘ - 2 •4 Ü

1 |x2 b1 50 ï1 À0 ‘0 ‘- 1 •-

1 |x3 b1 5- 2 ï0 À1 ‘0 ‘0 •-

cj - z j - 1  0 À0 ‘ 0 ‘  1 •

- 3 «x1 b 4 61 ï0 À0 ‘1/ 3 •- 2/ 3 •

1 «x2 b1 60 ï1 À0 ‘0 •- 1 •

1 «x3 b9 60 ï0 À1 ‘2/ 3 •- 4/ 3 •

cj - z j  2 60 ï0 À0 ‘1/ 3 • 1/ 3 •

从表 1 -8 中得到最优解为 x1 = 4 , x2 = 1 , x3 = 9 ,目标函数值 z = - 2。

5. 2  退化

单纯形法计算中用θ规则确定换出变量时 , 有时存在两个以上相同的最小比值 ,这样

在下一次迭代中就有一个或几个基变量等于零 , 这就出现退化解。这时换出变量 x l = 0 ,

迭代后目标函数值不变。这时不同基表示为同一顶点。有人构造了一个特例 , 当出现退

化时 ,进行多次迭代 , 而基从 B1 , B2 ,⋯又返回到 B1 , 即出现计算过程的循环 , 便永远达不

到最优解。

尽管计算过程的循环现象极少出现 , 但还是有可能的。如何解决这问题 ? 先后有人
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提出了“摄动法”,“字典序法”。1974 年由勃兰特 ( Bland) 提出一种简便的规则 , 简称勃兰

特规则 :

(1 ) 选取 cj - zj > 0 中下标最小的非基变量 x k 为换入变量 , 即

k = min( j | cj - z j > 0 )

(2 ) 当按θ规则计算存在两个和两个以上最小比值时 , 选取下标最小的基变量为换

出变量。

按勃兰特规则计算时 ,一定能避免出现循环。

5. 3  检验数的几种表示形式

本书以 max z = C X; A X = b, X≥0 为标准型 ; 以 cj - zj ≤0 , ( j = 1 , 2 , ⋯ , n) 为最优解

的判别准则。还有其他的形式。为了避免混淆 ,现将几种情况归纳如下。

设 x1 , x2 ,⋯ , xm 为约束方程的基变量 , 于是可得

x i = bi - ∑
n

j = m+ 1

ai j x j , i = 1 , 2 , ⋯ , m

将它们代入目标函数后 ,可有两种表达形式

z = ∑
m

i = 1

ci bi + ∑
n

j = m+ 1

cj - ∑
m

i = 1

ci ai j xj

= z0 + ∑
n

j = m+ 1

( cj - zj ) x j (1 -37)

或

z = ∑
m

i = 1

ci bi - ∑
n

j = m+ 1
∑

m

i = 1

ci ai j - cj xj

= z0 - ∑
n

j = m+ 1

( zj - cj ) x j (1 -38)

要求目标函数实现最大化时 ,若用 ( 1 -37 )式来分析 , 就得到 cj - zj ≤0 , ( j = 1 , 2 , ⋯ , n) 的

判别准则。若用 (1 -38 )式来分析 ,就得到 zj - cj ≥0 , ( j = 1 ,2 ,⋯ , n)的判别准则。

同样 ,在要求目标函数实现最小化时 , 可用 (1 -37 ) 式或 ( 1 -38 ) 式来分析 , 这时分别用

cj - zj ≥0 或 zj - cj ≤0 , ( j = 1 , 2 ,⋯ , n) 来判别目标函数已达到最小。现将几种情况汇总

于表 1 -9。

表  1 -9

标准型

检验数

max z = CX

A X = b, X≥0 &

min z = C X

A X = b, X≥0 Ÿ

cj - z j

z j - cj

≤0

≥0 c

≥0

≤0 Ü

5. 4  单纯形法小结

(1 ) 根据实际问题给出数学模型 , 列出初始单纯形表。进行标准化 ,见表 1 -10。
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表  1 -10

变

量

xj ≥0

xj ≤0

xj 无约束

不需要处理

令 x′j = - xj ; x′j ≥0

令 xj = x′j - x″j ; x′j , x″j ≥0 É

约
束
条
件

b≥0

b < 0

≤

=

≥

不需要处理

约束条件两端同乘 - 1

加松弛变量 xs i

加人工变量 xa i

减去剩余(松弛 )变量 xs i ,加人工变量 xa i

目
标
函
数

max z

min z

加入变量的系数

 

松弛变量

xs i

人工变量

xa i

不需要处理

令 z′= - z ,求 max z′

0

- M

分别以每个约束条件中的松弛变量或人工变量为基变量 ,列出初始单纯形表。

(2 ) 对目标函数求 max 的线性规划问题 ,用单纯形法计算步骤的框图见图 1 -9。

图  1 -9
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第 6 节  应 用 举 例

一般讲 ,一个经济、管理问题凡满足以下条件时 ,才能建立线性规划的模型。

(1 ) 要求解问题的目标函数能用数值指标来反映 , 且为线性函数 ;

(2 ) 存在着多种方案 ;

(3 ) 要求达到的目标是在一定约束条件下实现的 , 这些约束条件可用线性等式或不

等式来描述。

下面举例说明线性规划在经济管理等方面的应用。

例 10  合理利用线材问题。现要做 100 套钢架 ,每套用长为 2. 9 m , 2. 1 m 和 1. 5m 的

元钢各一根。已知原料长 7. 4m ,问应如何下料 , 使用的原材料最省。

解  最简单做法是 ,在每一根原材料上截取 2. 9m , 2. 1m 和 1. 5m 的元钢各一根组成

一套 ,每根原材料剩下料头 0. 9m。为了做 100 套钢架 , 需用原材料 100 根 , 有 90m 料头。

若改为用套裁 ,这可以节约原材料。下面有几种套裁方案 , 都可以考虑采用。见表1-11。

表  1-11

长度( m )

下料根数 方   案

Ⅰ Ⅱ Ⅲ Ⅳ Ⅴ

2 ”‰. 9 1 �2 51 ‘

2 ”‰. 1 0 �2 c2 ‘1 "

1 ”‰. 5 3 �1 52 c3 "

合计 7 ��. 4 7 @5. 3 7 nc. 2 7 œ‘. 1 6 -". 6

料头 0 �0 @5. 1 0 nc. 2 0 œ‘. 3 0 -". 8

为了得到 100 套钢架 ,需要混合使用各种下料方案。设按Ⅰ方案下料的原材料根数

为 x1 ,Ⅱ方案为 x2 , Ⅲ方案为 x3 , Ⅳ方案为 x4 ,Ⅴ方案为 x5 。根据表 1 -11 的方案 , 可列出

以下数学模型 :

min z = 0 x1 + 0. 1 x2 + 0. 2 x3 + 0. 3 x4 + 0. 8 x5

 x1 + 2 x2   + x4    = 100

     2 x3 + 2 x4 + x5 = 100

3 x1 + x2 + 2 x3    + 3 x5 = 100

 x1 , x2 , x3 , x4 , x5 ≥0

在以上约束条件中加入人工变量 x6 , x7 , x8 ; 然后用表 1 -12 进行计算。

由计算得到最优下料方案是 :按Ⅰ方案下料 30 根 ; Ⅱ方案下料 10 根 ; Ⅳ方案下料 50

根。即需 90 根原材料可以制造 100 套钢架。

例 11  配料问题

某工厂要用三种原材料 C、P、H 混合调配出三种不同规格的产品 A、B、D。已知产

品的规格要求 , 产品单价 , 每天能供应的原材料数量及原材料单价 , 分别见表 1 -13和

表 1 -14。该厂应如何安排生产 , 使利润收入为最大 ?

解  如以 AC 表示产品 A 中 C 的成分 , AP 表示产品 A 中 P 的成分 ,依次类推。
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根据表 1 -13 有 :

AC ≥
1
2

A, AP ≤
1
4

A, BC≥
1
4

B, BP ≤
1
2

B (1 -39)

这里 AC + AP + AH = A (1 -40)

BC + BP + BH = B

将 (1 -39 )逐个代入 ( 1 -40 )并整理得到

-
1
2

AC +
1
2

AP +
1
2

AH ≤0

表  1 -12

cj→ 0 L- 0 €v. 1 - 0 C9. 2 - 0 �ü. 3 - 0 É¿. 8 - M - M - M

CB XB b x1 `x2 “x3 Vx4 �x5 Üx6 Ÿx7 bx8 %

θi

- M x6 Æ100 ¨1 L2 €0 C1 �0 É1 Œ0 O0 �
100 p
1

- M x7 Æ100 ¨0 L0 €2 C2 �1 É0 Œ1 O0 �-

- M x8 Æ100 ¨[3] 1 €2 C0 �3 É0 Œ0 O1 �
100 p
3

4M - 0 ��. 1 + 3 M - 0 á×. 2 + 4M - 0 ¤š. 3 + 3M - 0 g]. 8 + 4 M 0 Œ0 O0 �

- M x6 Æ200/ 3 Ñ0 L5/ 3 ©- 2/ 3 •1 �- 1 ò1 Œ0 O- 1/ 3 d
200 p
3

- M x7 Æ100 ¨0 L0 €2 C[2] 1 É0 Œ1 O0 �
100 p
2

0 úx1 Æ100/ 3 Ñ1 L1/ 3 ©2/ 3 l0 �1 É0 Œ0 O1/ 3 ;-

0 L
- 0 WM. 1 +

5/ 3M

- 0 ��. 2 +

4/ 3M
- 0 ¤š. 3 + 3M - 0 É¿. 8 0 Œ0 O- 4/ 3M

- M x6 Æ50/ 3 ½0 L[5/ 3] - 5/ 3 •0 �- 3/ 2 �1 Œ- 1/ 2 ¡- 1/ 3 d
150 p
15

- 0 úð. 3 x4 Æ50 ”0 L0 €1 C1 �1/ 2 ò0 Œ1/ 2 x0 �

0 úx1 Æ100/ 3 Ñ1 L1/ 3 ©2/ 3 l0 �1 É0 Œ0 O1/ 3 ;
100 p
1

0 L
- 0 WM. 1 +

5/ 3M

0 ñç. 1 -

5/ 3M
0 �

- 0 ‹•. 65 -

3/ 2M
0 Œ

0 èÞ. 15 -

3/ 2 M
- 4/ 3M

0 ÑÇ. 1 x2 Æ10 ”0 L1 €- 1 l0 �- 9/ 10 /3/ 5 µ- 3/ 10 µ- 1/ 5 d

- 0 úð. 3 x4 Æ50 ”0 L0 €1 C1 �1/ 2 ò0 Œ1/ 2 x0 �

0 úx1 Æ30 ”1 L0 €1 C0 �13/ 10 �- 1/ 5 Þ1/ 10 Œ2/ 5 ;

0 L0 €0 C0 �- 0 ª́. 74 - M+ 0 Å». 06 - M+ 0 ~̂. 12 - M - 0 KA. 02
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  本例中存在多重最优解 ,请读者自检。

表  1 -13

产品名称 规格要求 单价 (元/ kg )

A
原材料 C不少于 50%

原材料 P 不超过 25%
50 Å

B
原材料 C不少于 25%

原材料 P 不超过 50%
35 Å

D 不限 25 Å

-
1
4

AC +
3
4

AP -
1
4

AH ≤0

-
3
4

BC +
1
4

BP +
1
4

BH ≤0

-
1
2

BC +
1
2

BP -
1
2

BH ≤0

表  1 -14

原材料名称 每天最多供应量 ( kg ) 单价/ (元/ kg)

C 100 c65 Å

P 100 c25 Å

H 60 c35 Å

表 1 -14 表明这些原材料供应数量的限额。加入到产品 A、B、D 的原材料 C 总量每

天不超过 100kg , P 的总量不超过 100kg , H 总量不超过 60kg。由此

AC + BC + DC ≤100

AP + BP + DP ≤100

AH + BH + DH ≤60

在约束条件中共有 9 个变量 ,为计算和叙述方便 , 分别用 x1 , ⋯ , x9 表示。令

x1 = AC x2 = AP x3 = AH

x4 = BC x5 = BP x6 = BH

x7 = DC x8 = DP x9 = DH

由此约束条件可表示为 :

-
1
2

x1 +
1
2

x2 +
1
2

x3 ≤0

-
1
4

x1 +
3
4

x2 -
1
4

x3 ≤0

-
3
4

x4 +
1
4

x5 +
1
4

x6 ≤0

-
1
2

x4 +
1
2

x5 -
1
2

x6 ≤0

x1 + x4 + x7 ≤100

x2 + x5 + x8 ≤100

x3 + x6 + x9 ≤60

x1 , ⋯ ,  x9 ≥0
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我们的目的是使利润最大 ,即产品价格减去原材料的价格为最大。

产品价格为 :    50( x1 + x2 + x3 )———产品 A

35( x4 + x5 + x6 )———产品 B

25( x7 + x8 + x9 )———产品 D

原材料价格为 : 65( x1 + x4 + x7 )———原材料 C

25( x2 + x5 + x8 )———原材料 P

35( x3 + x6 + x9 )———原材料 H

目标函数

max z = 50 ( x1 + x2 + x3 ) + 35( x4 + x5 + x6 ) + 25 ( x7 + x8 + x9 ) -

 65 ( x1 + x4 + x7 ) - 25( x2 + x5 + x8 ) - 35 ( x3 + x6 + x9 )

= - 15 x1 + 25 x2 + 15 x3 - 30 x4 + 10 x5 - 40 x7 - 10 x9

为了得到初始解 ,在约束条件中加入松弛变量 x10 ～ x16 , 得到数学模型 :

max z = - 15 x1 + 25 x2 + 15 x3 - 30 x4 + 10 x5 - 40 x7 - 10 x9 +

0· ( x10 + x1 1 + x1 2 + x13 + x14 + x15 + x16 )

-
1
2

x1 +
1
2

x2 +
1
2

x3 + x10 = 0

-
1
4

x1 +
3
4

x2 -
1
4

x3 + x11 = 0

-
3
4

x4 +
1
4

x5 +
1
4

x6 + x12 = 0

-
1
2

x4 +
1
2

x5 -
1
2

x6 + x13 = 0

x1 + x4 + x7 + x14 = 100

x2 + x5 + x8 + x15 = 100

x3 + x6 + x9 + x16 = 60

xi ≥0 ,  i = 1 , 2 , ⋯ , 16

上述数学模型 ,可用单纯形法计算 , 计算结果是 :每天只生产产品 A 为 200kg , 分别需

要用原料 C为 100kg ; P 为 50kg ; H 为 50 kg。

总的利润收入是 z = 500 元/ 天。

例 12  生产与库存的优化安排

某工厂生产五种产品 ( i = 1 ,⋯ , 5 ) , 上半年各月对每种产品的最大市场需求量为 di j

( i = 1 ,⋯ , 5 ; j = 1 ,⋯ , 6 )。已知每件产品的单件售价为 Si 元 ,生产每件产品所需要工时为

ai ,单件成本为 Ci 元 ;该工厂上半年各月正常生产工时为 rj ( j = 1 , ⋯ , 6 ) , 各月内允许的

最大加班工时为 r′j ; C′i 为加班单件成本。又每月生产的各种产品如当月销售不完 , 可以

库存。库存费用为 H i (元/ 件·月 )。假设 1 月初所有产品的库存为零 , 要求 6 月底各产

品库存量分别为 ki 件。现要求为该工厂制定一个生产计划 , 在尽可能利用生产能力的条

件下 ,获取最大利润。

解  设 x i j , x′i j 分别为该工厂第 i 种产品的第 j 个月在正常时间和加班时间内的生产

量 ; yi j 为 i 种产品在第 j 月的销售量 , wi j 为第 i 种产品第 j 月末的库存量。根据题意 , 可

用以下模型描述 :
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(1 ) 各种产品每月的生产量不能超过允许的生产能力 , 表示为 :

∑
5

i = 1

ai x i j ≤ rj  ( j = 1 ,⋯ , 6 )

∑
5

i = 1

ai x′i j ≤ r′j  ( j = 1 , ⋯ , 6 )

(2 ) 各种产品每月销售量不超过市场最大需求量

yi j ≤ di j  ( i = 1 ,⋯ , 5 ; j = 1 ,⋯ , 6 )

(3 ) 每月末库存量等于上月末库存量加上该月产量减掉当月的销售量

wi j = wi , j - 1 + xi j + x′i j - yi j  ( i = 1 ,⋯ , 5 ; j = 1 ,⋯ , 6 ) ;

其中 wi 0 = 0 , wi 6 = ki

(4 ) 满足各变量的非负约束

x i j ≥0 , x′i j ≥0 , yi j ≥0 ,  ( i = 1 ,⋯ , 5 ; j = 1 ,⋯ , 6)

wi j ≥0  ( i = 1 , ⋯ , 5 ; j = 1 , ⋯ , 5)

(5 ) 该工厂上半年总盈利最大可表示为 : 目标函数

max z = ∑
5

i = 1
∑

6

j = 1

[ Si y i j - Ci x i j - C′i x′i j ] - ∑
5

i = 1
∑

5

j = 1

H i w i j

例 13  连续投资问题

某部门在今后五年内考虑给下列项目投资 ,已知 :

项目 A ,从第一年到第四年每年年初需要投资 , 并于次年末回收本利 115% ;

项目 B,第三年初需要投资 , 到第五年末能回收本利 125 % , 但规定最大投资额不超

过 4 万元 ;

项目 C, 第二年初需要投资 , 到第五年末能回收本利 140 % , 但规定最大投资额不超

过 3 万元 ;

项目 D , 五年内每年初可购买公债 ,于当年末归还 , 并加利息 6%。

该部门现有资金 10 万元 , 问它应如何确定给这些项目每年的投资额 , 使到第五年末

拥有的资金的本利总额为最大 ?

解

(1 ) 确定变量

这是一个连续投资问题 ,与时间有关。但这里设法用线性规划方法 , 静态地处理。以

x i A , xi B , xi C , xi D ( i = 1 , 2 , ⋯ , 5)分别表示第 i 年年初给项目 A , B, C, D 的投资额 , 它们都

是待定的未知变量。根据给定的条件 ,将变量列于表 1 -15 中。

  表  1 -15

项  目 第一年 第二年 第三年 第四年 第五年

A x1 A x2 A x3 A x4 A

B x3 B

C x2 C

D x1D x2D x3 D x4D x5D
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  (2 ) 投资额应等于手中拥有的资金额

由于项目 D 每年都可以投资 ,并且当年末即能回收本息。所以该部门每年应把资金

全部投出去 ,手中不应当有剩余的呆滞资金。因此

第一年 :该部门年初拥有 100000 元 ,所以有

x1 A + x1 D = 100000

第二年:因第一年给项目 A 的投资要到第二年末才能回收。所以该部门在第二年初拥

有资金额仅为项目 D 在第一年回收的本息 x1 D (1 + 6% )。于是第二年的投资分配是

x2 A + x2 C + x2 D = 1 .06 x1 D

第三年 :第三年初的资金额是从项目 A 第一年投资及项目 D 第二年投资中回收的本

利总和 : x1 A ( 1 + 15% ) 及 x2 D (1 + 6% )。于是第三年的资金分配为

x3 A + x3 B + x3 D = 1 .15 x1 A + 1 .06 x2 D

第四年 :同以上分析 , 可得

x4 A + x4 D = 1 .15 x2 A + 1 .06 x3 D

第五年 :

    x5 D = 1 .15 x3 A + 1 .06 x4 D

此外 ,由于对项目 B、C的投资有限额的规定 , 即 :

x3 B ≤40000

x2 C≤30000

(3 ) 目标函数

问题是要求在第五年末该部门手中拥有的资金额达到最大 ,这个目标函数可表示为

max z = 1 .15 x4 A + 1 .40 x2 C + 1 .25 x3 B + 1 .06 x5 D

(4 ) 数学模型

经过以上分析 ,这个与时间有关的投资问题可以用以下线性规划模型来描述 :

max z = 1 .15 x4 A + 1 .40 x2 C + 1 .25 x3 B + 1 .06 x5 D

满足

x1 A + x1 D             = 100000

 - 1. 06 x1 D + x2 A + x2 C + x2 D    = 0

- 1. 15 x1 A - 1. 06 x2 D + x3 A + x3 B + x3 D = 0

- 1. 15 x2 A - 1. 06 x3 D + x4 A + x4 D   = 0

- 1. 15 x3 A - 1. 06 x4 D + x5 D     = 0

x2 C               ≤30000

x3 B               ≤40000

xi A , x i B , x i C , xi D ≥0  i = 1 , 2 ,⋯ , 5

(5 ) 用单纯形法计算结果得到

第一年 : x1 A = 34783 元 , x1 D = 65217 元

第二年 : x2 A = 39130 元 , x2 C = 30000 元 , x2 D = 0

第三年 : x3 A = 0 , x3 B = 40000 元 , x3 D = 0

第四年 : x4 A = 45000 元 , x4 D = 0

第五年 : x5 D = 0
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到第五年末该部门拥有资金总额为 143750 元 , 即盈利 43 .75%。

习   题

1. 1  用图解法求解下列线性规划问题 , 并指出问题是具有唯一最优解、无穷多最优

解、无界解还是无可行解 ?

(1 ) max z = x1 + 3 x2          ( 2) min z = x1 + 1. 5 x2

   

5 x1 + 10 x2 ≤50

x1 +  x2 ≥1

   x2 ≤4

x1 , x2 ≥0

    

x1 + 3 x2 ≥3

x1 + x2 ≥2

x1 , x2 ≥0

(3 ) max z = 2 x1 + 2 x2 ( 4) max z = x1 + x2

   

  x1 - x2 ≥ - 1

- 0. 5 x1 + x2 ≤2

x1 , x2 ≥0

          

 x1 - x2 ≥0

3 x1 - x2 ≤ - 3

x1 , x2 ≥0

1. 2  将下列线性规划问题变换成标准型 , 并列出初始单纯形表。

(1 ) min z = - 3 x1 + 4 x2 - 2 x3 + 5 x4

    

 4 x1 - x2 + 2 x3 - x4 = - 2

 x1 + x2 + 3 x3 - x4 ≤14

- 2 x1 + 3 x2 - x3 + 2 x4 ≥2

x1 , x2 , x3 ≥0 ,  x4 无约束

(2 ) max s = zk/ pk

    

zk = ∑
n

i = 1
∑

m

k = 1

αi k x i k

∑
m

k = 1

- x i k = - 1( i = 1 ,⋯ , n)

x i k ≥0  ( i = 1 , ⋯ , n; k = 1 ,⋯ , m)

1. 3  在下面的线性规划问题中找出满足约束条件的所有基解。指出哪些是基可行

解 ,并代入目标函数 , 确定哪一个是最优解。

(1 ) max z = 2 x1 + 3 x2 + 4 x3 + 7 x4    ( 2) max z = 5 x1 - 2 x2 + 3 x3 - 6 x4

   

2 x1 + 3 x2 - x3 - 4 x4 = 8

 x1 - 2 x2 + 6 x3 - 7 x4 = - 3

x1 , x2 , x3 , x4 ≥0

   

 x1 + 2 x2 + 3 x3 + 4 x4 = 7

2 x1 + x2 + x3 + 2 x4 = 3

x1 , x2 , x3 , x4 ≥0

1. 4  分别用图解法和单纯形法求解下列线性规划问题 , 并指出单纯形法迭代的每一

步相当于图形上哪一个顶点。
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  (1 ) max z = 2 x1 + x2         ( 2) max z = 2 x1 + 5 x2

   

3 x1 + 5 x2 ≤15

6 x1 + 2 x2 ≤24

 x1 ,  x2 ≥0

    

x1    ≤4

  2 x2 ≤12

3 x1 + 2 x2 ≤18

x1 , x2 ≥0

1. 5  以 1. 4 题 ( 1) 为例 ,具体说明当目标函数中变量的系数怎样改变时 , 使满足约束

条件的可行域的每一个顶点 ,都有可能使目标函数值达到最优。

1. 6  分别用单纯形法中的大 M 法和两阶段法求解下述线性规划问题 , 并指出属哪

一类解。

(1 ) max z = 2 x1 + 3 x2 - 5 x3      (2 ) min z = 2 x1 + 3 x2 + x3

   

 x1 + x2 + x3 = 7

2 x1 - 5 x2 + x3 ≥10

 x1 ,  x2 , x3 ≥0

   

 x1 + 4 x2 + 2 x3 ≥8

3 x1 + 2 x2   ≥6

 x1 ,  x2 ,  x3 ≥0

(3 ) max z = 10 x1 + 15 x2 + 12 x3 (4 ) max z = 2 x1 - x2 + 2 x3

   

 5 x1 + 3 x2 +  x3 ≤9

- 5 x1 + 6 x2 + 15 x3 ≤15

 2 x1 + x2 +  x3 ≥5

 x1 ,  x2 ,  x3 ≥0

   

 x1 + x2 + x3 ≥6

- 2 x1   + x3 ≥2

   2 x2 - x3 ≥0

 x1 , x2 , x3 ≥0

1. 7  求下述线性规划问题目标函数 z 的上界 z * 和下界 z*

max z = c1 x1 + c2 x2

 

a1 1 x1 + a1 2 x2 ≤ b1

a2 1 x1 + a2 2 x2 ≤ b2

x1 , x2 ≥0

其中 :1≤ c1 ≤3 , 4≤ c2 ≤6 , 8≤ b1 ≤12 , 10≤ b2 ≤14 , - 1≤ a11 ≤ 3 , 2≤ a12 ≤5 , 2≤ a21 ≤4 ,

4≤ a22 ≤6

1. 8  表 1 -16 是某求极大化线性规划问题计算得到的单纯形表。表中无人工变量 ,

a1 、a2 、a3 、d、c1 、c2 为待定常数。试说明这些常数分别取何值时 , 以下结论成立。

(1 ) 表中解为唯一最优解 ;

(2 ) 表中解为最优解 , 但存在无穷多最优解 ;

(3 ) 该线性规划问题具有无界解 ;

(4 ) 表中解非最优 , 为对解改进 ,换入变量为 x1 ,换出变量为 x6 。

表  1 -16

基 b x1 §x2 Õx3 �x4 1x5 _x6 “

x3  d  4 Áa1 Ò1 ï0 �a2 \0 •

x4  2 e- 1 Á- 3 ï0 ï1 �- 1 y0 •

x6  3 ea3 ¤- 5 ï0 ï0 �- 4 y1 •

cj - z j c1 Ÿc2 Í0 ï0 �- 3 y0 •
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  1. 9  某昼夜服务的公交线路每天各时间区段内所需司机和乘务人员数如下 :

班次 时  间 所需人数

1 n6∶00～10∶00 Ü60 Ý

2 n10∶00～14∶00 Ü70 Ý

3 n14∶00～18∶00 Ü60 Ý

4 n18∶00～22∶00 Ü50 Ý

5 n22∶00～ 2∶00 Ü20 Ý

6 n2∶00～ 6∶00 Ü30 Ý

设司机和乘务人员分别在各时间区段一开始时上班 ,并连续工作八小时 , 问该公交线路至

少配备多少名司机和乘务人员。列出这个问题的线性规划模型。

1. 10  某糖果厂用原料 A、B、C加工成三种不同牌号的糖果甲、乙、丙。已知各种牌

号糖果中 A、B、C含量 , 原料成本 , 各种原料的每月限制用量 , 三种牌号糖果的单位加工

费及售价如表 1 -17 表示。

表  1 -17

原  料 甲 乙 丙 原料成本 (元/ 千克 ) 每月限制用量 (千克)

A ≥60 % ≥15% 2 {p. 00 2000 Û

B 1 {p. 50 2500 Û

C ≤20 % ≤60% ≤50 % 1 {p. 00 1200 Û

加工费 (元/ 千克 ) 0 ��. 50 0 ðå. 40 0 Á¶. 30

售  价 3 ��. 40 2 ðå. 85 2 Á¶. 25

问该厂每月应生产这三种牌号糖果各多少千克 , 使该厂获利最大 ? 试建立这个问题

的线性规划的数学模型。

1. 11  某厂生产三种产品Ⅰ , Ⅱ , Ⅲ。每种产品要经过 A , B 两道工序加工。设该厂

有两种规格的设备能完成 A 工序 , 它们以 A1 , A2 表示 ; 有三种规格的设备能完成 B 工

序 ,它们以 B1 , B2 , B3 表示。产品Ⅰ可在 A , B 任何一种规格设备上加工。产品Ⅱ可在任

何规格的 A 设备上加工 , 但完成 B 工序时 , 只能在 B1 设备上加工 ; 产品Ⅲ只能在 A2 与

B2 设备上加工。已知在各种机床设备的单件工时 ,原材料费 , 产品销售价格 , 各种设备有

效台时以及满负荷操作时机床设备的费用如下表 ( 表 1 -18 ) , 要求安排最优的生产计划 ,

使该厂利润最大。

表  1 -18

设  备
产  品

Ⅰ Ⅱ Ⅲ
设备有效台时

满负荷时的

设备费用(元 )

A1 #5 Á10 c6000 Ö300 ~

A2 #7 Á9 L12 î10000 Ö321 ~

B1 !6 Á8 L4000 Ö250 ~

B2 !4 Á11 î7000 Ö783 ~

B3 !7 Á4000 Ö200 ~

原料费 (元/ 件 ) 0 |q. 25 0 �ü. 35 0 ’‡. 50

单价 (元/ 件) 1 |q. 25 2 �ü. 00 2 ’‡. 80
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第 2 章  对偶理论和灵敏度分析

第 1 节  单纯形法的矩阵描述

  现在用矩阵描述单纯形法的计算过程。它将有助于对单纯形法的理解 , 以及学习对

偶理论和灵敏度分析。

设线性规划问题 : max z = C X ; A X≤b; X≥0。给这线性规划问题的约束条件加入松

弛变量 Xs = ( xs1 , xs2 ,⋯ , xs m )
T
以后 ,得到标准型 :

max z = C X + OXS ; A X + I XS = b; X, XS ≥0

这里的 I 是 m×m 单位矩阵。若以 XS 为基变量 ,这时可标记成 XB 。其对应的单位

矩阵就是基矩阵 B,这时将系数矩阵 ( A , I)分为 ( B, N) 两块。 N 是非基变量的系数矩阵 ,

相应的决策变量被分为 X =
X B

X N

,同时目标函数的系数 C分为 CB , CN 分别对应于基变

量和非基变量 ,并记作 C = ( CB , CN ) 。

经过迭代运算后 ,在基矩阵中可能还存在松弛变量或全无松弛变量。为了阐述方便

起见 ,设

XB =
XB 1

XS 1

; X N =
X N 1

XS2

; XS =
XS 1

XS 2

; A =
B

N
; N =

N1

S2

B, N , S 分别表示对应基变量、非基变量、松弛变量的系数矩阵。这时线性规划问题

可以表示为

目标函数   max z = CB X B + CN X N = CB X B + CN 1 X N 1 + CS 1 XS 1 ( 2 -1)

约束条件   B X B + N X N = B X B + N1 X N 1 + S2 XS 2 = b ( 2 -2)

非负条件   XB , X N ≥0 ( 2 -3)

将 (2 -2)式移项后 , 得到 B X B = b - N1 X N 1 - S2 XS 2 ;然后给等式两边左乘 B - 1 后 , 得到

X B = B
- 1

b - B
- 1

N1 X N1 - B
- 1

S2 XS2 ( 2 -4)

将 (2 -4)式代入目标函数 (2 -1 )式 , 因 S2 是单位矩阵 , 得到

z = CB B
- 1

b+ ( CN1 - CB B
- 1

N1 ) X N 1 + ( CS 2 - CB B
- 1

I) XS ( 2 -5)

令非基变量 XN = 0 ,可得到一个基可行解 X
( 1 )

=
B

- 1
b

 0
,这时目标函数 z = CB B

- 1
b。

从表达式中可以见到 :

(1 ) 非基变量的系数 ( CN 1 - CB B - 1 N1 )就是第 1 章中用符号 cj - zj ( j = 1 , 2 ,⋯ , n) 表

示的检验数。因为 CS 2 = 0 , I 是单位矩阵 , 所以 XS 2 的系数是 - CB B
- 1

, X B 在 (2 -5 )式中

的系数是 0 ,实质上是 CB - CB B
- 1

B = 0 , 因此所有检验数可以用 C - CB B
- 1

A 与 - CB B
- 1

表示。

(2 ) 用矩阵描述时 ,θ规则的表达式是
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θ= min
i

( B
- 1

b) i

( B
- 1

P j ) i
( B

- 1
P j ) i > 0 =

( B
- 1

b) i

( B
- 1

P j ) i
( 2 -6)

这里的 ( B - 1 b) i 表示 ( B - 1 b)中的第 i 个元素 , ( B - 1 P j ) i 表示向量 ( B - 1 P j )中的第 i 个

元素。这里的表达式的形式与第 1 章中有所不同 ,但其含义完全相同 , 这里不再重述。

(3 ) 单纯形表与矩阵表示的关系

先将 (2 -4)式 , ( 2 -5) 式改写成 :

XB + B - 1 N1 X N 1 + B - 1 XS 2 = B - 1 b - z + ( CN 1 - CB B - 1 N1 ) X N 1 - CB B - 1 XS 2

= - CB B - 1 b

再将以上两式用矩阵关系式表示为

0 I B
- 1

N1 B
- 1

1 0 CN - CB B - 1 N1 - CB B - 1

- z

X B

X N 1

XS 2

=
 B - 1 b

- CB B - 1 b
( 2 -7)

(2 -7 )式的分块矩阵也可用表 2 -1 表示 , 因 ( 0 , 1) T 这列不参加运算 , 所以在表中不填

这些数据。

表  2 -1

基变量 XB

非基变量

XN X S

等式右边

R HS

系数矩阵 B - 1 B = 1 ŒB - 1 N1 FB - 1 B - 1 b

检验数  0 ðCN 1 - CB B - 1 N1 ÷- CB B - 1 - CB B - 1 b

表 2 -1 即为迭代后的单纯形计算表 , 各部分的数字都用 B - 1 来计算。此外还可以见

到 ,在初始单位矩阵的位置经过迭代运算后 , 就是 B
- 1
的位置。

第 2 节  改进单纯形法

当用单纯形表求解线性规划问题时 ,每行每列的数字都要计算 , 而有些行列的数字在

下一步计算时并不需要。改进单纯形法通过矩阵运算求解线性规划问题的关键是计算

B
- 1
。以下介绍一种比较简便的计算 B

- 1
的方法。

设 :系数矩阵 A =

α11 α12 ⋯ α1 m

α21 α22 ⋯ α2 m

… … …

αm1 αm2 ⋯ αm m

,求其逆矩阵时 , 可以先从第 1 列开始。

P1 =

α11

α21

…

αm1

, 以α11 为主元素 ,进行变换为 :ξ1 =

 1/ α11

- α21 / α11

  …

- αm1 / α11

。

然后构造含有该列而其他列都是单位列的矩阵
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E1 =

 1/ α1 1 0 ⋯ 0

- α21/ α11 1

… w

- αm1/ α11 1

,这时有 E1 P1 =

1

0

…

0

; E1 A =

1 α( 1 )
1 2 ⋯ α( 1 )

1 m

0 α
( 1 )
2 2 ⋯ α

( 1 )
2 m

… … …

0 α
( 1 )
m2 ⋯ α

( 1 )
m m

再以第 2 列 的 α( 1 )
22 为主 元素 , 进行 变换 为 : ξ2 =

- α( 1 )
1 2 / α( 1 )

2 2

 1/ α( 1 )
22

  …

- α( 1 )
m2 / α( 1 )

2 2

, 然后 构造 E2 =

1 - α
( 1 )
1 2 / α

( 1 )
22 ⋯ 0

0 1/ α( 1 )
22 ⋯ 0

… … …

0 - α( 1 )
m2 / α( 1 )

22 ⋯ 1

, 这时有 E2 E1 A =

1 0 α
( 2 )
13 ⋯ α

( 2 )
1 m

0 1 α( 2 )
23 ⋯ α( 2 )

2 m

… … … …

0 0 α( 2 )
m3 ⋯ α( 2 )

m m

。如此一步步地

进行 ,直到获得 En ⋯ E2 E1 A =

1

1

w

1

为止。可见 En ⋯ E2 E1 = A - 1 。用该方法可

以求得单纯形表基矩阵 B 的逆矩阵 B - 1 。以下用例子说明具体计算过程。

例 1  用改进单纯形法求解线性规划问题

max z = 2 x1 + 3 x2 + 0 x3 + 0 x4 + 0 x5

  

 x1 + 2 x2 + x3 = 8

4 x1 +   x4 = 16

  4 x2 + x5 = 12

解  第一步 : 利用前节中矩阵描述线性规划问题的表达式 , 给出初始基 B0 = ( P3 ,

P4 , P5 ) =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

。这是单位矩阵 , 其逆矩阵也是单位矩阵。初始基变量 XB
0

=

x3

x4

x5

;

对应的系数 CB
0

= (0 ,0 ,0 ) ; 非基变量 X N
0

=
x1

x2

; 对应的系数 CN
0

= ( 2 , 3 )。计算非基变

量的检验数。

σN
0

= CN
0

- CB
0

B
- 1

0 N0 = ( 2 , 3) - (0 , 0 , 0 )

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1 2

4 0

0 4

= ( 2 , 3)

由此可确定 x2 为换入变量 , 计算θ= min
( B

- 1
0 b) i

( B - 1
0 P2 ) i

B
- 1

0 P2 > 0 = min
8
4

, - ,
12
4

= 3

对应的换出变量为 x5 ,由换入变量 x2 的系数向量 P2 =

2

0

4

,确定 4 为主元素 ,然后计算
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ξ1 =

- 1/ 2

 0

 1/ 4

,求逆矩阵 B- 1 = E1 B - 1
0 =

1 0 - 1/ 2

0 1   0

0 0  1/ 4

1 0 0

0 1 0

0 0 1

=

1 0 - 1/ 2

0 1   0

0 0  1/ 4

计算非基变量 ( x1 , x5 )的系数矩阵 :由 N1 =

1 0

4 0

0 1

;变换为 :

B
- 1

1 N1 =

1 0 - 1/ 2

0 1  0

0 0  1/ 4

1 0

4 0

0 1

=

1 - 1/ 2

4   0

0  1/ 4

并且计算 :

B
- 1

1 b =

1 0 - 1/ 2

0 1   0

0 0  1/ 4

 8

16

12

=

 2

16

 3

于是得到新的基 B1 = ( P3 , P4 , P2 )。

新基变量 X1 =

x3

x4

x2

, 非基变量 XN
1

=
x1

x3

;相应的 CB
1

= (0 ,0 ,3) , CN
1

= ( 2, 0)。

第二步 :计算非基变量的检验数

非基变量的检验数 :

σN
1

= CN
1

- CB
1

B - 1
1 N1 = (2 , 0 ) - ( 0 , 0 , 3)

1 0 - 1/ 2

0 1   0

0 0  1/ 4

1 0

4 0

0 1

= ( 2 , - 3/ 4)

确定对应的换入变量为 x1 , 计算 :

θ= min
( B - 1

1 b) i

( B
- 1

1 P1 ) i
B - 1

1 P1 > 1 = min
2
1

,
16
4

,
3
0

= 2

对应的换出变量为 x3 , 由此得到新的基 B2 = ( P1 , P4 , P2 )。由 x1 的系数向量 P1 =

1

4

0

, 确定以 1 为主元 素 , 计算 ξ2 =

 1

- 4

 0

和 新的基矩 阵的逆矩阵 B
- 1

2 = E2 B
- 1

1 =

 1 0 0

- 4 1 0

 0 0 1

1 0 - 1/ 2

0 1   0

0 0  1/ 4

=

 1 0 - 1/ 2

- 4 1   2

 0 0  1/ 4

并且计算 :

B
- 1

2 b=

 1 0 - 1/ 2

- 4 1   2

 0 0  1/ 4

 8

16

12

=

2

8

3

第三步 :计算非基变量 ( x3 , x5 )的检验数

非基变量的检验数 :
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σN
2

= CN
2

- CB
2

B - 1
2 N2 = ( 0 , 0) - (2 , 0 , 3 )

 1 0 - 1/ 2

- 4 1   2

 0 0  1/ 4

1 0

0 0

0 1

= ( - 2 ,1/ 4 )

对应的换入变量为 x5 , 计算

θ= min
( B - 1

3 b) i

( B
- 1

3 P1 ) i
B

- 1
3 P1 > 0 = min - ,

8
2

,
3

1/ 4
= 4

对应的换出变量为 x4 , 由此得到新的基 B3 = ( P1 , P5 , P2 )。

这时换入变 量 x5 的系数向量 是 B
- 1

2 P5 =

- 1/ 2

  2

 1/ 4

, 以 2 为主元素 , 计算 ξ3 =

 1/ 4

 1/ 2

- 1/ 8

。

B3 的逆矩阵

B - 1
3 = E3 B - 1

2 =

1  1/ 4 0

0  1/ 2 0

0 - 1/ 8 1

 1 0 - 1/ 2

- 4 1   2

 0 0  1/ 4

=

0  1/ 4 0

- 2  1/ 2 1

1/ 2 - 1/ 8 0

再计算非基变量 X N
3

= ( x3 , x4 )的检验数 :

σN
3

= CN
3

- CB
3

B
- 1

3 N3 = (0 ,0 ) - ( 2 , 0 , 3)

 0  1/ 4 0

- 2  1/ 2 1

1/ 2 - 1/ 8 0

1 0

0 1

0 0

= ( - 3/ 2 , - 1/ 8 )

都是负值 ,得到了最优解为

X * =

x1

x5

x2

= B - 1
3 b=

 0  1/ 4 0

- 2  1/ 2 1

1/ 2 - 1/ 8 0

 8

16

12

=

4

4

2

目标函数的值 : z * = CB B - 1
3 b= ( 2 , 0 , 3)

4

4

2

= 14

第 3 节  对偶问题的提出

在第 1 章例 1 中讨论了工厂生产计划模型及其解法 ,现从另一角度来讨论这个问题。

假设该工厂的决策者决定不生产产品Ⅰ、Ⅱ , 而将其所有资源出租或外售。这时工厂的决

策者就要考虑给每种资源如何定价的问题。设用 y1 , y2 , y3 分别表示出租单位设备台时

的租金和出让单位原材料 A , B 的附加额。他在做定价决策时 , 做如下比较 : 若用 1 个单

位设备台时和 4 个单位原材料 A 可以生产一件产品Ⅰ , 可获利 2 元 , 那么生产每件产品

Ⅰ的设备台时和原材料出租或出让的所有收入应不低于生产一件产品Ⅰ的利润 ,这就有

·15·



y1 + 4 y2 ≥2

同理将生产每件产品Ⅱ的设备台时和原材料出租或出让的所有收入应不低于生产一

件产品Ⅱ的利润 ,这就有

2 y1 + 4 y3 ≥3

把工厂所有设备台时和资源都出租或出让 ,其收入为

ω= 8 y1 + 16 y2 + 12 y3

从工厂的决策者来看当然 ω愈大愈好 , 但从接受者来看他的支付愈少愈好 , 所以工

厂的决策者只能在满足大于等于所有产品的利润条件下 , 提出一个尽可能低的出租或出

让价格 ,才能实现其原意 , 为此需解如下的线性规划问题

min ω= 8 y1 + 16 y2 + 12 y3

  

 y1 + 4 y2   ≥2

2 y1   + 4 y3 ≥3

yi ≥0 ,  i = 1 , 2 , 3

( 2 -8)

称这个线性规划问题为例 1 线性规划问题 (这里称原问题 ) 的对偶问题。

下面再从另一角度来讨论。

从第 1 节得到检验数的表达式是

CN - CB B - 1 N 与 - CB B - 1

在第 1 章已提到 ,当检验数

CN - CB B - 1 N≤0 ( 2 -9)

- CB B - 1 ≤0 (2 -10)

这表示线性规划问题已得到最优解。可见 (2 -9)式 , ( 2 -10 )式是作为得到最优解的条件。

现在讨论这两个条件。

(1 ) ( 2 -9 )式 , (2 -10) 式中都有乘子 CB B - 1 , 称它为单纯形乘子 , 并用符号 Y = CB B - 1

表示。由 (2 -10 )式 ,可得到

Y≥0

(2 ) 对应基变量 X B 的检验数是 0。它是 CB - CB B - 1 B = 0。包括基变量在内的所有

检验数可用 C - CB B - 1 A≤0 表示。从此可得

C - CB B - 1 A = C - Y A≤0

移项后 ,得到

Y A≥C

(3 ) Y 由 ( 2 -10 )式 , 得到

- Y = - CB B
- 1

(2 -11)

将 (2 -11 )式两边右乘 b, 得到

- Yb = - CB B
- 1

b (2 -12)

Yb = CB B
- 1

b = z

因 Y 的上界为无限大 , 所以只存在最小值。

(4 ) 从这里可以得到另一个线性规划问题

min ω= Yb
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Y A≥C

Y≥0

称它为原线性规划问题{max z = CX | A X≤b, X≥0}的对偶规划问题。

从这两个规划问题的表达式可看出 :根据原线性规划问题的系数矩阵 A, C, b就可以

写出它的对偶问题。如第 1 章的例 1 ,原线性规划问题的各系数矩阵是

A =

 1  2

 4  0

 0  4

; C = ( 2 , 3) ; b =

 8

 16

 12

那么它的对偶问题便是

min ω= Y (8 , 16 , 12 )
T

  

Y

 1 2

 4 0

 0 4

≥ ( 2 , 3)

Y≥0

Y = ( y1 , y2 , y3 )

即

min ω= 8 y1 + 16 y2 + 12 y3

 y1 + 4 y2   ≥2

2 y1   + 4 y3 ≥3

y1 , y2 , y3 ≥0

第 4 节  线性规划的对偶理论

以上讨论可直观地了解到原线性规划问题与对偶问题之间的关系 ; 本节将从理论上

进一步讨论线性规划的对偶问题。

4. 1  原问题与对偶问题的关系

对于“≤”不等式约束条件的原问题与“≥”不等式约束条件的对偶问题的展开形式是

原问题

max z = c1 x1 + c2 x2 + ⋯ + cn x n

a11 a12 ⋯ a1 n

… … …

am1 am2 ⋯ am m

x1

x2

…

xn

≤

b1

…

bm

x1 , x2 ,⋯ , xn ≥0

对偶问题

min ω= y1 b1 + y2 b2 + ⋯ + ym bm
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( y1 , y2 , ⋯ , ym )

a11 a12 ⋯ a1 n

… … …

am1 am2 ⋯ am n

≥ ( c1 , c2 ,⋯ , cn )

y1 , y2 , ⋯ , ym ≥0

以上是原问题与对偶问题的标准形式 ,它们之间的关系可以用表 2 -2 表示。

表  2 -2

 xj yj x1  x2  ⋯  xn 原关系 min ω

y1

y2

…

ym

a11 a12 ⋯ a1 n

a21 a22 ⋯ a2 n

… … …

am1 am2 ⋯ amn

≤

≤

…

≤

b1

b2

…

bm

对偶关系 ≥  ≥  ⋯  ≥

max z c1  c2  ⋯  cn

max z = min ω

表 2 -2 是将原问题与对偶问题的关系汇总于一个表中 , 从正面看是原问题 , 将它转

90°后看是对偶问题。若将第 1 章的原线性规划的系数列成如表 2 -2 的形式 , 这就是

表 2 -3。

例 2  根据表 2 -3 写出原问题与对偶问题的表达式。

表  2 -3

 xj yj x1 �x2 ½b

y1 x1 �2 ©8 "

y2 x4 �0 ©16 "

y3 x0 �4 ©12 "

c 2 �3 ©

解  原问题

max z = 2 x1 + 3 x2     min ω= 8 y1 + 16 y2 + 12 y3

 x1 + 2 x2 ≤8

4 x1   ≤16

  4 x2 ≤12

x1 , x2 ≥0

   �    

 y1 + 4 y2   ≥2

2 y1   + 4 y3 ≥3

y1 , y2 , y3 ≥0

将上述原问题与对偶问题之间的变换关系称为对称形式。一般线性规划问题中遇到

非对称形式时 ,处理如下。

原问题的约束条件中含有等式约束条件时 ,按以下步骤处理。

设等式约束条件的线性规划问题
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max z = ∑
n

j = 1

cj x j

  
∑

n

j = 1

ai j x j = bi ,  i = 1 ,2 ,⋯ , m

xj ≥0 ,  j = 1 , 2 , ⋯ , n

第一步 :先将等式约束条件分解为两个不等式约束条件。这时上述线性规划问题可

表示为

max z = ∑
n

j = 1

cj x j

  

∑
n

j = 1

ai j x j ≤ bi ,    i = 1 , 2 , ⋯ , m

- ∑
n

j = 1

ai j x j ≤ - bi ,  i = 1 , 2 ,⋯ , m

x j ≥0 ,  j = 1 ,2 ,⋯ , m

(2 -13)

(2 -14)

设 y′i 是对应 (2 -13) 式的对偶变量

y″i 是对应 (2 -14) 式的对偶变量。这里 i = 1 , 2 , ⋯ , m。

第二步 :按对称形式变换关系可写出它的对偶问题

min ω= ∑
m

i = 1

bi y′i + ∑
m

i = 1

( - bi y″i )

  
∑

m

i = 1

ai j y′i + ∑
m

i = 1

( - ai j y″i )≥ cj ,  j = 1 , 2 , ⋯ , n

y′i , y″i≥0 ,  i = 1 , 2 ,⋯ , m

将上述规划问题的各式整理后得到

min ω= ∑
m

i = 1

bi ( y′i - y″i )

  ∑
m

i = 1

ai j ( y′i - y″i )≥ cj ,  j = 1 ,2 ,⋯ , n

令 yi = y′i - y″i , y′i , y″i≥0。由此可见 , yi 不受正、负限制。将 y i 代入上述规划问题 ,便得到

对偶问题

min ω= ∑
m

i = 1

bi y i

  
∑

m

i = 1

ai j y i≥ cj ,  j = 1 ,2 ,⋯ , n

yi 为无约束 ,  i = 1 , 2 , ⋯ , m

综合上述 ,线性规划的原问题与对偶问题的关系 , 其变换形式归纳为表 2 -4 中所示的

对应关系。
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  表  2 -4

原问题(或对偶问题) 对偶问题(或原问题)

目标函数 max z

变

量

n个

≥0

≤0

无约束

目标函数 min ω

n个

≥

≤

=

约

束

条

件

约

束

条

件

m 个

≤

≥

=

约束条件右端项   

目标函数变量的系数

m 个

≥0

≤0

无约束

变

量

目标函数变量的系数

约束条件右端项   

例 3  试求下述线性规划原问题的对偶问题

min z = 2 x1 + 3 x2 - 5 x3 + x4

  

 x1 + x2 - 3 x3 + x4 ≥5

2 x1   + 2 x3 - x4 ≤4

  x2 + x3 + x4 = 6

x1 ≤0 ;  x2 , x3 ≥0;  x4 无约束

①

②

③

解  设对应于约束条件① , ② , ③的对偶变量分别为 y1 , y2 , y3 ; 则由表 2 -4中原问题

和对偶问题的对应关系 ,可以直接写出上述问题的对偶问题 , 即

max z′= 5 y1 + 4 y2 + 6 y3

  

 y1 + 2 y2   ≥2

 y1   + y3 ≤3

- 3 y1 + 2 y2 + y3 ≤ - 5

 y1 - y2 + y3 = 1

y1 ≥0 , y2 ≤0 , y3 无约束

4. 2  对偶问题的基本性质

(1 ) 对称性  对偶问题的对偶是原问题。

证  设原问题是

max z = C X ; A X≤ b; X≥0

根据对偶问题的对称变换关系 ,可以找到它的对偶问题是

min ω= Yb ; Y A≥C; Y≥0

若将上式两边取负号 ,又因 min ω= max ( - ω)可得到

max( - ω) = - Yb; - Y A≤ - C; Y≥0

根据对称变换关系 ,得到上式的对偶问题是
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min( - ω′) = - CX ; - A X≥ - b; X≥0

又因

min( - ω′) = max ω′

可得

max ω′= max z = C X ; A X≤ b; X≥0

这就是原问题。 证毕。

( 2) 弱对偶性  若 X 是原问题的可行解 , Y 是对偶问题的可行解。则存在 C X≤Yb。

证  设原问题是

max z = C X ; A X≤ b; X≥0

因 X 是原问题的可行解 , 所以满足约束条件 ,即

A X≤ b

若 Y 是给定的一组值 , 设它是对偶问题的可行解 ,将 Y 左乘上式 ,得到

Y A X≤Yb

原问题的对偶问题是

min ω= Yb ; Y A≥C; Y≥0

因为 Y 是对偶问题的可行解 , 所以满足

Y A≥C

将 X 右乘上式 , 得到

Y A X≥C X

于是得到

C X≤Y AX≤Yb 证毕。

(3 ) 无界性  若原问题 ( 对偶问题 )为无界解 , 则其对偶问题 (原问题 ) 无可行解。

证  由弱对偶性显然得。

注意这个问题的性质不存在逆。当原问题 (对偶问题 ) 无可行解时 ,其对偶问题 ( 原问

题 )或具有无界解或无可行解。例如下述一对问题两者皆无可行解。

原问题 (对偶问题 )

min ω= - x1 - x2

 x1 - x2 ≥1

- x1 + x2 ≥1

x1 , x2 ≥0

  

对偶问题 (原问题 )

max z = y1 + y2

 y1 - y2 ≤ - 1

- y1 + y2 ≤ - 1

y1 , y2 ≥0 证毕。

( 4) 可行解是最优解时的性质  设 X̂ 是原问题的可行解 , Ŷ 是对偶问题的可行解 , 当

C X̂ = Ŷb 时 , X̂ , Ŷ 是最优解。

证  若 C X̂ = Ŷb, 根据性质 2 可知 : 对偶问题的所有可行解 Y 都存在 Yb≥ C X̂ , 因

C X̂ = Ŷb ,所以 Yb≥ Ŷb。可见 Ŷ 是使目标函数取值最小的可行解 , 因而是最优解。同样

可证明 :对于原问题的所有可行解 X ,存在

C X̂ = Ŷb≥C X

所以 X̂ 是最优解。 证毕。
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(5 ) 对偶定理  若原问题有最优解 , 那么对偶问题也有最优解 ;且目标函数值相等。

证  设 X̂ 是原问题的最优解 , 它对应的基矩阵 B 必存在 C - CB B - 1 A≤0。即得到

Ŷ A≥C,其中 Ŷ = CB B
- 1
。

若这时 Ŷ 是对偶问题的可行解 , 它使

ω= Ŷb = CB B
- 1

b

因原问题的最优解是 X̂, 使目标函数取值

z = C Ŷ = CB B - 1 b

由此 ,得到

Ŷb = CB B - 1 b= C X̂

可见 Ŷ 是对偶问题的最优解。 证毕。

(6 ) 互补松弛性  若 X̂ , Ŷ 分别是原问题和对偶问题的可行解。那么 Ŷ X S = 0 和

Y S X̂ = 0 ,当且仅当 X̂ , Ŷ 为最优解。

证  设原问题和对偶问题的标准型是

原问题   对偶问题

max z = C X       min ω= Yb     

A X + XS = b

X , XS ≥0
  

Y A - Y S = C

Y , Y S ≥0

将原问题目标函数中的系数向量 C用 C = Y A - Y S 代替后 ,得到

z = ( Y A - Y S ) X = Y A X - Y S X (2 -15)

将对偶问题的目标函数中系数列向量 ,用 b = A X + XS 代替后 ,得到

ω= Y ( A X + XS ) = Y A X + Y X S (2 -16)

若 Y S X̂ = 0 , Ŷ X S = 0 ;则 Ŷb = Ŷ A X̂ = C X̂ ,由性质 3 可知 X̂ , Ŷ 是最优解。

又若 X̂, Ŷ 分别是原问题和对偶问题的最优解 ,根据性质 3 , 则有

C X̂ = Ŷ A X̂ = Ŷb

由 (2 -15 )式 , (2 -16) 式可知 ,必有 Ŷ X S = 0 , Y S X̂ = 0。 证毕。

(7 ) 设原问题是

max z = C X ; A X + XS = b; X , XS ≥0

它的对偶问题是

min ω= Yb ; Y A - Y S = C; Y , Y S ≥0

则原问题单纯形表的检验数行对应其对偶问题的一个基解 ,其对应关系见表 2 -5。

表  2 -5

X B XN XS

0 ðCN - CB B - 1 N - CB B - 1

YS1 - YS2 - Y
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这里 Y S1 是对应原问题中基变量 XB 的剩余变量 , Y S2 是对应原问题中非基变量 X N 的剩

余变量。

证  设 B 是原问题的一个可行基 ,于是 A = ( B, N) ;原问题可以改写为

max z = CB X B + CN X N

  
B XB + N X N + XS = b

XB , X , XS ≥0

相应地对偶问题可表示为

min ω= Yb

  

Y B - Y S1 = CB

Y N - Y S1 = CN

Y , Y S1 , Y S2 ≥0

(2 -17)

(2 -18)

这里 Y S = ( Y S1 , Y S2 )。

当求得原问题的一个解

XB = B
- 1

b

其相应的检验数为 CN - CB B - 1 N 与 - CB B - 1 。现分析这些检验数与对偶问题的解之间

的关系 :令 Y = CB B
- 1

, 将它代入 (2 -17) 式 , ( 2 -18)式得

Y S1  = 0

- Y S2 = CN - CB B - 1 N 证毕。

例 4  已知线性规划问题

max z = x1 + x2

  

- x1 + x2 + x3 ≤2

- 2 x1 + x2 - x3 ≤1

x1 , x2 , x3 ≥0

试用对偶理论证明上述线性规划问题无最优解。

证  首先看到该问题存在可行解 ,例如 X = ( 0 , 0 , 0) ; 而上述问题的对偶问题为

min ω= 2 y1 + y2

  

- y1 - 2 y2 ≥1

 y1 + y2 ≥1

 y1 - y2 ≥0

 y1 , y2 ≥0

由第一约束条件可知对偶问题无可行解 ,因原问题有可行解 , 故无最优解。证毕。

例 5  已知线性规划问题

min ω= 2 x1 + 3 x2 + 5 x3 + 2 x4 + 3 x5

  

 x1 + x2 + 2 x3 + x4 + 3 x5 ≥4

2 x1 - x2 + 3 x3 + x4 + x5 ≥3

 xj ≥0 ,  j = 1 , 2 ,⋯ , 5

已知其对偶问题的最优解为 y *
1 = 4/ 5 , y *

2 = 3/ 5 ; z = 5。试用对偶理论找出原问题的最

优解。
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解  先写出它的对偶问题

max z = 4 y1 + 3 y2

  

 y1 + 2 y2 ≤2

 y1 - y2 ≤3

2 y1 + 3 y2 ≤5

 y1 + y2 ≤2

3 y1 + y2 ≤3

 y1 , y2  ≥0

①

②

③

④

⑤

将 y *
1 , y *

2 的值代入约束条件 , 得② , ③ , ④式为严格不等式 ; 由互补松弛性得 x *
2 = x *

3 =

x *
4 = 0。因 y1 , y2 ≥0; 原问题的两个约束条件应取等式 ,故有

 x
*

1 + 3 x
*

5 = 4

2 x
*

1 + x
*

5 = 3

求解后得到 x
*

1 = 1 , x
*

5 = 1; 故原问题的最优解为

X * = (1 , 0 , 0 , 0 , 1 ) T ;  ω* = 5

第 5 节  对偶问题的经济解释———影子价格

前面讲到 , 在单纯形法的每步迭代中 , 目标函数取值 z = CB B - 1 b, 和检验数 CN -

CB B
- 1

N 中都有乘子 Y = CB B
- 1

, 那么 Y 的经济意义是什么 ?

设 B 是{max z = C X | A X≤b, X≥0}的最优基 ,由 (2 -12)式可知

z
*

= CB B
- 1

b= Y
*

b

由此

�z
*

�b
= CB B

- 1
= Y

*

所以变量 y
*
i 的经济意义是在其他条件不变的情况下 , 单位资源变化所引起的目标函数

的最优值的变化。

图  2 -1

由第 1 章例 1 的最终计算表 ( 见

表 1 -5 ) 可见 , y *
1 = 1. 5 , y *

2 = 0. 125 ,

y *
3 = 0。这说明是其他条件不变的情况

下 ,若设备增加一台时 , 该厂按最优计

划安排生产可多获利 1. 5 元 ; 原材料 A

增加 1kg , 可多获利 0. 125 元 ; 原材料

B 增加 1kg , 对获利无影响。从图 2 -1

可看到 ,设备增加一台时 , 代表该约束

条件的直线由①移至①′, 相应的最优

解由 ( 4 , 2 )变为 ( 4 , 2 .5 ) , 目标函数 z =

2×4 + 3×2. 5 = 15. 5 ,即比原来的增大

1. 5。又若原材料 A 增加 1kg 时 , 代表该约束方程的直线由②移至②′, 相应的最优解从
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(4 , 2 ) 变为 ( 4. 25 ,1. 875 ) , 目标函数 z = 2×4. 25 + 3× 1. 875 = 14. 125。比原来的增加

0. 125。原材料 B 增加 1kg 时 , 该约束方程的直线由③移至③′,这时的最优解不变。

y *
i的值代表对第 i 种资源的估价。这种估价是针对具体工厂的具体产品而存在的一

种特殊价格 ,称它为“影子价格”。在该厂现有资源和现有生产方案的条件下 , 设备的每小

时租费为 1. 5 元 , 1 kg 原材料 A 的出让费为除成本外再附加 0. 125 元 , 1kg 原材料 B 可按

原成本出让 ,这时该厂的收入与自己组织生产时获利相等。影子价格随具体情况而异 , 在

完全市场经济的条件下 ,当某种资源的市场价低于影子价格时 , 企业应买进该资源用于扩

大生产 ;而当某种资源的市场价高于企业影子价格时 , 则企业的决策者应把已有资源卖

掉。可见影子价格对市场有调节作用。

第 6 节  对偶单纯形法

前节讲到原问题与对偶问题的解之间的对应关系时指出 :在单纯形表中进行迭代时 ,

在 b列中得到的是原问题的基可行解 , 而在检验数行得到的是对偶问题的基解。通过逐

步迭代 ,当在检验数行得到对偶问题的解也是基可行解时 , 根据性质 (2 )、(3 )可知 , 已得到

最优解。即原问题与对偶问题都是最优解。

根据对偶问题的对称性 ,也可以这样考虑 : 若保持对偶问题的解是基可行解 , 即 cj -

CB B - 1 P j ≤0 , 而原问题在非可行解的基础上 ,通过逐步迭代达到基可行解 ,这样也得到了

最优解。其优点是原问题的初始解不一定是基可行解 ,可从非基可行解开始迭代 , 方法如

下。

设原问题 max z = C X

  
A X = b

X≥0

又设 B 是一个基。不失一般性 ,令 B = ( P1 , P2 ,⋯ , Pm ) , 它对应的变量为

X B = ( x1 , x2 , ⋯ , xm )

当非基变量都为零时 , 可以得到 X B = B
- 1

b。若在 B
- 1

b 中至少有一个负分量 , 设

( B
- 1

b) i < 0 , 并且在单纯形表的检验数行中的检验数都为非正 , 即对偶问题保持可行解 ,

它的各分量是

(1 ) 对应基变量 x1 , x2 , ⋯ , xm 的检验数是

σi = ci - zi = ci - CB B
- 1

P j = 0 ,  i = 1 , 2 , ⋯ , m

(2 ) 对应非基变量 xm + 1 ,⋯ , xn 的检验数是

σj = cj - zj = cj - CB B
- 1

Pj ≤0 ,  j = m + 1 , ⋯ , n

每次迭代是将基变量中的负分量 x l 取出 ,去替换非基变量中的 xk ,经基变换 , 所有检

验数仍保持非正。从原问题来看 ,经过每次迭代 , 原问题由非可行解往可行解靠近。当原

问题得到可行解时 ,便得到了最优解。

对偶单纯形法的计算步骤如下 :

(1 ) 根据线性规划问题 , 列出初始单纯形表。检查 b列的数字 , 若都为非负 , 检验数

都为非正 ,则已得到最优解。停止计算。若检查 b 列的数字时 , 至少还有一个负分量 , 检
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验数保持非正 ,那么进行以下计算。

(2 ) 确定换出变量

按 min{( B
- 1

b) i | ( B
- 1

b) i < 0} = ( B
- 1

b) l 对应的基变量 x i 为换出变量。

(3 ) 确定换入变量

在单纯形表中检查 xl 所在行的各系数αl j ( j = 1 , 2 , ⋯ , n) 。若所有αlj ≥0 , 则无可行

解 ,停止计算。若存在αlj < 0( j = 1 ,2 ,⋯ , n) , 计算

θ= min
j

cj - zj

αl j
αl j < 0 =

ck - zk

αl k

按θ规则所对应的列的非基变量 x k 为换入变量 , 这样才能保持得到的对偶问题解仍为可

行解。

(4 ) 以αl k 为主元素 ,按原单纯形法在表中进行迭代运算 , 得到新的计算表。

重复步骤 (1 )～ ( 4) 。

下面举例来说明具体算法。

例 6  用对偶单纯形法求解

min ω= 2 x1 + 3 x2 + 4 x3

  

 x1 + 2 x2 + x3 ≥3

2 x1 - x2 + 3 x3 ≥4

x1 , x2 , x3 ≥0

解  先将此问题化成下列形式 ,以便得到对偶问题的初始可行基

max z = - 2 x1 - 3 x2 - 4 x3

  

 - x1 - 2 x2 - x3 + x4  = - 3

- 2 x1 + x2 - 3 x3 +  x5 = - 4

xj ≥0 ,  j = 1 , 2 , ⋯ , 5

建立此问题的初始单纯形表 ,见表 2 -6。

表  2 -6

cj → - 2 À- 3 À- 4 ¿0 •0 –

CB X B b x1 ¦x2 ¦x3 ¥x4 ¥x5 ª

0 “x4 §- 3 Á- 1 ¦- 2 ¦- 1 ¥1 ¥0 ª

0 “x5 §- 4 Á[ - 2 ] 1 ¦- 3 ¥0 ¥1 ª

    cj - zj - 2 - 3 - 4 0 §0 

从表 2 -6 看到 ,检验数行对应的对偶问题的解是可行解。因 b列数字为负 , 故需进行

迭代运算。

换出变量的确定 :按上述对偶单纯形法计算步骤 ( 2) ,计算

min( - 3 , - 4) = - 4

故 x5 为换出变量。

换入变量的确定 :按上述对偶单纯形法计算步骤 ( 3) ,计算

θ= min
- 2
- 2

, - ,
- 4
- 3

=
- 2
- 2

= 1
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故 x1 为换入变量。换入、换出变量的所在列、行的交叉处“ - 2”为主元素。按单纯形法计

算步骤进行迭代 ,得表 2 -7。

由表 2 -7 看出 ,对偶问题仍是可行解 , 而 b列中仍有负分量。故重复上述迭代步骤 ,

得表 2 -8。

表  2 -7

cj → - 2 À- 3 À- 4 ¿0 •0 –

CB X B b x1 ¦x2 ¦x3 ¥x4 ¥x5 ª

0 “x4 §- 1 Á0 ’[ - 5/ 2] 1/ 2 ¿1 •- 1/ 2 ò

- 2 Âx1 § 2 Á1 ’- 1/ 2 î3/ 2 ¿0 •- 1/ 2 ò

cj - z j 0 ’ - 4 î- 1 ¿0 • - 1 ó

表  2 -8

cj → - 2 À- 3 À- 4 ¿0 •0 –

CB X B b x1 ¦x2 ¦x3 ¥x4 ¥x5 ª

- 3 Âx2 §2/ 5 ×0 ’1 ‘- 1/ 5 í- 2/ 5 í 1/ 5 ò

- 2 Âx1 §11/ 5 ×1 ’0 ‘ 7/ 5 í- 1/ 5 í- 2/ 5 ò

cj - z j 0 ’0 ‘- 3/ 5 í- 8/ 5 í- 1/ 5 ò

表 2 -8 中 , b列数字全为非负 ,检验数全为非正 , 故问题的最优解为

X* = (11/ 5 , 2/ 5 , 0 , 0 , 0) T

若对应两个约束条件的对偶变量分别为 y1 和 y2 ,则对偶问题的最优解为

Y * = ( y *
1 , y *

2 ) = ( 8/ 5 , 1/ 5)

从以上求解过程可以看到对偶单纯形法有以下优点 :

(1 ) 初始解可以是非可行解 ,当检验数都为负数时 , 就可以进行基的变换 , 这时不需

要加入人工变量 ,因此可以简化计算。

(2 ) 当变量多于约束条件 , 对这样的线性规划问题 ,用对偶单纯形法计算可以减少计

算工作量 ,因此对变量较少 , 而约束条件很多的线性规划问题 ,可先将它变换成对偶问题 ,

然后用对偶单纯形法求解。

(3 ) 在灵敏度分析及求解整数规划的割平面法中 , 有时需要用对偶单纯形法 , 这样可

使问题的处理简化。对偶单纯形法的局限性主要是 ,对大多数线性规划问题 , 很难找到一

个初始可行基 ,因而这种方法在求解线性规划问题时很少单独应用。

第 7 节  灵敏度分析

在以前讨论线性规划问题时 ,假定αi j , bi , cj 都是常数。但实际上这些系数往往是估

计值和预测值。如市场条件一变 , cj 值就会变化 ;αi j 往往是因工艺条件的改变而改变 ; bi

是根据资源投入后的经济效果决定的一种决策选择。因此提出这样两个问题 : 当这些系

数有一个或几个发生变化时 ,已求得的线性规划问题的最优解会有什么变化 ; 或者这些系

数在什么范围内变化时 ,线性规划问题的最优解或最优基不变。后一个问题将在第 8 节
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参数线性规划中讨论。

显然 ,当线性规划问题中某一个或几个系数发生变化后 , 原来已得结果一般会发生变

化。当然可以用单纯形法从头计算 ,以便得到新的最优解。这样做很麻烦 , 而且也没有必

要。因在单纯形法迭代时 ,每次运算都和基变量的系数矩阵 B 有关 , 因此可以把发生变

化的个别系数 ,经过一定计算后直接填入最终计算表中 , 并进行检查和分析 , 可按表 2 -9

中的几种情况进行处理。

表  2 -9

原问题 对偶问题 结论或继续计算的步骤

可行解 可行解 表中的解仍为最优解

可行解 非可行解 用单纯形法继续迭代求最优解

非可行解 可行解 用对偶单纯形法继续迭代求最优解

非可行解 非可行解 引进人工变量 ,编制新的单纯形表 , 求最优解

下面就各种情况进行讨论。

7. 1  资源数量变化的分析

资源数量变化是指系数 br 发生变化 , 即 b′r = br +Δbr 。并假设规划问题的其他系数都

不变。这样使最终表中原问题的解相应地变化为

X′B = B - 1 ( b+Δb)

这里Δb= (0 , ⋯ ,Δbr , 0 , ⋯ , 0 )
T
。只要 X′B ≥0 , 因最终表中检验数不变 , 故最优基不变 , 但

最优解的值发生了变化 ,所以 X′B 为新的最优解。新的最优解的值可允许变化范围用以下

方法确定。

B
- 1

( b+Δb) = B
- 1

b+ B
- 1
Δb

= B
- 1

b+ B
- 1

 0

 …

Δbr

 …

 0

B - 1

 0

 …

Δbr

 …

 0

=

α- 1 rΔbr

 …

α- i rΔbr

 …

α- m rΔbr

=Δbr

α- 1 r

…

α- i r

…

α- m r

要求在最终表中求得的 b列的所有元素 bi +α- i rΔbr ≥0 , i = 1 , 2 , ⋯ , m。由此可得

α- i rΔbr ≥ - bi ,  i = 1 , 2 ,⋯ , m

当α- i r > 0 时 ,Δbr≥ - bi/ α- i r ;α- i r < 0 时 ,Δbr ≤ - bi/ α- i r ;于是得到

max{ - bi/ α- i r |α- i r > 0}≤Δbr ≤min
i

{ - bi/ α- i r |α- i r < 0}

例如求第 1 章例 1 中第二个约束条件 b2 的变化范围Δb2 时 , 可计算

·46·



B
- 1

b+ B
- 1

 0

Δb2

 0

=

 4

 4

 2

+

 0. 25

 0. 5

- 0. 125

Δb2 ≥

0

0

0

可得Δb2 ≥ - 4/ 0. 25 = - 16 ,Δb2 ≥ - 4/ 0. 5 = - 8 ,Δb2 ≤2/ 0. 125 = 16。所以Δb2 的变化

范围是 [ - 8 , 16] ;显然 b2 的变化范围是 [8 , 32]。

例 7  从表 1 -5 得知第 1 章例 1 中 , 每设备台时的影子价格为 1. 5 元 ,若该厂又从其

他处抽调 4 台时用于生产产品Ⅰ ,Ⅱ。求这时该厂生产产品Ⅰ , Ⅱ的最优方案。

解  先计算 B
- 1
Δb

B
- 1
Δb =

 0 0. 25 0

- 2 0. 5 1

0. 5 - 0. 125 0

4

0

0

=

 0

- 8

 2

将上述结果反映到最终表 1 -5 中 ,得表 2 -10。

表  2 -10

cj → 2 ’3 ‘0 ‘0 •0 –

CB X B b x1 ¦x2 ¦x3 ¥x4 ¥x5 ª

2 “x1 §4 + 0 Ø1 ’0 ‘0 ‘0 K@. 25 0 –

0 “x5 §4 - 8 Ø0 ’0 ‘[ - 2 ] 0 K@. 5 1 –

3 “x2 §2 + 2 Ø0 ’1 ‘0 cX. 5 - 0 K@. 125 0 –

cj - z j 0 ’0 ‘- 1 ‘†. 5 - 0 WL. 125 0 –

由于表 2 -10 中 b列有负数 ,故用对偶单纯形法求新的最优解。计算结果见表 2 -11。

表  2 -11

cj → 2 ’3 ‘0 ‘0 •0 –

CB X B b x1 ¦x2 ¦x3 ¥x4 ¥x5 ª

2 “x1 §4 ’1 ’0 ‘0 ‘0 •’. 25 0 –

0 “x3 §2 ’0 ’0 ‘1 ‘- 0 •’. 25 - 0 ¡–. 5

3 “x2 §3 ’0 ’1 ‘0 ‘0 ’0 ¡–. 25

cj - z j 0 ’0 ‘0 ‘- 0 ‘†. 5 - 0 ¤™. 75

即该厂最优生产方案应改为生产 4 件产品Ⅰ ,生产 3 件产品Ⅱ , 获利

z* = 4×2 + 3×3 = 17 (元 )

从表 2 -11 看出 x3 = 2 , 即设备有 2 小时未被利用。

7. 2  目标函数中价值系数 cj 的变化分析

可以分别就 cj 是对应的非基变量和基变量两种情况来讨论。

(1 ) 若 cj 是非基变量 x j 的系数 ,这时它在计算表中所对应的检验数是

σj = cj - CB B
- 1

Pj

或
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σj = cj - ∑
m

i = 1

αi j y i

当 cj 变化Δcj 后 , 要保证最终表中这个检验数仍小于或等于零 ,即

σ′j = cj +Δcj - CB B
- 1

Pj ≤0

那么 cj +Δcj ≤Y P j , 即Δcj 的值必须小于或等于 Y P j - cj , 才可以满足原最优解条件。这

就可以确定Δcj 的范围了。

(2 ) 若 cr 是基变量 x r 的系数。因 cr ∈CB ,当 cr 变化Δcr 时 ,就引起 CB 的变化 ,这时

( CB +ΔCB ) B
- 1

A = CB B
- 1

A + ( 0 ,⋯ ,ΔCr ,⋯ , 0 ) B
- 1

A

= CB B
- 1

A +ΔCr (αr1 ,αr2 , ⋯ ,αr n )

可见 ,当 cr 变化Δcr 后 ,最终表中的检验数是

σ′j = cj - CB B - 1 A - Δcrα-
r j ,  j = 1 , 2 , ⋯ , n

若要求原最优解不变 ,即必须满足σ′j ≤0。于是得到

当 α- r j < 0 ,  Δcr≤σj/ α- r j ;

α- r j > 0 ,  Δcr≥σj/ αr j   j = 1 , 2 , ⋯ , n

Δcr 可变化的范围是

max
j

{σj/ α- r j |α- r j > 0}≤Δcr ≤min
j

{σj/ α- r j |α- r j < 0}

例 8  试以第 1 章例 1 的最终表表 1 -5 为例。设基变量 x2 的系数 c2 变化Δc2 ,在原

最优解不变条件下 ,确定Δc2 的变化范围。

解  这时表 1 -5 最终计算表便成为表 2 -12 所示。

表  2 -12

cj 2 ’3 +Δc2 �0 ‘0 •0 –

CB X B b x1 ¦x2 ¦x3 ¥x4 ¥x5 ª

2 “x1 §4 ’1 ’0 ‘ 0 ¿0 bW. 25 0 ª

0 “x5 §4 ’0 ’0 ‘- 2 ¿0 bW. 5 1 ª

3 + Δc2 �x2 §2 ’0 ’1 ‘0 cX. 5 - 0 cX. 125 0 ª

cj - z j

0 0 - 1 cX. 5  

- Δc2/ 2   

Δc2 / 8

- 1/ 8 �

0

从表 2 -12 可见有

- 1. 5 - Δc2 / 2≤0 和Δc2/ 8 - 1/ 8≤0

由此可得Δc2 ≥ - 1. 5/ 0. 5 ;Δc2 ≤1。Δc2 的变化范围为

- 3≤Δc2 ≤1

即 x2 的价值系数 c2 可以在 [0 , 4 ]之间变化 , 而不影响原最优解。

7. 3  技术系数αi j的变化

分两种情况来讨论技术系数αi j 的变化 ,下面以具体例子来说明。

例 9  分析在原计划中是否应该安排一种新产品。以第 1 章例 1 为例。设该厂除了
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生产产品Ⅰ ,Ⅱ外 , 现有一种新产品Ⅲ。已知生产产品Ⅲ , 每件需消耗原材料 A , B 各为

6kg , 3kg , 使用设备 2 台时 ;每件可获利 5 元。问该厂是否应生产该产品和生产多少 ?

解  分析该问题的步骤是 :

(1 ) 设生产产品Ⅲ为 x′3 台 ,其技术系数向量 P′3 = (2 , 6 , 3 ) T , 然后计算最终表中对应

x′3 的检验数

σ′3 = c′3 - CB B - 1 P′3 = 5 - (1. 5 ,0. 125 ,0 ) ( 2 , 6 , 3) T = 1. 25 > 0

说明安排生产产品Ⅲ是有利的。

(2 ) 计算产品Ⅲ在最终表中对应 x′3 的列向量

B
- 1

P′3 =

 0  0. 25 0

- 2 0. 5 1

 0. 5 - 0. 125 0

 2

 6

 3

=

 1. 5

 2

 0. 25

并将 (1 ) , (2 )中的计算结果填入最终计算表 1 -5 ,得表 2 -13( a )。

表  2 -13(a)

cj 2 ï3 À0 ‘0 b0 35 Ü

CB X B b x1 �x2 Õx3 ¦x4 wx5 Hx′3 é

2 |x1 b4 �1 ï0 À 0 À0 4). 25 0 31 ¢—. 5

0 |x5 b4 �0 ï0 À- 2 À0 4). 5 1 3[ 2]

3 |x2 b2 �0 ï1 À0 cX. 5 - 0 5*. 125 0 30 —Œ. 25

cj - zj 0 ï0 À- 1 cX. 5  - 0 5*. 125 0 31 —Œ. 25

由于 b列的数字没有变化 ,原问题的解是可行解。但检验数行中还有正检验数 , 说明目标

函数值还可以改善。

(3 ) 将 x′3 作为换入变量 , x5 作为换出变量 , 进行迭代 , 求出最优解。计算结果见

表 2 -13 ( b) ,这时得最优解 : x1 = 1 , x2 = 1. 5 , x′3 = 2。总的利润为 16. 5 元。比原计划增加

了 2. 5 元。

表  2 -13( b)

cj 2 ï3 À0 ‘0 b0 35 Ü

CB X B b x1 �x2 Õx3 ¦x4 wx5 Hx′3 ð

2 |x1 b1 �1 ï0 À1 cX. 5 - 0 5*. 125 - 0 ��. 75 0 Ü

0 |x′3 b2 �0 ï0 À- 1 X0 5*. 25 0 ��. 5 1 Ü

3 |x2 b1 ðå. 5 0 ï1 À0 cX. 75 - 0 5*. 1875 - 0 ��. 125 0 Ü

cj - zj 0 ï0 À- 0 od. 25 - 0 5*. 4375 - 0 ��. 625 0 Ü

例 10  分析原计划生产产品的工艺结构发生变化。仍以第 1 章例 1 为例 , 若原计划

生产产品Ⅰ的工艺结构有了改进 ,这时有关它的技术系数向量变为 P′1 = (2 , 5 , 2 ) T , 每件

利润为 4 元 ,试分析对原最优计划有什么影响 ?

解  把改进工艺结构的产品Ⅰ看作产品Ⅰ′, 设 x′1 为其产量。于是计算在最终表中

对应 x′1 的列向量 , 并以 x′1 代替 x1 。
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B - 1 P′1 =

 0 0. 25 0

- 2 0. 5 1

 0. 5 - 0. 125 0

 2

 5

 2

=

 1. 25

 0. 5

 0. 375

同时计算出 x′1 的检验数为

c′1 - CB B - 1 P′1 = 4 - (1. 5 ,0. 125 ,0 ) ( 2 , 5 , 2) T

= 0. 375

将以上计算结果填入最终表 x1 的列向量位置 , 得表 2 -14。

表  2 -14

CB X B b x′1 ¦x2 ¦x3 ¥x4 ¥x5 ª

2 “x1 §4 ’1 MB. 25 0 ‘0 ‘0 K@. 25 1 –

0 “x5 §4 ’0 MB. 5 0 ‘- 2 ‘0 K@. 5 1 –

3 “x2 §2 ’0 MB. 375 1 ‘0 œ‘. 5 - 0 K@. 125 0 –

cj - z j 0 MB. 375 0 ‘- 1 ‘†. 5 - 0 WL. 125 0 –

  由表 2 -14 可见 x′1 为换入变量 ,经过迭代得到表 2 -15。

表  2 -15

CB X B b x′1 ¦x2 ¦x3 ¥x4 ¥x5 ª

4 “x′1 ·3 dY. 2 1 ’0 ‘0 ‘0 bW. 2 0 –

0 “x5 §2 dY. 4 0 ’0 ‘- 2 ‘0 bW. 4 1 –

3 “x2 §0 dY. 8 0 ’1 ‘0 œ‘. 5 - 0 bW. 2 0 –

cj - z j 0 ’0 ‘- 1 ‘†. 5 - 0 bW. 2  0 –

表 2 -15 表明原问题和对偶问题的解都是可行解。所以表中的结果已是最优解。即

应当生产产品Ⅰ′, 3. 2 单位 ; 生产产品Ⅱ , 0. 8 单位。可获利 15. 2 元。

注意 :若碰到原问题和对偶问题均为非可行解时 , 就需要引进人工变量后重新求解。

例 11  假设例 10 的产品Ⅰ′的技术系数向量变为 P′1 = ( 4 , 5 , 2)
T

, 而每件获利仍为 4

元。试问该厂应如何安排最优生产方案 ?

解  方法与例 10 相同 , 以 x′1 代替 x1 ,计算

B
- 1

P′1 =

 0 0. 25 0

- 2 0. 5 1

0. 5 - 0. 125 0

 4

 5

 2

=

 1. 25

- 3. 5

 1. 375

x′1 的检验数为 c′1 - CB B
- 1

P′1 = 4 - (1. 5 , 0. 125 , 0) ( 4 , 5 , 2 )
T

= - 2. 625。将这些数字填入

最终表 1 -15 的 x1 列的位置 ,得到表 2 -16。
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  表  2 -16

CB X B b x′1 ¦x2 ¦x3 ¥x4 ¥x5 ª

2 “x1 §4 ’1 MB. 25 0 ‘0 ‘0 K@. 25 0 –

0 “x5 §4 ’- 3 MB. 5 0 ‘- 2 ‘0 K@. 5 1 –

3 “x2 §2 ’1 MB. 375 1 ‘0 œ‘. 5 - 0 K@. 125 0 –

cj - z j - 2 dY. 625 0 ‘- 1 ‘†. 5 - 0 cX. 125 0 –

将表 2 -16 的 x′1 替换基变量中 x1 ,得表 2 -17。

表  2 -17

CB X B b x′1 ¦x2 ¦x3 ¥x4 ¥x5 ª

4 “x′1 §3 dY. 2 1 ’0 ‘0 ‘0 bW. 2 0 –

0 “x5 §15 dY. 2 0 ’0 ‘- 2 ‘1 bW. 2 1 –

3 “x2 §- 2 dY. 4 0 ’1 ‘0 œ‘. 5 - 0 bW. 4 0 –

cj - z j 0 ’0 ‘- 1 ¡–. 5 0 bW. 4 0 –

从表 2 -17 可见原问题和对偶问题都是非可行解。于是引入人工变量 x6 。因在

表 2 -17中 x2 所在行 ,用方程表示时为

0 x′1 + x2 + 0. 5 x3 - 0. 4 x4 + 0 x5 = - 2. 4

引入人工变量 x6 后 , 便为

- x2 - 0. 5 x3 + 0. 4 x4 + x6 = 2. 4

将 x6 作为基变量代替 x2 ,填入表 2 -17 , 得到表 2 -18。

表  2 -18

CB X B b x′1 �x2 Õx3 ¦x4 wx5 Hx6 ð

4 |x′1 b3 ðå. 2 1 �0 Õ 0 g0 4). 2 0 30 ð

0 |x5 b15 ðå. 2 0 �0 Õ- 2 g1 4). 2 1 30 ð

- M x6 b2 ðå. 4 0 �- 1 Õ- 0 g\. 5 [ 0 4). 4 ] 0 31 ð

cj - zj

0 3 - M - 0 î. 5 M - 0 4). 8  

+ 0 /. 4 M

0 0

 

这时可按单纯形法求解。 x4 为换入变量 , x6 为换出变量。经基变换运算后 , 得到

表 2 -19的上表。在表 2 -19 的上表中 , 确定 x2 为换入变量 , x5 为换出变量。经基变换运

算后 ,得到表 2 -19 的下表。此表的所有检验数都为非正 , 已得最优解。最优生产方案为

生产产品Ⅰ′, 0. 667 单位 ; 产品Ⅱ , 2. 667 单位 ,可得最大利润 10. 67 元。
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  表  2 -19

cj 4 L3 ï0 ‘0 40 Ö- M

CB XB b x′1 ex2 �x3 ¦x4 Hx5 ëx6 6

4 ex′1  2 ª1 L0 Á¶. 5 0 LA. 25 0 40 Ö0 ôé. 5

0 ex5  8 ª0 L[3 ]  - 0 LA. 5 0 41 Ö- 3   

0 ex4  6 ª0 L- 2 Á¶. 5 - 1 LA. 25 1 40 Ö2 ôé. 5

cj - z j 0 L1  - 1   0 40 Ö- M + 2 ¨

4 ex′1  0 NC. 667 1 L0 ï0 LA. 33 0 4- 0 Àµ. 33 0 "

3 ex2  2 NC. 667 0 L1 ï- 0 LA. 167 0 40 Àµ. 33 - 1 "

0 ex4  12 NC. 667 0 L0 ï1 LA. 667 1 40 Àµ. 83 0 "

cj - z j 0 L0 ï- 0 LA. 83  0 4- 0 Àµ. 33 - M + 3 ¨

除以上介绍的几项分析以外 ,还可以作增减约束条件等分析。留给读者自己考虑。

第 8 节 *  参数线性规划

灵敏度分析时 , 主要讨论在最优基不变情况下 , 确定系数 ai j , bi , cj 的变化范围。而

参数线性规划是研究这些参数中某一参数连续变化时 , 使最优解发生变化的各临界点的

值。即把某一参数作为参变量 ,而目标函数在某区间内是这个参变量的线性函数 , 含这个

参变量的约束条件是线性等式或不等式。因此仍可用单纯形法和对偶单纯形法分析参数

线性规划问题。其步骤是 :

(1 ) 对含有某参变量 t 的参数线性规划问题。先令 t = 0 ,用单纯形法求出最优解 ;

(2 ) 用灵敏度分析法 , 将参变量 t 直接反映到最终表中 ;

(3 ) 当参变量 t 连续变大或变小时 , 观察 b列和检验数行各数字的变化。若在 b列首

先出现某负值时 ,则以它对应的变量为换出变量 ; 于是用对偶单纯形法迭代一步。若在检

验数行首先出现某正值时 ,则将它对应的变量为换入变量 ; 用单纯形法迭代一步 ;

(4 ) 在经迭代一步后得到的新表上 , 令参变量 t 继续变大或变小 ,重复步骤 ( 3 ) , 直到

b列不能再出现负值 , 检验数行不能再出现正值为止。

8. 1  参数 c的变化

例 12  试分析以下参数线性规划问题。当参数 t≥0 时的最优解变化。

max z( t) = ( 3 + 2 t) x1 + ( 5 - t) x2

  

 x1   ≤4

  2 x2 ≤12

3 x1 + 2 x2 ≤18

x1 , x2  ≥0

解  将此模型化为标准型
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max z( t) = ( 3 + 2 t) x1 + ( 5 - t) x2

  

 x1 +   x3   = 4

 2 x2 +  x4  = 12

3 x1 + 2 x2 +   x5 = 18

x j ≥0 ,  j = 1 , 2 ,⋯ , 5

令 t = 0 ,用单纯形法求解 , 见表 2 -20。

表  2 -20

cj 3 ï5 À0 ‘0 b0 ó

CB X B b x1 �x2 Õx3 ¦x4 wx5 �

0 |x3 b2 �0 ï0 À1 ‘1/ 3 •- 1/ 3 P

5 |x2 b6 �0 ï1 À0 ‘1/ 2 •0 P

3 |x1 b2 �1 ï0 À0 ‘- 1/ 3 •1/ 3 P

cj - zj 0 ï0 À0 ‘- 3/ 2  - 1  

将 c的变化直接反映到最终表 2 -20 中 ,得表 2 -21。

表  2 -21

cj 3 + 2 t 5 - t 0 �0 �0 P

CB X B b x1 �x2 �x3 �x4 �x5 e

0 |x3 b2 �0 �0 �1 �1/ 3 3- 1/ 3 

5 - t x2 b6 �0 �1 �0 �1/ 2 30 

3 + 2 t x1 b2 �1 �0 �0 �- 1/ 3 31/ 3 

cj - zj

0 �0 0  - 3/ 2   

+
7 ý
6

t  

- 1  

-
2 p
3

t

当 t 增大 , t≥
3/ 2
7/ 6

=
9
7
时 , 首先出现σ4 ≥0 , 在σ4 ≤0 , 即 0≤ t≤9/ 7 时 , 得最优解 ( 2 , 6 ,

2 , 0 , 0) T 。 t = 9/ 7 为第一临界点。当 t > 9/ 7 时 ,σ4 > 0 , 这时 x4 作为换入变量。用单纯形

法迭代一步 ,得表 2 -22。

表  2 -22

cj 3 + 2 t 5 - t 0 <0 ,0 `

CB XB b x1 px2 `x3 Px4 @x5 t

0 Œx4 •6 l0 \0 L3 <1 ,- 1 Ž

5 - t x2 •3 l0 \1 L- 3/ 2 ˜0 ,1/ 2 Ž

3 + 2 t x1 •4 l1 \0 L1 <0 , 0 Ž

cj - z j

0 \0 L9/ 2

-
7 [
2

t

0 ,- 5/ 2

+
1 •
2

t
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  当 t 继续增大 t≥
5/ 2
1/ 2

= 5 时 ,首先出现σ5 ≥0 , 在σ5 ≤0 , 即 9/ 7≤ t≤5 时 ,得最优解 ( 4 ,

3 , 0 , 6 , 0) T 。 t = 5 为第二临界点。当 t > 5 时 ,σ5 > 0 , 这时 x5 作为换入变量 , 用单纯形法

迭代一步 ,得表 2 -23。

表  2 -23

cj 3 + 2 t 5 - t 0 <0 ,0 `

CB XB b x1 px2 `x3 Px4 @x5 t

0 Œx4 •12 ƒ0 \2 L0 <1 ,0 `

0 Œx5 •6 ƒ0 \2 L- 3  0 ,1 `

3 + 2 t x1 •4 ƒ1 \0 L1 <0 ,0 `

cj - z j 0 \5 - t - 3 - 2 t 0 ,0 `

表 2 -23 中 t 继续增大时 ,恒有σ2 ,σ3 < 0 ,故当 t≥5 时 , 最优解为 ( 4 , 0 , 0 , 12 , 6 )
T
。

8. 2  参数 b 的变化分析

例 13  分析以下线性规划问题 , 当 t≥0 时 ,其最优解的变化。

max z = x1 + 3 x2

  

 x1 + x2 ≤6 - t

- x1 + 2 x2 ≤6 + t

x1 , x2 ≥0

解  将上述模型化为标准型

max z = x1 + 3 x2

  

 x1 + x2 + x3  = 6 - t

- x1 + 2 x2 +  x4 = 6 + t

x1 , x2 , x3 , x4 ≥0

令 t = 0 ,用单纯形法求解 , 见表 2 -24。

表  2 -24

cj 1 53 c0 ‘0 "

CB XB b x1 Ix2 wx3 ¥x4 6

1 «x1 í2 �1 50 c2/ 3 ¿- 1/ 3 ~

3 «x2 í4 �0 51 c1/ 3 ¿1/ 3 ~

cj - z j 0 50 c- 5/ 3  - 2/ 3 ~

计算

B - 1Δb=
2/ 3 - 1/ 3

1/ 3  1/ 3

- t

 t
=

- t

 0
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将此计算结果反映到最终表 2 -24 ,得表 2 -25。

表  2 -25

cj 1 53 c0 ‘0 "

CB XB b x1 Ix2 wx3 ¥x4 6

1 «x1 í2 - t 1 50 c2/ 3 ¿- 1/ 3 ~

3 «x2 í4 �0 51 c1/ 3 ¿ 1/ 3 ~

cj - z j 0 50 c- 5/ 3  - 2/ 3 ~

在表 2 -25 中 , 当 t 增大至 t≥2 时 , 则 b≤0。即 0≤ t≤2 时 ,最优解为 ( 2 - t, 4 , 0 , 0)
T
。

当 t > 2 时 ,则 b1 < 0; 故将 x1 作为换出变量 ,用对偶单纯形法迭代一步 , 得表 2 -26。

表  2 -26

cj 1 53 c0 ‘0 "

CB XB b x1 Ix2 wx3 ¥x4 6

0 «x4 í- 6 + 3 t - 3 c0 c- 2 ¿1 "

3 «x2 í6 - t  1 c1 c 1 ¿0 "

cj - z j - 2 c0 c- 3 ¿0 "

从表 2 -26 可见 , 当 t > 6 时 ,问题无可行解 ; 当 2≤ t≤6 时 , 问题的最优解为 ( 0 , 6 - t,

0 , - 6 + 3 t)
T
。

习   题

2. 1  用改进单纯形法求解以下线性规划问题。

(1 ) max z = 6 x1 - 2 x2 + 3 x3

    

2 x1 - x2 + 2 x3 ≤2

 x1   + 4 x3 ≤4

x1 , x2 , x3   ≥0

(2 ) min z = 2 x1 + x2

    

3 x1 + x2 = 3

4 x1 + 3 x2 ≥6

 x1 + 2 x2 ≤3

x1 , x2 ≥0

2. 2  已知某线性规划问题 , 用单纯形法计算时得到的中间某两步的计算表见

表 2 -27 ,试将表中空白处数字填上。
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  表  2 -27

cj 3 L5 ï4 ‘0 40 Ö0 "

CB XB b x1 ax2 �x3 ¦x4 Hx5 ëx6 6

x2 �8/ 3 Ø2/ 3 z1 ï0 ‘1/ 3 b0 Ö0 "

x5 �14/ 3 Ø- 4/ 3 z0 ï5 ‘- 2/ 3 b1 Ö0 "

x6 �20/ 3 Ø5/ 3 z0 ï4 ‘- 2/ 3 b0 Ö1 "

cj - z j - 1/ 3  0 ï4 ‘- 5/ 3  0 Ö0 "

⋯

x2 �15/ 41 ¿8/ 41 V- 10/ 41 ¬

x3 �- 6/ 41 ¿5/ 41 V4/ 41 ¬

x1 �- 2/ 41 ¿- 12/ 41 V15/ 41 ¬

cj - z j

2. 3  写出下列线性规划问题的对偶问题。

(1 ) min z = 2 x1 + 2 x2 + 4 x3

  

2 x1 + 3 x2 + 5 x3 ≥2

3 x1 + x2 + 7 x3 ≤3

 x1 + 4 x2 + 6 x3 ≤5

x1 , x2 , x3 ≥0

    ( 2) max z = x + 2 x2 + 3 x3 + 4 x4

   

- x1 + x2 - x3 - 3 x4 = 5

 6 x1 + 7 x2 + 3 x3 - 5 x4 ≥8

12 x1 - 9 x2 - 9 x3 + 9 x4 ≤20

x1 x2 ≥0 , x3 ≤0 , x4 无约束

(3 ) min z = ∑
m

i = 1
∑

n

j = 1

ci j x i j

  

∑
n

j = 1

x i j =αi ,  i = 1 , ⋯ , m

∑
m

i = 1

x i j = bj ,  j = 1 ,⋯ , n

x i j ≥0

 ( 4) max z = ∑
n

j = 1

cj x j

 

∑
n

j = 1

αi j x j ≤bi ,  i = 1 ,⋯ , m1 ≤ m

∑
n

j = 1

αi j x j = bi ,  i = m1 + 1 , m1 + 2 ,⋯ , m

x j≥0 ,  当 j = 1 ,⋯ , n1 ≤ n

x j 无约束 ,  当 j = n1 + 1 ,⋯ , n

2. 4  判断下列说法是否正确 , 为什么 ?

(1 ) 如线性规划的原问题存在可行解 , 则其对偶问题也一定存在可行解 ;

(2 ) 如线性规划的对偶问题无可行解 , 则原问题也一定无可行解 ;

(3 ) 如果线性规划的原问题和对偶问题都具有可行解 , 则该线性规划问题一定具有

有限最优解。

2. 5  设线性规划问题 1 是

max z1 = ∑
n

j = 1

cj x j

  
∑

n

j = 1

αi j x j ≤ bi ,  i = 1 , 2 , ⋯ , m

x j   ≥0 ,  j = 1 , 2 , ⋯ , n

( y *
1 ,⋯ , y *

m )是其对偶问题的最优解。
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又设线性规划问题 2 是

  max z2 = ∑
n

j = 1

ci x j

    
∑

n

j = 1

αi j x j ≤bi + ki ,  i = 1 ,2 ,⋯ , m

xj ≥0 ,  j = 1 , 2 , ⋯ , n

其中 ki 是给定的常数 , 求证

max z2 ≤max z1 + ∑
m

i = 1

ki y
*
i

2. 6  已知线性规划问题

max z = c1 x1 + c2 x2 + c3 x3

  
α11

α21

x1 +
α1 2

α2 2

x2 +
α13

α23

x3 +
1

0
x4 +

0

1
x5 =

b1

b2

xj ≥0 ,  j = 1 , ⋯ , 5

用单纯形法求解 ,得到最终单纯形表如表 2 -28 所示 ,要求 :

(1 ) 求α11 ,α12 ,α13 ,α2 1 ,α22 ,α2 3 , b1 , b2 的值 ;

(2 ) 求 c1 , c2 , c3 的值。

表  2 -28

X B b x1 �x2 Ix3 wx4 ¥x5 6

x3 ¿3/ 2 �1 �0 51 c1/ 2 ¿- 1/ 2 ~

x2 ¿2 �1/ 2 �1 50 c- 1 ¿2 ~

cj - z j - 3  0 50 c 0 ¿ - 4 •

2. 7  已知线性规划问题

max z = 2 x1 + x2 + 5 x3 + 6 x4

  

2 x1   + x3 + x4 ≤8

2 x1 + 2 x2 + x3 + 2 x4 ≤12

x j ≥0 ,  j = 1 ,⋯ , 4

  

对偶变量

 y1

 y2

其对偶问题的最优解为 y *
1 = 4 , y *

2 = 1 , 试应用对偶问题的性质 ,求原问题的最优解。

2. 8  试用对偶单纯形法求解下列线性规划问题。

(1 ) min z = x1 + x2        (2 ) min z = 3 x1 + 2 x2 + x3 + 4 x4

      

2 x1 + x2 ≥4

 x1 + 7 x2 ≥7

x1 , x2 ≥0

          

2 x1 + 4 x2 + 5 x3 + x4 ≥0

3 x1 -  x2 + 7 x3 - 2 x4 ≥2

5 x1 + 2 x2 + x3 + 6 x4 ≥15

x1 , x2 , x3 , x4 ≥0
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  2. 9  现有线性规划问题

max z = - 5 x1 + 5 x2 + 13 x3

  

- x1 + x2 + 3 x3 ≤20

12 x1 + 4 x2 + 10 x3 ≤90

x1 , x2 , x3 ≥0

①

②

先用单纯形法求出最优解 ,然后分析在下列各种条件下 , 最优解分别有什么变化 ?

(1 ) 约束条件①的右端常数由 20 变为 30;

(2 ) 约束条件②的右端常数由 90 变为 70;

(3 ) 目标函数中 x3 的系数由 13 变为 8;

(4 ) x1 的系数列向量由
- 1

12
变为

0

5
;

(5 ) 增加一个约束条件③2 x1 + 3 x2 + 5 x3 ≤50;

(6 ) 将原约束条件②改变为 10 x1 + 5 x2 + 103 ≤100。

2. 10  已知某工厂计划生产Ⅰ ,Ⅱ , Ⅲ三种产品 , 各产品需要在 A, B, C 设备上加工 ,

有关数据见表 2 -29。试回答 :

表  2 -29

设备代号 Ⅰ Ⅱ Ⅲ 设备有效台时/ 每月

A 8 52 À10 b300 Ä

B 10 55 À8 b400 Ä

C 2 513 À10 b420 Ä

单位产品利润/ 千元 3 52 À2 mb. 9

(1 ) 如何充分发挥设备能力 , 使生产盈利最大 ?

(2 ) 若为了增加产量 , 可借用其他工厂的设备 B,每月可借用 60 台时 , 租金为 1. 8 万

元 ,问借用 B 设备是否合算 ?

(3 ) 若另有两种新产品Ⅳ , Ⅴ ,其中Ⅳ需用设备 A - 12 台时 ; B - 5 台时 ; C - 10 台时 ,

单位产品盈利 2. 1 千元 ; 新产品Ⅴ需用设备 A - 4 台时 , B - 4 台时 , C - 12 台时 , 单位产品

盈利 1. 87 千元。如 A, B, C设备台时不增加 ,分别回答这两种新产品投产在经济上是否

合算 ?

(4 ) 对产品工艺重新进行设计 , 改进结构。改进后生产每件产品Ⅰ , 需用设备 A - 9

台时 ,设备 B - 12 台时 , 设备 C - 4 台时 , 单位产品盈利 4. 5 千元 , 问这对原计划有何

影响 ?

2. 11  分析下列参数规划中当 t 变化时最优解的变化情况。

(1 ) max z( t) = (3 - 6 t) x1 + (2 - 2 t) x2 + (5 - 5 t) x3 ( t≥0)

    

 x1 + 2 x2 + x3 ≤430

3 x1    + 2 x3 ≤460

 x1 + 4 x2    ≤420

x1 , x2 , x3 ≥0
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(2 ) max z( t) = (7 + 2 t) x1 + (12 + t) x2 + (10 - t) x3 ( t≥0)

    

 x1 + x2 + x3 ≤20

2 x1 + 2 x2 + x3 ≤30

x1 , x2 , x3 ≥0

(3 ) max z( t) = 2 x1 + x2 ( 0≤ t≤25)

    

x1   ≤10 + 2 t

x1 + x2 ≤25 - t

  x2 ≤10 + 2 t

x1 , x2 ≥0

(4 ) max z( t) = 21 x1 + 12 x2 + 18 x3 + 15 x4 ( 0≤ t≤59)

    

6 x1 + 3 x2 + 6 x3 + 3 x4 ≤30 + t

6 x1 - 3 x2 + 12 x3 + 6 x4 ≤78 - t

9 x1 + 3 x2 - 6 x3 + 9 x4 ≤135 - 2 t

x j ≥0 ,  j = 1 ,2 ,3 ,4
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第 3 章  运 输 问 题

前两章讨论了一般线性规划问题的单纯形法求解方法。但在实际工作中 , 往往碰到

有些线性规划问题 ,它们的约束方程组的系数矩阵具有特殊的结构 , 这就有可能找到比单

纯形法更为简便的求解方法。从而可节约计算时间和费用。本章讨论的运输问题就是属

于这样一类特殊的线性规划问题。

第 1 节  运输问题的数学模型

在经济建设中 ,经常碰到大宗物资调运问题。如煤、钢铁、木材、粮食等物资 , 在全国

有若干生产基地 ,根据已有的交通网 , 应如何制订调运方案 ,将这些物资运到各消费地点 ,

而总运费要最小。这问题可用以下数学语言描述。

已知有 m 个生产地点 A i , i = 1 , 2 , ⋯ , m。可供应某种物资 , 其供应量 (产量 ) 分别为

ai , i = 1 , 2 , ⋯ , m ,有 n 个销地 B j , j = 1 , 2 ,⋯ , n,其需要量分别为 bj , j = 1 , 2 , ⋯ , n, 从 A i 到

B j 运输单位物资的运价 ( 单价 )为 ci j , 这些数据可汇总于产销平衡表和单位运价表中 , 见

表 3 -1 , 表 3 -2。有时可把这两表合二为一。

  表  3 -1

销地

产地
1  2  ⋯  n 产量

1 «a1 .

2 «a2 .

… …

m am

销量 b1  b2  ⋯  bn

  表  3 -2

销地

产地
1  2  ⋯  n

1 �c11  c12  ⋯  c1 n

2 �c21  c22  ⋯  c2 n

… …   

m cm1  cm2  ⋯  cm n

若用 xi j 表示从 A i 到 B j 的运量 ,那么在产销平衡的条件下 , 要求得总运费最小的调

运方案 ,可求解以下数学模型

min z = ∑
m

i = 1
∑

n

j = 1

ci j x i j       

  

∑
m

i = 1

xi j = bj ,  j = 1 , 2 ,⋯ , n

∑
n

j = 1

xi j = ai ,  i = 1 , 2 ,⋯ , m

xi j ≥0

( 3 -1)

( 3 -2)

这就是运输问题的数学模型。它包含 m× n 个变量 , ( m + n) 个约束方程。其系数矩

阵的结构比较松散 ,且特殊。
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     x11 x12 ⋯ x1 n x 21 x22 ⋯ x2 n ⋯ xm1 xm2 ⋯ x m n

u1

u2

…

um

v1

v2

…
vn

1 1 ⋯ 1

1 1 ⋯ 1

w

1 1 ⋯ 1

1 1 1

1 1 1

w w w

1 1 1

m 行

n行

该系数矩阵中对应于变量 xi j 的系数向量 P i j , 其分量中除第 i 个和第 m + j 个为 1 以

外 ,其余的都为零。即

P i j = ( 0⋯1⋯0⋯1⋯0)
T

= ei + em + j

对产销平衡的运输问题 ,由于有以下关系式存在 :

∑
n

j = 1

bj = ∑
m

i = 1
∑

n

j = 1

xi j = ∑
n

j = 1
∑

m

i = 1

x i j = ∑
m

i = 1

ai

所以模型最多只有 m + n - 1 个独立约束方程。即系数矩阵的秩≤ m + n - 1。由于有以

上特征 ,所以求解运输问题时 , 可用比较简便的计算方法 ,习惯上称为表上作业法。

第 2 节  表上作业法

表上作业法是单纯形法在求解运输问题时的一种简化方法 , 其实质是单纯形法。但

具体计算和术语有所不同。可归纳为 :

(1 ) 找出初始基可行解。即在 ( m× n) 产销平衡表上给出 m + n - 1 个数字格。

(2 ) 求各非基变量的检验数 , 即在表上计算空格的检验数 ,判别是否达到最优解。如

已是最优解 ,则停止计算 , 否则转到下一步。

(3 ) 确定换入变量和换出变量 , 找出新的基可行解。在表上用闭回路法调整。

(4 ) 重复 ( 2) , ( 3) 直到得到最优解为止。

以上运算都可以在表上完成 ,下面通过例子说明表上作业法的计算步骤。

例 1  某公司经销甲产品。它下设三个加工厂。每日的产量分别是 : A1 为 7 吨 , A2

为 4 吨 , A3 为 9 吨。该公司把这些产品分别运往四个销售点。各销售点每日销量为 : B1

为 3 吨 , B2 为 6 吨 , B3 为 5 吨 , B4 为 6 吨。已知从各工厂到各销售点的单位产品的运价

为表 3 -3 所示。问该公司应如何调运产品 ,在满足各销点的需要量的前提下 , 使总运费为

最少。

解  先画出这问题的产销平衡表和单位运价表 ,见表 3 -3 ,表 3 -4。
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  表  3 -3  单位运价表

销地
加工厂

B1  B2 �B3 ðB4 �

A1 ®3 �11 �3 ×10 


A2 ®1 �9 �2 ×8 


A3 ®7 �4 �10 ×5 


表  3 -4  产销平衡表

销地
产地 B1 ÃB2 ñB3 �B4 M产量

A1 ®7 ó

A2 ®4 ó

A3 ®9 ó

销量 3 ª6 Ø5 �6 4

2. 1  确定初始基可行解

这与一般线性规划问题不同。产销平衡的运输问题总是存在可行解。因有

∑
m

i = 1

ai = ∑
n

j = 1

bj = d

必存在

x i j ≥0 ,  i = 1 ,⋯ , m,  j = 1 ,⋯ , n

这就是可行解。又因

0≤ x i j ≤min( aj , bj )

故运输问题必存在最优解。

确定初始基可行解的方法很多 ,一般希望的方法是既简便 , 又尽可能接近最优解。下

面介绍两种方法 :最小元素法和伏格尔 ( Vogel )法。

1. 最小元素法

这方法的基本思想是就近供应 ,即从单位运价表中最小的运价开始确定供销关系 , 然

后次小。一直到给出初始基可行解为止。以例 1 进行讨论。

第一步 :从表 3 -3 中找出最小运价为 1 ,这表示先将 A2 的产品供应给 B1 。因 a2 > b1 ,

A2 除满足 B1 的全部需要外 , 还可多余 1 吨产品。在表 3 -4 的 ( A2 , B1 ) 的交叉格处填上

3。得表 3 -5。并将表 3 -3 的 B1 列运价划去。得表 3 -6。

第二步 : 在表 3 -6 未划去的元素中再找出最小运价 2 ,确定 A2 多余的 1 吨供应 B3 , 并

给出表 3 -7 , 表 3 -8。
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  表  3 -5

销地
加工厂

B1 ÚB2 6B3 “B4 ï产量

A1 ®7 P

A2 ®3 Á4 P

A3 ®9 P

销量 3 Á6 �5 z6 Ö

表  3 -6

销地
产地

B1 B2 |B3 ÁB4 �

A1 #3 11 z3 ¨10 


A2 #1 9 c2 ¨8 ó

A3 #7 4 c10 ¿5 ó

表  3 -7

销地
加工厂

B1 ÚB2 eB3 ðB4 {产量

A1 #7 "

A2 #3 Á1 ×4 "

A3 #9 "

销量 3 Á6 L5 ×6 b

表  3 -8

销地
产地

B1 B2 |B3 ÁB4 �

A1 #3 11 z3 ¨10 


A2 1 9 2 8

A3 #7 4 c10 ¿5 ó

第三步 :在表 3 -8 未划去的元素中再找出最小运价 3; 这样一步步地进行下去 , 直到

单位运价表上的所有元素划去为止 , 最后在产销平衡表上得到一个调运方案 , 见表 3 -9。

这方案的总运费为 86 元。

表  3 -9

销地
产地

B1 ÚB2 eB3 ðB4 {产量

A1 #4 ×3 b7 "

A2 #3 Á1 ×4 "

A3 #6 L3 b9 "

销量 3 Á6 L5 ×6 b

用最小元素法给出的初始解是运输问题的基可行解 ,其理由为 :

(1 ) 用最小元素法给出的初始解 , 是从单位运价表中逐次地挑选最小元素 , 并比较产
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量和销量。当产大于销 ,划去该元素所在列。当产小于销 , 划去该元素所在行。然后在未

划去的元素中再找最小元素 ,再确定供应关系。这样在产销平衡表上每填入一个数字 , 在

运价表上就划去一行或一列。表中共有 m 行 n 列 ,总共可划 ( n + m) 条直线。但当表中只

剩一个元素时 ,这时当在产销平衡表上填这个数字时 , 而在运价表上同时划去一行和一

列。此时把单价表上所有元素都划去了 ,相应地在产销平衡表上填了 ( m + n - 1 ) 个数字。

即给出了 ( m + n - 1) 个基变量的值。

(2 ) 这 ( m + n - 1 )个基变量对应的系数列向量是线性独立的。

证  若表中确定的第一个基变量为 xi
1

j
1
它对应的系数列向量为

Pi
1

j
1

= ei
1

+ em + j
1

因当给定 xi
1

j
1
的值后 , 将划去第 i1 行或第 j1 列 , 即其后的系数列向量中再不出现 ei

1
或

em + j
1

,因而 Pi
1

j
1
不可能用解中的其他向量的线性组合表示。类似地给出第二个 , ⋯ , 第

( m + n - 1) 个。这 ( m + n - 1)个向量都不可能用解中的其他向量的线性组合表示。故这

( m + n - 1) 个向量是线性独立的。

用最小元素法给出初始解时 ,有可能在产销平衡表上填入一个数字后 , 在单位运价表

上同时划去一行和一列。这时就出现退化。关于退化时的处理将在 2. 4 中讲述。

2. 伏格尔法

最小元素法的缺点是 :为了节省一处的费用 , 有时造成在其他处要多花几倍的运费。

伏格尔法考虑到 ,一产地的产品假如不能按最小运费就近供应 ,就考虑次小运费 , 这就有

一个差额。差额越大 ,说明不能按最小运费调运时 , 运费增加越多。因而对差额最大处 ,

就应当采用最小运费调运。基于此 ,伏格尔法的步骤是 :

第一步 :在表 3 -3 中分别计算出各行和各列的最小运费和次最小运费的差额 , 并填入

该表的最右列和最下行 ,见表 3 -10。

表  3 -10

销地
产地

B1 ñB2 |B3 �B4 ’行差额

A1 ®3 Ø11 z3 î10 •0 

A2 ®1 Ø9 z2 î8 •1 

A3 ®7 Ø4 z10 î5 •1 

列差额 2 Ø5 z1 î3 •

第二步 :从行或列差额中选出最大者 , 选择它所在行或列中的最小元素。在表3 -10中

B2 列是最大差额所在列。 B2 列中最小元素为 4 , 可确定 A3 的产品先供应 B2 的需要。得

表 3 -11。同时将运价表中的 B2 列数字划去。如表 3 -12 所示。
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  表  3 -11

销地
产地

B1 âB2 NB3 ºB4 &产量

A1 ®7 o

A2 ®4 o

A3 ®6 59 o

销量 3 É6 55 ¡6 

第三步 :对表 3 -12 中未划去的元素再分别计算出各行、各列的最小运费和次最小运

费的差额 ,并填入该表的最右列和最下行。重复第一、二步。直到给出初始解为止。用此

法给出例 1 的初始解列于表 3 -13。

表  3 -12

销地
产地

B1 fB2 B3 6B4 Á行差额

A1 Q3 M11 3 �10 ¿0 

A2 Q1 M9 2 �8 ¨1 

A3 Q7 M4 10 45 ¨2 

列差额 2 M1 53 �

表  3 -13

销地
产地

B1 }B2 ÙB3 6B4 ’产量

A1 €5 �2 y7 "

A2 €3 d1 y4 "

A3 €6 À3 y9 "

销量 3 d6 À5 �6 y

由以上可见 :伏格尔法同最小元素法除在确定供求关系的原则上不同外 , 其余步骤相

同。伏格尔法给出的初始解比用最小元素法给出的初始解更接近最优解。

本例用伏格尔法给出的初始解就是最优解。

2. 2  最优解的判别

判别的方法是计算空格 (非基变量 ) 的检验数 ci j - CB B
- 1

P i j , i, , j∈ N。因运输问题

的目标函数是要求实现最小化 , 故当所有的 ci j - CB B
- 1

Pi j ≥0 时 , 为最优解。下面介绍

两种求空格检验数的方法。

1. 闭回路法

在给出调运方案的计算表上 , 如表 3 -13 , 从每一空格出发找一条闭回路。它是以某

空格为起点。用水平或垂直线向前划 , 当碰到一数字格时可以转 90°后 , 继续前进 , 直到
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回到起始空格为止。闭回路如图 3 -1 的 ( a) , ( b) , (c )等所示。

图  3 -1

从每一空格出发一定存在和可以找到唯一的闭回路。因 ( m + n - 1 )个数字格 (基变

量 )对应的系数向量是一个基。任一空格 ( 非基变量 ) 对应的系数向量是这个基的线性组

合。如 Pi j , i, j∈ N 可表示为

Pi j = ei + em + j           

= ei + em + k - em + k + el - el + em + s - em + s + eu - eu + em + j

= ( ei + em + k ) - ( el + em + k ) + ( el + em + s ) - ( eu + em + s ) + (eu + em+ j )

= Pi k - Pl k + Pl s - Pu s + Pu j

其中 Pi k , P l k , Pl s , Pu s , Pu j ∈ B。而这些向量构成了闭回路 (见图 3 -2)。

图  3 -2

闭回路法计算检验数的经济解释为 : 在已给出初

始解的表 3 -9 中 ,可从任一空格出发 , 如 ( A1 , B1 ) , 若

让 A1 的产品调运 1 吨给 B1 。为了保持产销平衡 , 就

要依次作调整 : 在 ( A1 , B3 )处减少 1 吨 , ( A2 , B3 )处增

加 1 吨 , ( A2 , B1 )处减少 1 吨 ,即构成了以 ( A1 , B1 ) 空

格为起点 , 其他为数字格的闭回路。如表 3 -14 中的

虚线所示。在这表中闭回路各顶点所在格的右上角

数字是单位运价。

表  3 -14

  可见这调整的方案使运费增加

( + 1)×3 + ( - 1)×3 + ( + 1)×2 + ( - 1)×1 = 1 (元 )

这表明若这样调整运量将增加运费。将“1”这个数填入 ( A1 , B1 ) 格 , 这就是检验数。按以

上所述 ,可找出所有空格的检验数 , 见表 3 -15。
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表  3 -15

空格 闭 回 路 检验数

(11) ( 11 ) - (13) - ( 23 ) - (21) - ( 11 ) 1 P

(12) ( 12 ) - (14) - ( 34 ) - (32) - ( 12 ) 2 P

(22) ( 22 ) - (23) - ( 13 ) - (14) - ( 34 ) - (32) - ( 22) 1 P

(24) ( 24 ) - (23) - ( 13 ) - (14) - ( 24 ) - 1  

(31) ( 31 ) - (34) - ( 14 ) - (13) - ( 23 ) - (21) - ( 31) 10 P

(33) ( 33 ) - (34) - ( 14 ) - (13) - ( 33 ) 12 P

当检验数还存在负数时 ,说明原方案不是最优解 , 改进方法见 2. 3 小节。

2. 位势法

用闭回路法求检验数时 ,需给每一空格找一条闭回路。当产销点很多时 , 这种计算很

繁。下面介绍较为简便的方法———位势法。

设 u1 , u2 , ⋯ , um ; v1 , v2 , ⋯ , vn 是对应运输问题的 m + n 个约束条件的对偶变量。 B

是含有一个人工变量 x a 的 ( m + n)× ( m + n) 初始基矩阵。人工变量 xa 在目标函数中的

系数 ca = 0 ,从线性规划的对偶理论可知。

CB B - 1 = ( u1 , u2 , ⋯ , um ; v1 , v2 , ⋯ , vn )

而每个决策变量 xi j 的系数向量 P i j = ei + em + j , 所以 CB B
- 1

P i j = ui + vj 。于是检验数

σi j = ci j - CB B
- 1

Pi j = ci j - ( ui + vj )

由单纯形法得知所有基变量的检验数等于 0。即

ci j - ( ui + vj ) = 0 ,   i, j∈ B

例如 ,在例 1 的由最小元素法得到的初始解中 x23 , x34 , x21 , x32 , x13 , x14 是基变量。 xa

为人工变量 ,这时对应的检验数是 :

基变量 检验数

xa ca - u1 = 0 °∵  ca = 0  ∴ u1 = 0 H

x23 c23 - ( u2 + v3 ) = 0 
即 2 - ( u2 + v3 ) = 0 �

x34 c34 - ( u3 + v4 ) = 0 
 5 - ( u3 + v4 ) = 0 �

x21 c21 - ( u2 + v1 ) = 0 
 1 - ( u2 + v1 ) = 0 �

x32 c32 - ( u3 + v2 ) = 0 
 4 - ( u3 + v2 ) = 0 �

x13 c13 - ( u1 + v3 ) = 0 
 3 - ( u1 + v3 ) = 0 �

x14 c14 - ( u1 + v4 ) = 0 
 10 - ( u1 + v4 ) = 0 �

从以上 7 个方程中由 u1 = 0 可求得

u2 = - 1 ,  u3 = - 5 ,  v1 = 2 ,  v2 = 9 ,  v3 = 3 ,  v4 = 10

因非基变量的检验数

σi j = ci j - ( ui + vj ) ,  i , j∈ N

这就可以从已知的 ui , vj 值中求得。这些计算可在表格中进行。以例 1 说明。

第一步 :按最小元素法给出表 3 -9 的初始解 , 做表 3 -16。在对应表 3 -9 的数字格处
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填入单位运价 ,见表 3 -16。

表  3 -16

销地
产地

B1 ÚB2 ðB3 �B4 #

A1 €3 î10 !

A2 €1 Á2 î

A3 €4 ×5 !

第二步 :在表 3 -16 上增加一行一列 ,在列中填入 ui , 在行中填入 vj ,得表 3 -17。

表  3 -17

销地
产地

B1 }B2 ÙB3 6B4 ’ui

A1 €3 �10 • 0 P

A2 €1 d2 �- 1 P

A3 €4 À5 •- 5 P

vj 2 d9 À3 �10 •

先令 u1 = 0 , 然后按 ui + vj = ci j , i, j∈ B 相继地确定 ui , vj 。由表 3 -17 可见 ,当 u1 = 0

时 , 由 u1 + v3 = 3 可得 v3 = 3 ,由 u1 + v4 = 10 可得 v4 = 10; 在 v4 = 10 时 , 由 u3 + v4 = 5 可得

u3 = - 5 , 以此类推可确定所有的 ui , vj 的数值。

第三步 :按σi j = ci j - ( ui + vj ) i , j∈ N 计算所有空格的检验数。如

σ11 = c1 1 - ( u1 + v1 ) = 3 - ( 0 + 2 ) = 1

σ12 = c1 2 - ( u1 + v2 ) = 11 - (0 + 9) = 2

这些计算可直接在表 3 -17 上进行。为了方便 , 特设计计算表 ,如表 3 -18。

表  3 -18

销地
产地

B1 ÚB2 eB3 ðB4 {ui

A1 #

3

1 É

11

2 T

3

0 ß

10

0 j0 í

A2 #

1

0 É

9

1 T

2

0 ß

8

- 1 Ç- 1 �

A3 #

7

10 ÷

4

0 T

10

12 

5

0 j- 5 �

vj 2 Á9 L3 ×10 y
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  在表 3 -18 中还有负检验数。说明未得最优解 , 还可以改进。

2. 3  改进的方法———闭回路调整法

当在表中空格处出现负检验数时 ,表明未得最优解。若有两个和两个以上的负检验

数时 ,一般选其中最小的负检验数 , 以它对应的空格为调入格。即以它对应的非基变量为

换入变量。由表 3 -18 得 (2 , 4 )为调入格。以此格为出发点 ,作一闭回路 , 如表 3 -19 所示。

表  3 -19

销地
产地

B1 ÚB2 eB3    B4 €产量

A1

A2

A3 #

3 Á

6 L

4 ( + 1) ⋯ 3 ( - 1)

…  …

1 ( - 1) ⋯ ( + 1 )  

  3 $

7

4

9 

销量 3 Á6 L5     6   

(2 , 4 )格的调入量θ是选择闭回路上具有 ( - 1 ) 的数字格中的最小者。即θ= min ( 1 ,

3) = 1( 其原理与单纯形法中按θ规划来确定换出变量相同 )。然后按闭回路上的正、负

号 ,加入和减去此值 , 得到调整方案 ,如表 3 -20 所示。

表  3 -20

销地
产地

B1 ÚB2 eB3 ðB4 {产量

A1

A2

A3 #

3 Á

6 L

5 2

1

3 b

7

4

9 "

销量 3 Á6 L5 ×6 b

对表 3 -20 给出的解 , 再用闭回路法或位势法求各空格的检验数 , 见表 3 -21。表中的

所有检验数都非负 ,故表 3 -20 中的解为最优解。这时得到的总运费最小是 85 元。

表  3 -21

销地
产地

B1 7B2 MB3 dB4 R

A1 ®0 �2 4

A2 ®2 41 K

A3 ®9 �12 b
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2. 4  表上作业法计算中的问题

1. 无穷多最优解

在本章 2. 1 节中提到 ,产销平衡的运输问题必定存在最优解。那么有唯一最优解还

是无穷多最优解 ? 判别依据与第 1 章 3. 3 节讲述的相同。即某个非基变量 (空格 ) 的检验

数为 0 时 ,该问题有无穷多最优解。表 3 -21 空格 ( 1 , 1)的检验数是 0 , 表明例 1 有无穷多

最优解。可在表 3 -20 中以 ( 1 , 1 ) 为调入格 , 作闭回路 ( 1 , 1) + - ( 1 , 4 ) - - ( 2 , 4 ) + - ( 2 ,

1) - - ( 1 , 1) + 。确定θ= min(2 , 3 ) = 2。经调整后得到另一最优解 ,见表 3 -22。

表  3 -22

销地
产地

B1 ÚB2 eB3 ðB4 {产量

A1

A2

A3 #

2

1

6 L

5

3

3 b

7

4

9 "

销量 3 Á6 L5 ×6 b

2. 退化

用表上作业法求解运输问题当出现退化时 ,在相应的格中一定要填一个 0 , 以表示此

格为数字格。有以下两种情况 :

(1 ) 当确定初始解的各供需关系时 , 若在 ( i , j) 格填入某数字后 ,出现 A i 处的余量等

于 B j 处的需量。这时在产销平衡表上填一个数 , 而在单位运价表上相应地要划去一行和

一列。为了使在产销平衡表上有 ( m + n - 1 )个数字格。这时需要添一个“0”。它的位置

可在对应同时划去的那行或那列的任一空格处。如表 3 -23 , 表 3 -24 所示。因第一次划

去第一列 ,剩下最小元素为 2 , 其对应的销地 B2 , 需要量为 6 , 而对应的产地 A3 未分配量

也是 6。这时在产销表 ( 3 , 2 )交叉格中填入 6 , 这时在单位运价表 3 -24 中需同时划去 B2

列和 A3 行。在表 3 -23 的空格 ( 1 , 2) , ( 2 , 2) , ( 3 , 3) , ( 3 , 4)中任选一格添加一个 0。

表  3 -23

销地
产地

B1 ÚB2 eB3 ðB4 {产量

A1 #7 "

A2 #4 "

A3 #3 Á6 L9 "

销量 3 Á6 L5 ×6 b
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  表  3 -24

销地
产地 B1 }B2 “B3 ªB4 õ

A1 Q3 d11 ‘4 ‘5 Ü

A2 Q7 d7 z3 ‘8 Ü

A3 Q1 d2 z10 ¨6 Ü

(2 ) 在用闭回路法调整时 , 在闭回路上出现两个和两个以上的具有 ( - 1 ) 标记的相等

的最小值。这时只能选择其中一个作为调入格。而经调整后 , 得到退化解。这时另一个

数字格必须填入一个 0 ,表明它是基变量。当出现退化解后 , 并作改进调整时 , 可能在某

闭回路上有标记为 ( - 1 )的取值为 0 的数字格 , 这时应取调整量θ= 0。

第 3 节  产销不平衡的运输问题及其求解方法

前面讲的表上作业法 ,都是以产销平衡 , 即

∑
m

i = 1

ai = ∑
n

j = 1

bj

为前提的 ,但是实际问题中产销往往是不平衡的。就需要把产销不平衡的问题化成产销

平衡的问题。

当产大于销

∑
m

i = 1

ai > ∑
n

j = 1

bj

时 ,运输问题的数学模型可写成

min z = ∑
m

i = 1
∑

n

j = 1

ci j x i j          

满足

∑
n

j = 1

x i j ≤ ai ,  ( i = 1 , 2 ,⋯ , m)

∑
m

i = 1

x i j = bj ,  ( j = 1 , 2 ,⋯ , n)

xi j ≥0

由于总的产量大于销量 , 就要考虑多余的物资在哪一个产地就地储存的问题。设

x i, n + 1 是产地 Ai 的储存量 , 于是有 :

∑
n

j = 1

xi j + x i, n + 1 = ∑
n + 1

j = 1

xi j = ai ,  ( i = 1 , ⋯ , m)

∑
m

i = 1

x i j = bj         ( j = 1 ,⋯ , n)

∑
m

i = 1

xi , n + 1 = ∑
m

i = 1

ai - ∑
n

j = 1

bj = bn + 1
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令 c′i j = ci j ,  当 i = 1 ,⋯ , m,  j = 1 ,⋯ , n时

c′i j = 0 ,  当 i = 1 , ⋯ , m ,  j = n + 1 时

将其分别代入 ,得到

min z′= ∑
m

i = 1
∑

n+ 1

j = 1

ci j′x i j = ∑
m

i = 1
∑

n

j = 1

ci j′x i j + ∑
m

i = 1

c′i , n + 1 xi j

= ∑
m

i = 1
∑

n

j = 1

ci j x i j

满足

∑
n+ 1

j = 1

x i j = ai

∑
m

i = 1

x i j = bj

xi j ≥0

由于这个模型中

∑
m

i = 1

ai = ∑
n

j = 1

bj + bn + 1 = ∑
n+ 1

j = 1

bj

所以这是一个产销平衡的运输问题。

若当产大于销时 ,只要增加一个假想的销地 j = n + 1 (实际上是储存 ) , 该销地总需要

量为

∑
m

i = 1

ai - ∑
n

j = 1

bj

而在单位运价表中从各产地到假想销地的单位运价为 c′i, n + 1 = 0 , 就转化成一个产销平衡

的运输问题。类似地 ,当销大于产时 , 可以在产销平衡表中增加一个假想的产地 i = m +

1 , 该地产量为

∑
n

j = 1

bj - ∑
m

i = 1

ai

在单位运价表上令从该假想产地到各销地的运价 c′m + 1 , j = 0 , 同样可以转化为一个产销平

衡的运输问题。

例 2  设有三个化肥厂 ( A, B, C)供应四个地区 (Ⅰ , Ⅱ , Ⅲ , Ⅳ )的农用化肥。假定等

量的化肥在这些地区使用效果相同。各化肥厂年产量 , 各地区年需要量及从各化肥厂到

各地区运送单位化肥的运价如表 3 -25 所示。试求出总的运费最节省的化肥调拨方案。

表  3 -25

需求地区
化肥厂

Ⅰ Ⅱ Ⅲ Ⅳ 产量 (万吨 )

A 16 Ø13 c22 î17 y50 9

B 14 Ø13 c19 î15 y60 9

C 19 Ø20 c23 î- 50 9

最低需求 (万吨 ) 30 Ø70 c0 ×10 y

最高需求 (万吨 ) 50 Ø70 c30 î不限
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  解  这是一个产销不平衡的运输问题 , 总产量为 160 万吨 , 四个地区的最低需求为

110 万吨 ,最高需求为无限。根据现有产量 , 第Ⅳ个地区每年最多能分配到 60 万吨 ,这样

最高需求为 210 万吨 ,大于产量。为了求得平衡 , 在产销平衡表中增加一个假想的化肥厂

D, 其年产量为 50 万吨。由于各地区的需要量包含两部分 , 如地区Ⅰ , 其中 30 万吨是最

低需求 ,故不能由假想化肥厂 D 供给 , 令相应运价为 M( 任意大正数 ) , 而另一部分 20 万

吨满足或不满足均可以 , 因此可以由假想化肥厂 D 供给 , 按前面讲的 , 令相应运价为 0。

对凡是需求分两种情况的地区 ,实际上可按照两个地区看待。这样可以写出这个问题的

产销平衡表 (表 3 -26) 和单位运价表 (表 3 -27) 。

表 3 -26  产销平衡表

销地
产地 Ⅰ′ Ⅰ″ Ⅱ Ⅲ Ⅳ′ Ⅳ″ 产量

A 50 g

B 60 g

C 50 g

D 50 g

销 量 30 �20 ï70 À30 ‘10 b50 3

表 3 -27  单位运价表

销地
产地 Ⅰ′ Ⅰ″ Ⅱ Ⅲ Ⅳ′ Ⅳ″

A 16 M16 {13 ©22 ×17 �17 g

B 14 M14 {13 ©19 ×15 �15 g

C 19 M19 {20 ©23 ×M M

D M 0 dM 0 ÀM 0 P

根据表上作业法计算 ,可以求得这个问题的最优方案如表 3 -28 所示。

表  3 -28

销地
产地

Ⅰ′ Ⅰ″ Ⅱ Ⅲ Ⅳ′ Ⅳ″ 产量

A 50 À50 g

B 20 À10 b30 360 g

C 30 �20 ï0 À50 g

D 30 ‘20 350 g

销 量 30 �20 ï70 À30 ‘10 b50 3

第 4 节  应 用 举 例

由于在变量个数相等的情况下 ,表上作业法的计算远比单纯形法简单得多。所以在

解决实际问题时 ,人们常常尽可能把某些线性规划的问题化为运输问题的数学模型。下
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面介绍几个典型的例子。

例 3  某厂按合同规定须于当年每个季度末分别提供 10 , 15 , 25 , 20 台同一规格的柴

油机。已知该厂各季度的生产能力及生产每台柴油机的成本如表 3 -29 所示。又如果生

产出来的柴油机当季不交货的 ,每台每积压一个季度需储存、维护等费用 0. 15 万元。要

求在完成合同的情况下 ,作出使该厂全年生产 ( 包括储存、维护 ) 费用最小的决策。

表  3 -29

季  度 生产能力 (台 ) 单位成本 (万元 )

Ⅰ 25 ©10 ôé. 8

Ⅱ 35 ©11 ôé. 1

Ⅲ 30 ©11 ôé. 0

Ⅳ 10 ©11 ôé. 3

解  由于每个季度生产出来的柴油机不一定当季交货 ,所以设 xi j 为第 i 季度生产的

用于第 j 季度交货的柴油机数。

根据合同要求 ,必须满足 :

x11       = 10

x12 + x22   = 15

x13 + x23 + x33   = 25

x14 + x24 + x34 + x44 = 20

又每季度生产的用于当季和以后各季交货的柴油机数不可能超过该季度的生产能

力 ,故又有 :

x11 + x1 2 + x13 + x14 ≤25

  x22 + x2 3 + x24 ≤35

    x33 + x3 4 ≤30

      x44 ≤10

第 i 季度生产的用于 j 季度交货的每台柴油机的实际成本 ci j 应该是该季度单位成本

加上储存、维护等费用。 ci j 的具体数值见表 3 -30。

表 3 -30  ci j 值

 j
 i Ⅰ Ⅱ Ⅲ Ⅳ

Ⅰ 10 ÙÎ. 8 10 ªŸ. 95 11 ’‡. 10 11 :/. 25

Ⅱ 11 ªŸ. 10 11 ’‡. 25 11 :/. 40

Ⅲ 11 ’‡. 00 11 :/. 15

Ⅳ 11 :/. 30

设用 ai 表示该厂第 i 季度的生产能力 , bj 表示第 i 季度的合同供应量 , 则问题可

写成 :

min z = ∑
4

i = 1
∑

4

j = 1

ci j x i j
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满足

∑
4

j = 1

x i j ≤ ai

∑
4

i = 1

x i j = bj

xi j ≥0

显然 ,这是一个产大于销的运输问题模型。注意到这个问题中当 i > j 时 , xi j = 0 , 所

以应令对应的 ci j = M ,再加上一个假想的需求 D, 就可以把这个问题变成产销平衡的运

输模型 ,并写出产销平衡表和单位运价表 ( 合在一起 ,见表 3 -31) 。

表  3 -31

销地
产地 Ⅰ Ⅱ Ⅲ Ⅳ D 产量

Ⅰ 10 ��. 8 10 �ü. 95 11 �û. 10 11 �û. 25 0 325 ~

Ⅱ M 11 �ü. 10 11 �û. 25 11 �û. 40 0 335 ~

Ⅲ M M 11 �û. 00 11 �û. 15 0 330 ~

Ⅳ M M M 11 �û. 30 0 310 ~

销量 10 �15 ü25 û20 û30 3

经用表上作业法求解 ,可得多个最优方案 , 表 3 -32 中列出最优方案之一。即第Ⅰ季

度生产 25 台 , 10 台当季交货 , 15 台Ⅱ季度交货 ;Ⅱ季度生产 5 台 , 用于Ⅲ季度交货 ; Ⅲ季

度生产 30 台 , 其中 20 台于当季交货 , 10 台于Ⅳ季度交货。Ⅳ季度生产 10 台 , 于当季交

货。按此方案生产 ,该厂总的生产 ( 包括储存、维护 ) 的费用为 773 万元。

表  3 -32

销售季度
生产季度 Ⅰ Ⅱ Ⅲ Ⅳ D 产量

Ⅰ 10 L15 L0 K25 ~

Ⅱ 5 K30 J35 ~

Ⅲ 20 K10 K30 ~

Ⅳ 10 K10 ~

销量 10 L15 L25 K20 K30 J

例 4  某航运公司承担六个港口城市 A、B、C、D、E、F 的四条固定航线的物资运输任

务。已知各条航线的起点、终点城市及每天航班数见表 3 -33。假定各条航线使用相同型

号的船只 ,又各城市间的航程天数见表 3 -34。

又知每条船只每次装卸货的时间各需 1 天 ,则该航运公司至少应配备多少条船 , 才能

满足所有航线的运货需求 ?
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  表  3 -33

航  线 起点城市 终点城市 每天航班数

1 “E D 3 9

2 “B C 2 9

3 “A F 1 9

4 “D B 1 9

表  3 -34

到从 A B C D E F

A 0 “1 Á2 ï14 47 K7 •

B 1 “0 Á3 ï13 48 K8 •

C 2 “3 Á0 ï15 45 K5 •

D 14 “13 Á15 ï0 417 K20 •

E 7 “8 Á5 ï17 40 K3 •

F 7 “8 Á5 ï20 43 K0 •

解  该公司所需配备船只分两部分。

(1 ) 载货航程需要的周转船只数。例如航线 1 , 在港口 E 装货 1 天 , E→ D 航程 17

天 ,在 D 卸货 1 天 , 总计 19 天。每天 3 航班 , 故该航线周转船只需 57 条。各条航线周转

所需船只数见表 3 -35。以上累计共需周转船只数 91 条。

表  3 -35

航线 装货天数 航程天数 卸货天数 小计 航班数 需周转船只数

1 Ù1 �17 51 �19 43 �57 ó

2 Ù1 �3 51 �5 42 �10 ó

3 Ù1 �7 51 �9 41 �9 ó

4 Ù1 �13 51 �15 41 �15 ó

(2 ) 各港口间调度所需船只数。有些港口每天到达船数多于需要船数 , 例如港口 D,

每天到达 3 条 ,需求 1 条 ; 而有些港口到达数少于需求数 , 例如港口 B。各港口每天余缺

船只数的计算见表 3 -36。

表  3 -36

港口城市 每天到达 每天需求 余缺数

A 0 �1 ©- 1 9

B 1 �2 ©- 1 9

C 2 �0 © 2 9

D 3 �1 © 2 9

E 0 �3 ©- 3 9

F 1 �0 © 1 9
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  为使配备船只数最少 ,应做到周转的空船数为最少。因此建立以下运输问题 , 其产销

平衡表见表 3 -37。

表  3 -37

港  口 A B E 每天多余船只

C 2 h

D 2 h

F 1 h

每天缺少船只 1 ð1 Ø3 À

单位运价表应为相应各港口之间的船只航程天数 ,见表 3 -38。

表  3 -38

港  口 A B E

C 2 L3 �5 P

D 14 L13 �17 P

F 7 L8 �3 P

用表上作业法求出空船的最优调度方案见表 3 -39。

表  3 -39

港  口 A B E 每天多余船只

C 1 {1 �2 "

D 1 À1 �2 "

F 1 �1 "

每天缺少船只 1 {1 À3 �

由表 3 -39 知最少需周转的空船数为 40 条。这样在不考虑维修、储备等情况下 , 该公

司至少应配备 131 条船。

例 5  在本章的例 1 中 , 如果假定 ①每个工厂生产的产品不一定直接发运到销售点 ,

可以将其中几个产地集中一起运 ;②运往各销地的产品可以先运给其中几个销地 , 再转运

给其他销地 ;③除产、销地之外 ,中间还可以有几个转运站 , 在产地之间、销地之间或产地

与销地间转运。已知各产地、销地、中间转运站及相互之间每吨产品的运价如表 3 -40 所

示 ,问在考虑到产销地之间直接运输和非直接运输的各种可能方案的情况下 , 如何将三个

厂每天生产的产品运往销售地 ,使总的运费最少。

解  从表 3 -40 中看出 , 从 A1 到 B2 每吨产品的直接运费为 11 元 ,如从 A1 经 A3 运

往 B2 ,每吨运价为 3 + 4 = 7 元 , 从 A1 经 T2 运往 B2 只需 1 + 5 = 6 元 ,而从 A1 到 B2 运费

最少的路径是从 A1 经 A2 , B1 到 B2 ,每吨产品的运费只需 1 + 1 + 1 = 3 元。可见这个问题

中从每个产地到各销地之间的运输方案是很多的。为了把这个问题仍当作一般的运输问

题处理 ,可以这样做 :
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  表  3 -40

项  目
产  地 中间转运站 销  地

A1 ÜA2 óA3 
T1 !T2 8T3 OT4 fB1 {B2 ’B3 ©B4 õ

产

地

A1

A2

A3 h

1

3 Á

1

-

3

-

2

3

1 �

1

5

-

4

-

2 4

3

2

3 K

3

1

7 b

11

9

4 y

3

2

10

10

8

5 Ü

中
间
转
运
站

T1

T2

T3

T4 h

2

1

4

3 Á

3

5

-

2 Ø

1

-

2

3 ï

1

3

2 �

1

1

1 �

3

1

2 4

2

1

2

2

4

1

1 b

8

5

8

-

4

2

2

2 •

6

7

4

6 Ü

销

地

B1

B2

B3

B4 f

3

11

3

10

1

9

2

8 Ø

7

4

10

5 ï

2

8

4

6 �

4

5

2

7 �

1

8

2

4 4

1

-

2

6 K

1

4

2 b

1

2

1 y

4

2

3 •

2

1

3

(1 ) 由于问题中所有产地、中间转运站、销地都可以看作产地 , 又可看作销地。因此

把整个问题当作有 11 个产地和 11 个销地的扩大的运输问题。

(2 ) 对扩大的运输问题建立单位运价表。方法将表 3 -40 中不可能的运输方案的运

价用任意大的正数 M 代替。

(3 ) 所有中间转运站的产量等于销量。由于运费最少时不可能出现一批物资来回倒

运的现象 ,所以每个转运站的转运数不超过 20 吨。可以规定 T1 , T2 , T3 , T4 的产量和销

量均为 20 吨。由于实际的转运量

∑
n

j = 1

x i j ≤ ai、∑
m

i = 1

x i j ≤ bj

可以在每个约束条件中增加一个松弛变量 xi i , xi i 相当于一个虚构的转运站 , 意义就

是自己运给自己。 (20 - xi i )就是每个转运站的实际转运量 , x i i 的对应运价 ci i = 0。

(4 ) 扩大的运输问题中原来的产地与销地因为也有转运站的作用 , 所以同样在原来

产量与销量的数字上加 20 吨 , 即三个厂每天糖果产量改成 27 , 24 , 29 吨 , 销量均为 20 吨 ;

四个销售点的每天销量改为 23 , 26 , 25 , 26 吨 , 产量均为 20 吨 , 同时引进 xi i 作为松弛

变量。

下面写出扩大运输问题的产销平衡表与单位运价表 ( 见表 3 -41 ) , 由于这是一个产销

平衡的运输问题 ,所以可以用表上作业法求解 ( 计算略 )。

表  3 -41

销地
产地 A1 hA2 •A3 –T1 T2 ÄT3 ÛT4 òB1 �B2 �B3 5B4 L产量

A1 Æ0 M1 d3 {2 ’1 ©4 À3 ×3 î11 �3 �10 J27 Ä

A2 Æ1 M0 dM 3 ’5 ©M 2 ×1 î9 �2 �8 J24 Ä

A3 Æ3 MM 0 {1 ’M 2 À3 ×7 î4 �10 �5 J29 Ä
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续表

销地
产地

A1 hA2 •A3 –T1 T2 ÄT3 ÛT4 òB1 �B2 �B3 5B4 L产量

T1 Å2 M3 d1 {0 ’1 ©3 À2 ×2 î8 �4 �6 320 Ä

T2 Å1 M5 dM 1 ’0 ©1 À1 ×4 î5 �2 �7 320 Ä

T3 Å4 MM 2 {3 ’1 ©0 À2 ×1 î8 �2 �4 320 Ä

T4 Å3 M2 d3 {2 ’1 ©2 À0 ×1 îM 2 �6 320 Ä

B1 Ä3 M1 d7 {2 ’4 ©1 À1 ×0 î1 �4 �2 320 Ä

B2 Ä11 M9 d4 {8 ’5 ©8 ÀM 1 î0 �2 �1 320 Ä

B3 Ä3 M2 d10 {4 ’2 ©2 À2 ×4 î2 �0 �3 320 Ä

B4 Ä10 M8 d5 {6 ’7 ©4 À6 ×2 î1 �3 �0 320 Ä

销量 20 M20 d20 {20 ’20 ©20 À20 ×23 î26 �25 �26 3

习   题

3. 1  判断表 3 -42 到表 3 -43 中给出的调运方案能否作为用表上作业法求解时的初

始解 ? 为什么 ?

表  3 -42

销地
产地

1 {2 �3 ‘4 �产量

1 e0 {15 �15 –

2 e15 ‘10 �25 –

3 e5 {5 –

销量 5 {15 �15 ‘10 �

表  3 -43

销地
产地 1 “2 Á3 ï4 �5 K产量

1 �150 “250 �400 

2 �200 Á300 ï500 

3 �250 ï50 K300 

4 �90 “210 Á300 

5 �80 �20 K100 

销量 240 “410 Á550 ï330 �70 K

3. 2  表 3 -44 和表 3 -45 中分别给出两个运输问题的产销平衡表和单位运价表 ,试用

伏格尔 ( Vogel) 法直接给出近似最优解。
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  表  3 -44

销地
产地

1 ª2 ’3 z产量

1 e5 ª1 ’8 z12 Ü

2 e2 ª4 ’1 z14 Ü

3 e3 ª6 ’7 z4 Ü

销量 9 ª10 ’11 z

表  3 -45

销地
产地

1 M2 {3 ©4 ×5 �产量

1 e10 M2 {3 ©15 ×9 �25 ó

2 e5 M10 {15 ©2 ×4 �30 ó

3 e15 M5 {14 ©7 ×15 �20 ó

4 e20 M15 {13 ©M 8 �30 ó

销量 20 M20 {30 ©10 ×25 �

3. 3  用表上作业法求表 3 -46 到表 3 -49 中给出的运输问题的最优解 ( 表中数字 M

为任意大正数 )。

表  3 -46

销地
产地

甲 乙 丙 丁 产量

1 e3 {7 �6 ‘4 �5 •

2 e2 {4 �3 ‘2 �2 •

3 e4 {3 �8 ‘5 �3 •

销量 3 {3 �2 ‘2 �

表  3 -47

销地
产地

甲 乙 丙 丁 产量

1 e10 ’6 �7 ‘12 34 •

2 e16 ’10 �5 ‘9 39 •

3 e5 ’4 �10 ‘10 34 •

销量 5 ’2 �4 ‘6 3

表  3 -48

销地
产地

甲 乙 丙 丁 戊 产量

1 Ù10 M20 {5 ’9 À10 �5 P

2 Ù2 M10 {8 ’30 À6 �6 P

3 Ù1 M20 {7 ’10 À4 �2 P

4 Ù8 M6 {3 ’7 À5 �9 P

销量 4 M4 {6 ’2 À4 �
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  表  3 -49

销地
产地

甲 乙 丙 丁 戊 产量

1 Ù10 M18 {29 ©13 ×22 �100 ~

2 Ù13 MM 21 ©14 ×16 �120 ~

3 Ù0 M6 {11 ©3 ×M 140 ~

4 Ù9 M11 {23 ©18 ×19 �80 ~

5 Ù24 M28 {36 ©30 ×34 �60 ~

销量 100 M120 {100 ©60 ×80 �

3. 4  已知运输问题的产销平衡表、单位运价表及最优调运方案分别见表 3 -50 和

表 3 -51 ,试回答下列问题。

表 3 -50  产销平衡表及最优调运方案

销地
产地

B1 ”B2 �B3 ªB4 5产量

A1 €5 �10 515 –

A2 €0 ”10 �15 ª25 –

A3 €5 ”5 –

销量 5 ”15 �15 ª10 5

表 3 -51  单位运价表

销地
产地

B1 ÃB2 «B3 “B4 Þ

A1 €10 Ã1 «20 “11 Þ

A2 €12 Ã7 «9 “20 Þ

A3 €2 Ã14 «16 “18 Þ

(1 ) 从 A2 → B2 的单位运价 c22 在什么范围变化时 , 上述最优调运方案是否变化 ?

(2 ) A2 → B4 的单位运价 c24 变为何值时 , 有无穷多最优调运方案。除表 3 -50 中方案

外 ,至少再写出其他两个。

3. 5  某百货公司去外地采购 A、B、C、D 四种规格的服装 , 数量分别为 : A—1500 套 ,

B—2000 套 , C—3000 套 , D—3500 套。有三个城市可供应上述规格服装 , 各城市供应数

量分别为 :Ⅰ—2500 套 ,Ⅱ—2500 套 , Ⅲ—5000 套。由于这些城市的服装质量、运价和销

售情况不同 ,预计售出后的利润 ( 元/ 套 ) 也不同 ,详见表 3 -52。请帮助该公司确定一个预

期盈利最大的采购方案。

表  3 -52

A B C D

Ⅰ 10 ï5 �6 b7 P

Ⅱ 8 ï2 �7 b6 P

Ⅲ 9 ï3 �4 b8 P

3. 6  甲、乙、丙三个城市每年需要煤炭分别为 : 320、250、350 万吨 , 由 A、B 两处煤矿

负责供应。已知煤炭年供应量分别为 : A—400 万吨 , B—450 万吨。由煤矿至各城市的单
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位运价 (万元/ 万吨 ) 见表 3 -53。由于需大于供 , 经研究平衡决定 , 甲城市供应量可减少

0～30万吨 , 乙城市需要量应全部满足 ,丙城市供应量不少于 270 万吨。试求将供应量分

配完又使总运费为最低的调运方案。

表  3 -53

甲 乙 丙

A 15 Ø18 z22 •

B 21 Ø25 z16 •

3. 7  某造船厂根据合同要从当年起连续三年末各提供三条规格型号相同的大型客

货轮。已知该厂这三年内生产大型客货轮的能力及每艘客货轮成本如表 3 -54 所示。

表  3 -54

年  度
正常生产时间内

可完成的客货轮数

加班生产时间内

可完成的客货轮数

正常生产时

每艘成本 (万元 )

1 N2 63 ’500 Ü

2 N4 62 ’600 Ü

3 N1 63 ’550 Ü

已知加班生产时 ,每艘客货轮成本比正常生产时高出 70 万元。又知造出来的客货轮

如当年不交货 ,每艘每积压一年造成积压损失为 40 万元。在签订合同时 , 该厂已储存了

两艘客货轮 ,而该厂希望在第三年末完成合同后还能储存一艘备用。问该厂应如何安排

每年客货轮的生产量 , 使在满足上述各项要求的情况下 , 总的生产费用加积压损失为

最少 ?
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第 4 章  目 标 规 划

第 1 节  目标规划的数学模型

  为了具体说明目标规划与线性规划在处理问题的方法上的区别 , 先通过例子来介绍

目标规划的有关概念及数学模型。

例 1  某工厂生产Ⅰ , Ⅱ两种产品 , 已知有关数据见下表。试求获利最大的生产

方案。

Ⅰ Ⅱ 拥有量

原材料( kg) 2 Á1 c11 •

设备 ( hr) 1 Á2 c10 •

利润(元/ 件 ) 8 Á10 c

解  这是求获利最大的单目标的规划问题 , 用 x1 , x2 分别表示Ⅰ , Ⅱ产品的产量 , 其

线性规划模型表述为 :

max z = 8 x1 + 10 x2

  

2 x1 + x2 ≤11

 x1 + 2 x2 ≤10

x1 , x2 ≥0

用图解法求得最优决策方案为 : x *
1 = 4 , x *

2 = 3 , z * = 62 (元 )。

但实际上工厂在作决策时 ,要考虑市场等一系列其他条件。

(1 ) 根据市场信息 , 产品Ⅰ的销售量有下降的趋势 , 故考虑产品Ⅰ的产量不大于产

品Ⅱ。

(2 ) 超过计划供应的原材料时 , 需用高价采购 ,会使成本大幅度增加。

(3 ) 应尽可能充分利用设备台时 , 但不希望加班。

(4 ) 应尽可能达到并超过计划利润指标 56 元。

这样在考虑产品决策时 ,便为多目标决策问题。目标规划方法是解这类决策问题的

方法之一。下面引入与建立目标规划数学模型有关的概念。

1. 设 x1 , x2 为决策变量 ,此外 ,引进正、负偏差变量 d+ , d -

正偏差变量 d
+
表示决策值超过目标值的部分 ; 负偏差变量 d

-
表示决策值未达到目

标值的部分。因决策值不可能既超过目标值同时又未达到目标值 ,即恒有 d
+
× d

-
= 0。

2. 绝对约束和目标约束

绝对约束是指必须严格满足的等式约束和不等式约束 ; 如线性规划问题的所有约束
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条件 ,不能满足这些约束条件的解称为非可行解 , 所以它们是硬约束。目标约束是目标规

划特有的 ,可把约束右端项看作要追求的目标值。在达到此目标值时允许发生正或负偏

差 ,因此在这些约束中加入正、负偏差变量 ,它们是软约束。线性规划问题的目标函数 , 在

给定目标值和加入正、负偏差变量后可变换为目标约束。也可根据问题的需要将绝对约

束变换为目标约束。如 :例 1 的目标函数 z = 8 x1 + 10 x2 可变换为目标约束8 x1 + 10 x2 +

d -
1 - d+

1 = 56。约束条件 2 x1 + x2 ≤11 可变换为目标约束 2 x1 + x2 + d -
2 - d+

2 = 11。

3. 优先因子 (优先等级 )与权系数

一个规划问题常常有若干目标。但决策者在要求达到这些目标时 , 是有主次或轻重

缓急的不同。要求第一位达到的目标赋予优先因子 P1 , 次位的目标赋予优先因子 P2 ,⋯ ,

并规定 Pk m Pk + 1 , k = 1 ,2 ,⋯ , K。表示 Pk 比 P k + 1 有更大的优先权。即首先保证 P1 级目

标的实现 ,这时可不考虑次级目标 ; 而 P2 级目标是在实现 P1 级目标的基础上考虑的 ; 依

此类推。若要区别具有相同优先因子的两个目标的差别 , 这时可分别赋予它们不同的权

系数ωj , 这些都由决策者按具体情况而定。

4. 目标规划的目标函数

目标规划的目标函数 (准则函数 ) 是按各目标约束的正、负偏差变量和赋予相应的优

先因子及权系数而构造的。当每一目标值确定后 , 决策者的要求是尽可能缩小偏离目标

值。因此目标规划的目标函数只能是 min z = f ( d
+

, d
-

)。其基本形式有三种 :

(1 ) 要求恰好达到目标值 , 即正、负偏差变量都要尽可能地小 , 这时

min z = f ( d+ + d - )

(2 ) 要求不超过目标值 , 即允许达不到目标值 ,就是正偏差变量要尽可能地小。这时

min z = f ( d
+

)

(3 ) 要求超过目标值 , 即超过量不限 ,但必须是负偏差变量要尽可能地小 , 这时

min z = f ( d
-

)

对每一个具体目标规划问题 ,可根据决策者的要求和赋予各目标的优先因子来构造

目标函数 ,以下用例子说明。

例 2  例 1 的决策者在原材料供应受严格限制的基础上考虑 : 首先是产品Ⅱ的产量

不低于产品Ⅰ的产量 ; 其次是充分利用设备有效台时 , 不加班 ; 再次是利润额不小于 56

元。求决策方案。

解  按决策者所要求的 ,分别赋予这三个目标 P1 , P2 , P3 优先因子。这问题的数学

模型是 :

min z = P1 d
+

1 + P2 ( d
-

2 + d
+

2 ) + P3 d
-

3

  

2 x1 +  x2     ≤11

 x1 -  x2 + d
-

1 - d
+

1 = 0

 x1 + 2 x2 + d -
2 - d+

2 = 10

8 x1 + 10 x2 + d
-

3 - d
+

3 = 56

x1 , x2 , d
-

i , d
+
i ≥0 ,  i = 1 ,2 ,3

目标规划的一般数学模型为
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min z = ∑
L

l = 1

Pl ∑
K

k = 1

(ω-
l k d -

k +ω+
l k d +

k ) ( 4 -1)

式中ω
-

l k ,ω
+
l k 为权系数。

∑
n

j = 1

ck j x j + d
-
k - d

+
k = gk ,  k = 1 ,⋯ , K

∑
n

j = 1

ai j x j ≤ ( = , ≥ ) bi ,  i = 1 , ⋯ , m

x j≥0 ,  j = 1 , ⋯ , n

d -
k , d +

k ≥0 ,  k = 1 , ⋯ , K

( 4 -2)

( 4 -3)

( 4 -4)

建立目标规划的数学模型时 ,需要确定目标值、优先等级、权系数等 , 它都具有一定的

主观性和模糊性 ,可以用专家评定法给以量化。

第 2 节  解目标规划的图解法

对只具有两个决策变量的目标规划的数学模型 , 可以用图解法来分析求解。用例 2

来说明。

图  4 -1

先在平面直角坐标系的第一象限内 , 做

各约束条件。绝对约束条件的作图与线性规

划相同。本例中满足绝对约束的可行域为三

角形 OA B。做目标约束时 , 先令 d
-
i , d

+
i = 0 ,

做相应的直线 ,然后在这直线旁标上 d
-

i , d
+
i ,

如图 4 -1所示。这表明目标约束可以沿 d
-

i ,

d
+
i 所示方向平移。下面根据目标函数中的

优先因子来分析求解。首先考虑具有 P1 优

先因子的目标的实现 , 在目标函数中要求实

现 min d+
1 , 从图中可见 ,可以满足 d+

1 = 0。这

时 x1 , x2 只能在三角形 OBC的边界和其中取

值 ,接着考虑具有 P2 优先因子的目标的实

现。在目标函数中要求实现min ( d +
2 + d -

2 ) ,

当 d
+

2 , d
-

2 = 0 时 , x1 、x2 可在线段 ED 上取值。最后考虑具有 P3 优先因子的目标的实

现 ,在目标函数中要求实现 min d
-

3 。从图 4 -1中可以判断可以使 d
-

3 = 0 , 这就使 x1 、x2

取值范围缩小到线段 GD 上 ,这就是该目标规划问题的解。可求得 G 的坐标是 (2 , 4 ) , D

的坐标是 (10/ 3 , 10/ 3 ) , G, D 的凸线性组合都是该目标规划问题的解。

注意目标规划问题求解时 ,把绝对约束作最高优先级考虑。在本例中能依先后次序

都满足 d
+

1 = 1 , d
+

2 + d
-

= 0 , d
-

3 = 0 ,因而 z
*

= 0。但在大多数问题中并非如此 , 会出现某

些约束得不到满足 ,故将目标规划问题的最优解称为满意解。

例 3  某电视机厂装配黑白和彩色两种电视机 , 每装配一台电视机需占用装配线 1

小时 ,装配线每周计划开动 40 小时。预计市场每周彩色电视机的销量是 24 台 , 每台可获
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利 80 元 ; 黑白电视机的销量是 30 台 , 每台可获利 40 元。该厂确定的目标为 :

第一优先级 :充分利用装配线每周计划开动 40 小时 ;

第二优先级 :允许装配线加班 ; 但加班时间每周尽量不超过 10 小时 ;

第三优先级 :装配电视机的数量尽量满足市场需要。因彩色电视机的利润高 , 取其权

系数为 2。

图  4 -2

试建立这问题的目标规划模型 ,并求解黑白

和彩色电视机的产量。

解  设 x1 , x2 分别表示黑白和彩色电视机

的产量。

这个问题的目标规划模型为

min z = P1 d
-

1 + P2 d
+

2 + P3 ( 2 d
-

3 + d
-

4 )

  

x1 + x2 + d
-

1 - d
+

1 = 40

x1 + x2 + d -
2 - d +

2 = 50

x1   + d
-

3 - d
+

3 = 24

  x2 + d -
4 - d+

4 = 30

x1 , x2 , d -
i , d+

i ≥0 ,  i = 1 , ⋯ , 4

用图解法求解 ,见图 4 -2。

从图 4 -2 中看到 , 在考虑具有 P1 、P2 的目标实现后 , x1 、x2 的取值范围为 AB CD。考

虑 P3 的目标要求时 , 因 d -
3 的权系数大于 d -

4 , 故先取 d -
3 = 0; 这时 x1 、x2 的取值范围为

A B EF。在 A B EF 中只有 E 点使 d -
4 取值最小。故取 E 点为满意解。其坐标为 ( 24 ,

26 ) , 即该厂每周应装配彩色电视机 24 台 , 黑白电视机 26 台。

第 3 节  解目标规划的单纯形法

目标规划的数学模型结构与线性规划的数学模型结构形式上没有本质的区别 , 所以

可用单纯形法求解。但要考虑目标规划的数学模型一些特点 ,作以下规定 :

(1 ) 因目标规划问题的目标函数都是求最小化 , 所以以 cj - zj ≥0 , j = 1 , ( 2 , ⋯ , n) 为

最优准则。

(2 ) 因非基变量的检验数中含有不同等级的优先因子 , 即

cj - zj = ∑αk j P k ,  j = 1 , 2 , ⋯ , n;  k = 1 , 2 , ⋯ , K

因 P1 m P2 m ⋯m PK ; 从每个检验数的整体来看 : 检验数的正、负首先决定于 P1 的系数

α1 j 的正、负。若α1 j = 0 , 这时此检验数的正、负就决定于 P2 的系数α2 j 的正、负 , 下面可依

此类推。

解目标规划问题的单纯形法的计算步骤 :

(1 ) 建立初始单纯形表 , 在表中将检验数行按优先因子个数分别列成 K 行 ,置 k = 1。

(2 ) 检查该行中是否存在负数 , 且对应的前 k - 1 行的系数是零。若有负数取其中最

小者对应的变量为换入变量 ,转 ( 3) 。若无负数 ,则转 ( 5) 。

(3 ) 按最小比值规则确定换出变量 , 当存在两个和两个以上相同的最小比值时 ,选取
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具有较高优先级别的变量为换出变量。

(4 ) 按单纯形法进行基变换运算 , 建立新的计算表 ,返回 ( 2) 。

(5 ) 当 k = K 时 ,计算结束。表中的解即为满意解。否则置 k = k + 1 , 返回到 ( 2)。

例 4  试用单纯形法来求解例 2。

将例 2 的数学模型化为标准型 :

min z = P1 d
+

1 + P2 ( d
-

2 + d
+

2 ) + P3 d
-

3

    

2 x1 +  x2 + xs   = 11

 x1 -  x2 + d
-

1 - d
+

1 = 0

 x1 + 2 x2 + d
-

2 - d
+

2 = 10

8 x1 + 10 x2 + d -
3 - d+

3 = 56

x1 , x2 , xs , d
-

i , d
+
i ≥0 ,  i = 1 , 2 , 3

(1 ) 取 xs , d -
1 , d -

2 , d -
3 为初始基变量 , 列初始单纯形表 ,见表 4 -1。

(2 ) 取 k = 1 ,检查检验数的 P1 行 ,因该行无负检验数 , 故转 ( 5)。

表  4 -1

cj P1 �P2 NP2 “P3 Ù

CB X B b x1 íx2 2xs d -
1 °d+

1 õd -
2 ;d+

2 €d -
3 Æd+

3 �

θ

xs 11 ²2 Ø1 �1 c11/ 1 f

d -
1 l0 ²1 Ø- 1 �1 ©- 1 �

P2 Id -
2 l10 ²1 Ø[2 ] 1 4- 1 ¨10/ 2 f

P3 Id -
3 l56 ²8 Ø10 �1 ¿- 1 356/ 10

P1 g 1 �

cj - z j P2 g- 1 �- 2 L 2 ¨

P3 g- 8 �- 10 L 1 3

(3 ) 因 k( = 2 ) < K ( = 3 ) ,置 k = k + 1 = 3 , 返回到 (2 )。

(4 ) 查出检验数 P2 行中有 - 1、- 2 ; 取 min ( - 1 , - 2 ) = - 2。它对应的变量 x2 为换

入变量 ,转入 ( 3) 。

表  4 -2

cj P1 7P2 |P2 ÂP3 �

CB X B b x1 �x2 axs d -
1 Þd+

1 $d -
2 id+

2 ¯d -
3 ôd+

3 :

θ

xs 6 Á3/ 2 51 ’- 1/ 2 ¿ 1/ 2 �4 9

d -
1 ƒ5 Á3/ 2 51 ×- 1 K 1/ 2 ¿- 1/ 2 �10/ 3 ~

x2 •5 Á1/ 2 51 L 1/ 2 ¿- 1/ 2 �10 P

P3 Pd -
3 ƒ6 Á[ 3] - 5 ‘5 ¨1 í- 1 a6/ 3 g

P1 ~1 �

cj - z j P2 ~1 b1 ¨

P3 ~- 3 55 b- 5 Ö1 3

  (5 ) 在表 4 -1 上计算最小比值 :

θ= min (11/ 1 , 0 , 10/ 2 , 56/ 10 ) = 10/ 2

它对应的变量 d -
2 为换出变量 , 转入 ( 4)。

·501·



(6 ) 进行基变换运算 , 得表 4 -2 , 返回到 ( 2 )。依此类推 , 直至得到最终表为止。见

表 4 -3。

表 4 -3 所示的解 x *
1 = 2 , x *

2 = 4 为例 1 的满意解。此解相当于图 4 -1 的 G 点。检查

表 4 -3 的检验数行 ,发现非基变量 d+
3 的检验数为 0 ,这表示存在多重解。在表 4 -3中以非

基变量 d+
3 为换入变量 , d -

1 为换出变量 ,经迭代得到表 4 -4。由表4 -4得到解 x*
1 = 10/ 3 , x*

2

= 10/ 3 ,此解相当于图 4 -1 的 D 点 , G、D 两点的凸线性组合都是例 1 的满意解。

表  4 -3

cj P1 7P2 |P2 ÂP3 �

CB X B b x1 �x2 axs d -
1 Þd+

1 $d -
2 id+

2 ¯d -
3 ôd+

3 :

θ

xs 3 Á1 ’2 b- 2 Ö- 1/ 2 J 1/ 2 •6 9

d -
1 ƒ2 Á1 ×- 1 K3 b- 3 Ö- 1/ 2 J 1/ 2 •4 9

x2 •4 Á1 L 4/ 3 ¿- 4/ 3 �- 1/ 6 J 1/ 6 •24 P

x1 •2 Á1 �- 5/ 3 ¿ 5/ 3 � 1/ 3 J- 1/ 3 •

P1 ~1 �

cj - z j P2 ~1 b1 ¨

P3 ~1 í

表  4 -4

cj P1 7P2 |P2 ÂP3 �

CB X B b x1 �x2 axs d -
1 Þd+

1 $d -
2 id+

2 ¯d -
3 ôd+

3 :

θ

xs 1 �1 ’- 1 41 c- 1 ¿1 î

d+
3 ƒ4 �2 4- 2 c6 ¿- 6 î- 1 �1 3

x2 ƒ10/ 3 �1 L- 1/ 3 4 1/ 3 c1/ 3 ¿- 1/ 3 î

x1 ƒ10/ 3 �1 �2/ 3 4- 2/ 3 c1/ 3 ¿- 1/ 3 î

P1 ~1 �

cj - z j P2 ~1 b1 ¨

P3 ~1 í

第 4 节  灵敏度分析

目标规划的灵敏度分析方法与线性规划相似 ,这里除分析各项系数的变化外 , 还有优

先因子的变化问题 ,下面举例说明。

改变目标优先等级的分析。

例 5  已知目标规划问题

min z = P1 (2 d
+

1 + 3 d
+

2 ) + P2 d
-

3 + P3 d
+

4
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 x1 + x2 + d
-

1 - d
+

1 = 10

 x1   + d -
2 - d+

2 = 4

5 x1 + 3 x2 + d
-

3 - d
+

3 = 56

 x1 + x2 + d
-

4 - d
+

4 = 12

x1 , x2 , d -
i , d+

i ≥0 ,  i = 1 ,⋯ , 4

在得到最终表后 ,见表 4 -5。

目标函数的优先等级变化为 :

(1 ) min z = P1 (2 d
+

1 + 3 d
+

2 ) + P2 d
+

4 + P3 d
-

3

(2 ) min z = P1 d
-

3 + P2 (2 d
+

1 + 3 d
+

2 ) + P3 d
+

4

试分析原解有什么变化。

解  分析 ( 1 ) , 实际是将原目标函数中 d
+

4 , d
-

3 的优先因子对换了一下。这时将

表 4 -5的检验数中的 P2 、P3 行和 cj 行的 P2 、P3 对换即可。这时可见原解仍满足最优解

条件。

表  4 -5

cj 2 P1 �3 P1 “P2 ÂP3 S

CB X B b x1 �x2 ad -
1 ™d+

1 Þd -
2 $d+

2 id -
3 ¯d+

3 ôd -
4 :d+

4 @

x2 •6 Á1 a1 ™- 1 Þ- 1 $1 i

x1 •4 Á1 �1 $- 1 i

P2 Pd -
3 ƒ18 Ø- 3 À3 ×- 2 K2 b1 ¨- 1 �

d -
4 ƒ2 Á1 �- 1 À1 ×1 3- 1 g

P1 ~2 ×3 b

cj - z j P2 ~3 ’- 3  2 �- 2  1 í

P3 ~1 9

分析 (2) ,将变化了的优先等级直接反映到表 4 -5。再计算检验数 ,得表 4 -6。然后进行

迭代 ,直到求得新的满意解为止。从表 4 -7 中得到新的满意解 x *
1 = 4 , x*

2 = 12。

表  4 -6

cj 2 P2 �3 P2 “P1 ÂP3 S

CB X B b x1 �x2 ad -
1 ™d+

1 Þd -
2 $d+

2 id -
3 ¯d+

3 ôd -
4 :d+

4 @

x2 •6 Á1 a1 ™- 1 Þ- 1 $1 i

x1 •4 Á1 �1 $- 1 i

P1 Pd -
3 •18 Á- 3 ™3 Þ- 2 $2 i1 ¯- 1 ô

d -
4 •2 Á- 1 ™[ 1] 1 :- 1 @

P1 ~3 ’- 3  2 �- 2  1 í

cj - z j P2 ~2 ×3 b

P3 ~1 9
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  表  4 -7

cj 2 P2 �3 P2 “P1 ÂP3 S

CB X B b x1 �x2 ad -
1 ™d+

1 Þd -
2 $d+

2 id -
3 ¯d+

3 ôd -
4 :d+

4 @

x2 •8 Á1 a- 1 $1 i1 :- 1 g

x1 •4 Á1 �1 $- 1 i

P1 Pd -
3 •12 Á- 2 $2 i1 ¯- 1 ô- 3 :[ 3]

2 P2 gd+
1 •2 Á- 1 ™1 Þ1 :- 1 g

P1 ~2 �- 2 ‘1 í3 3- 3 g

cj - z j P2 ~2 ’3 ‘2 g

P3 ~1 g

x2 •12 Ø1 L- 5/ 3 y5/ 3 •1/ 3 Ö- 1/ 3 J

x1 •4 Ø1 �1 y- 1 •

P3 Pd+
4 •4 Ø- 2/ 3 y2/ 3 •1/ 3 Ö- 1/ 3 J- 1 a1 9

d+
1 •6 Ø- 1 À1 ×- 2/ 3 y2/ 3 •1/ 3 Ö- 1/ 3 J

P1 ~1 î

cj - z j P2 ~2 ×3 ¨

P3 ~ 2/ 3 y- 2/ 3 ¨- 1/ 3 î 1/ 3 J

第 5 节  应 用 举 例

例 6  某单位领导在考虑本单位职工的升级调资方案时 ,依次遵守以下规定 :

(1 ) 不超过年工资总额 60000 元 ;

(2 ) 每级的人数不超过定编规定的人数 ;

(3 ) Ⅱ , Ⅲ级的升级面尽可能达到现有人数的 20% , 且无越级提升 ;

(4 ) Ⅲ级不足编制的人数可录用新职工 , 又Ⅰ级的职工中有 10%要退休。

有关资料汇总于表 4 -8 中 ,问该领导应如何拟订一个满意的方案。

表  4 -8

等  级 工资额 (元/ 年 ) 现有人数 编制人数

Ⅰ 2000 ×10 ¨12 

Ⅱ 1500 ×12 ¨15 

Ⅲ 1000 ×15 ¨15 

合  计 37 ¨42 

解  设 x1 、x2 、x3 分别表示提升到Ⅰ、Ⅱ级和录用到Ⅲ级的新职工人数。对各目标确

定的优先因子为 :

P1 ———不超过年工资总额 60000 元 ;

P2 ———每级的人数不超过定编规定的人数 ;

P3 ———Ⅱ、Ⅲ级的升级面尽可能达到现有人数的 20%。
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先分别建立各目标约束。

年工资总额不超过 60000 元 :

2000( 10 - 10×0. 1 + x1 ) + 1500( 12 - x1 + x2 ) + 1000( 15 - x2 + x3 ) + d
-

1 - d
+

1 = 60000

每级的人数不超过定编规定的人数 :

对Ⅰ级有      10 (1 - 0. 1) + x1 + d
-

2 - d
+

2 = 12

对Ⅱ级有      12 - x1 + x2 + d
-

3 - d
+

3 = 15

对Ⅲ级有      15 - x2 + x3 + d
-

4 - d
+

4 = 15

Ⅱ ,Ⅲ级的升级面不大于现有人数的 20% ,但尽可能多提 ;

对Ⅱ级有      x1 + d
-

5 - d
+

5 = 12×0. 2

对Ⅲ级有      x2 + d -
6 - d +

6 = 15×0. 2

目标函数 :  min z = P1 d+
1 + P2 ( d+

2 + d+
3 + d+

4 ) + P3 ( d -
5 + d -

6 )

以上目标规划模型可用单纯形法求解 ,得到多重解。现将这些解汇总于表 4 -9 ,这单

位的领导再按具体情况 ,从表 4 -9 中选一个执行方案。

表  4 -9

变 量 含  义 解 1 †解 2 �解 3 œ解 4 \

x1 ‘晋升到Ⅰ级的人数 2 ‘†. 4 2 ��. 4 3 œ3 \

x2 ‘晋升到Ⅱ级的人数 3 †3 �3 œ5 \

x3 ‘新招收Ⅲ级的人数 0 †3 �3 œ5 \

d -
1 ƒ工资总额的结余额 6300 †3300 �3000 œ0 \

d -
2 ƒⅠ级缺编人数 0 ‘†. 6 0 ��. 6 0 œ0 \

d -
3 ƒⅡ级缺编人数 2 ‘†. 4 2 ��. 4 3 œ1 \

d -
4 ƒⅢ级缺编人数 3 †0 �0 §œ. 6 0 \

d+
5 ƒⅡ级超编人数 0 †0 �0 œ0 g\. 6

d+
6 ƒⅢ级超编人数 0 †0 �0 œ2 \

例 7  已知有三个产地给四个销地供应某种产品 , 产销地之间的供需量和单位运价

见表 4 -10。有关部门在研究调运方案时依次考虑以下七项目标 , 并规定其相应的优先

等级 :

P1 ——— B4 是重点保证单位 ,必须全部满足其需要 ;

P2 ——— A3 向 B1 提供的产量不少于 100 ;

P3 ———每个销地的供应量不小于其需要量的 80% ;

P4 ———所定调运方案的总运费不超过最小运费调运方案的 10% ;

P5 ———因路段的问题 ,尽量避免安排将 A2 的产品往 B4 ;

P6 ———给 B1 和 B3 的供应率要相同 ;

P7 ———力求总运费最省。

试求满意的调运方案。
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  表  4 -10

销地
产地

B1 ÚB2 eB3 ðB4 {产量

A1 #5 Ú2 e6 ð7 {300 P

A2 #3 Ú5 e4 ð6 {200 P

A3 #4 Ú5 e2 ð3 {400 P

销 量 200 Ú100 e450 ð250 {900/ 1000 P

解  用表上作业法求得最小运费的调运方案见表 4 -11。这时得最小运费为 2950

元 ,再根据提出的各项目标的要求建立目标规划的模型。

表  4 -11

销地
产地

B1 ÚB2 eB3 ðB4 {产量

A1 #200 Ú100 e300 P

A2 #0 Ú200 ð200 P

A3 #250 ð150 {400 P

虚设点 100 {100 P

销量 200 Ú100 e450 ð250 {1000/ 1000 P

供应约束 x11 + x12 + x13 + x1 4 ≤300

x21 + x22 + x23 + x2 4 ≤200

x31 + x32 + x33 + x3 4 ≤400

需求约束 x11 + x21 + x31 + d
-

1 - d
+

1 = 200

x12 + x22 + x32 + d -
2 - d+

2 = 100

x13 + x23 + x33 + d -
3 - d+

3 = 450

x14 + x24 + x34 + d
-

4 - d
+

4 = 250

A3 向 B1 提供的产品量不少于 100

x31 + d
-

5 - d
+

5 = 100

每个销地的供应量不小于其需要量的 80%

x11 + x21 + x3 1 + d
-

6 - d
+

6 = 200×0. 8

x12 + x22 + x3 2 + d -
7 - d+

7 = 100×0. 8

x13 + x23 + x3 3 + d -
8 - d+

8 = 450×0. 8

x14 + x24 + x3 4 + d
-

9 - d
+

9 = 250×0. 8

调运方案的总运费不超过最小运费调运方案的 10%

∑
3

i = 1
∑

4

j = 1

ci j x i j + d
-

10 - d
+

1 0 = 2950( 1 + 10% )

因路段的问题 ,尽量避免安排将 A2 的产品运往 B4

x2 4 + d
-

11 - d
+

11 = 0

给 B1 和 B3 的供应率要相同

( x11 + x21 + x31 ) -
200
450

( x13 + x23 + x33 ) + d -
12 - d+

12 = 0
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力求总运费最省

∑
3

i = 1
∑

4

j = 1

ci j x i j + d -
13 - d+

13 = 2950

目标函数为 :

min z = P1 d -
4 + P2 d -

5 + P3 ( d -
6 + d -

7 + d -
8 + d -

9 ) + P4 d+
10 +

P5 d+
1 1 + P6 ( d -

12 + d+
12 ) + P7 d+

1 3

计算结果 ,得到满意调运方案见表 4 -12。总运费为 3360 元。

表  4 -12

销地
产地

B1 ÚB2 eB3 ðB4 {产量

A1 #100 e200 {300 P

A2 #90 Ú110 ð200 P

A3 #100 Ú250 ð50 {400 P

虚设点 10 Ú90 ð100 P

销 量 200 Ú100 e450 ð250 {1000/ 1000 Ú

注   记

用单纯形法求解线性规划问题是令人满意的算法。但在 1972 年 V .Klee 和 G . Minty 构造了一个 n

个变量 2 n 个不等约束的例子。用单纯形法求解此线性规划问题时 ,其计算次数为 2 n。从计算复杂性的

标准来看 , 凡算法所需计算工作量是问题规模 (变量数或方程数 ) n 的多项式函数时 , 这算法为有效算

法 ,如高斯消去法的计算量为 n3 / 3 的加法 , n3/ 2 的乘法 , n2/ 2 的除法。即为 0 ( kn3 )。若某算法的计算

量是问题规模的指数式函数 an 时 ,就不是有效算法。因而不能肯定单纯形法是有效算法。于是就产生

一问题 , 能否找到一种解线性规划问题的肯定的多项式算法。1979 年苏联科学院计算中心的哈奇扬

( XAЧИЯН)发表了求解线性规划问题的多项式算法一文 , 解决了这问题。他提出的椭球算法 , 并证明

了线性规划问题存在多项式算法。但哈奇扬的椭球算法在应用时 , 迭代次数比单纯形法要多得多 , 因此

实用价值不大 ,但理论上意义很大。此后卡玛卡尔 ( N . Karmarkar) 又提出了一种新的投影尺度算法

[11 ]。它本质上是一种内点算法 , 也属多项式算法。

习   题

4. 1  若用以下表达式作为目标规划的目标函数 , 试述其逻辑是否正确 ?

(1 ) max z = d
-

+ d
+

          ( 2) max z = d
-

- d
+

(3 ) min z = d - + d+ ( 4) min z = d - - d+

4. 2  用图解法找出以下目标规划问题的满意解。

(1 )     min z = P1 ( d -
1 + d+

1 ) + P2 (2 d+
2 + d +

3 )

        

 x1 - 10 x2 + d -
1 - d+

1 = 50

3 x1 + 5 x2 + d
-

2 - d
+

2 = 20

8 x1 + 6 x2 + d
-

3 - d
+

3 = 100

x1 , x2 , d -
i , d+

i ≥0 , i = 1 , 2 , 3
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(2 )     min z = P1 ( d
+

3 + d
+

4 ) + P2 d
+

1 + P3 d
-

2 + P4 ( d
-

3 + 1. 5 d
-

4 )

        

x1 + x2 + d -
1 - d+

1 = 40

x1 + x2 + d
-

2 - d
+

2 = 100

x1   + d -
3 - d+

3 = 30

  x2 + d -
4 - d+

4 = 15

x1 , x2 , d
-

i , d
+
i ≥0 , i = 1 , 2 , 3 , 4

(3 )     min z = P1 ( d
-

1 + d
+

1 ) + P2 d
-

2 + P3 d
+

3

        

 x1 +  x2 + d
-

1 - d
+

1 = 10

3 x1 + 4 x2 + d -
2 - d+

2 = 50

8 x1 + 10 x2 + d
-

3 - d
+

3 = 300

x1 , x2 , d -
i , d+

i ≥0 , i = 1 , 2 , 3

4. 3  用单纯形法求解以下目标规划问题的满意解。

(1 )     min z = P1 d
+

2 + P1 d
-

2 + P2 d
-

1

        

 x1 + 2 x2 + d -
1 - d+

1 = 10

10 x1 + 12 x2 + d
-

2 - d
+

2 = 62. 4

2 x1 +  x2     ≤8

x1 , x2 , d
-

i , d
+
i ≥0 , i = 1 , 2

(2 )     min z = P1 d -
1 + P2 d+

2 + P3 (5 d -
3 + 3 d -

4 ) + P4 d+
1

        

x1 + x2 + d
-

1 - d
+

1 = 80

x1 + x2 + d -
2 - d+

2 = 90

x1   + d
-

3 - d
+

3 = 70

  x2 + d -
4 - d+

4 = 45

x1 , x2 , d
-

i , d
+
i ≥0 , i = 1 , 2 , 3 , 4

(3 )     min z = P1 ( d+
1 + d+

2 ) + P2 d -
3

        

 x1 + x2 + d
-

1 - d
+

1 = 1

2 x1 + 2 x2 + d
-

2 - d
+

2 = 4

6 x1 - 4 x2 + d -
3 - d+

3 = 50

x1 , x2 , d
-

i , d
+
i ≥0 , i = 1 , 2 , 3

4. 4  以下目标规划问题

min z = P1 d -
1 + P2 d+

4 + P3 (5 d -
2 + 3 d -

3 ) + P3 (3 d+
2 + 5 d+

3 )

   

x1 + x2 + d
-

1 - d
+

1 = 80

x1   + d -
2 - d+

2 = 70

  x2 + d
-

3 - d
+

3 = 45

 d
+

1 + d
-

4 - d
+

4 = 10

x1 , x2 , d -
i , d+

i ≥0 ,  i = 1 , 2 , 3 , 4

(1 ) 用单纯形法求这问题的满意解。

(2 ) 若目标函数变为

min z = P1 d -
1 + P2 (5 d -

2 + 3 d -
3 ) + P2 (3 d+

2 + 5 d+
3 ) + P3 d +

4
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问原满意解有什么变化 ?

(3 ) 若第一个目标约束的右端项改为 120 , 这时原满意解又有什么变化 ?

4. 5  某工厂生产两种产品 ,每件产品Ⅰ可获利 10 元 ,每件产品Ⅱ可获利 8 元。每生产一

件产品Ⅰ,需要 3 小时; 每生产一件产品Ⅱ, 需要 2. 5 小时。每周总的有效时间为 120 小时。

若加班生产 ,则每件产品Ⅰ的利润降低 1. 5 元 ;每件产品Ⅱ的利润降低 1 元。决策者希望在允

许的工作及加班时间内取最大利润 , 试建立该问题的目标规划模型 ,并求解。

4. 6  某商标的酒是用三种等级的酒兑制而成。若这三种等级的酒每天供应量和单

位成本为 :

等  级 日供应量( kg) 成本 (元/ kg)

Ⅰ 1 500 D6 "

Ⅱ 2 000 D4 -". 5

Ⅲ 1 000 D3 "

设该种牌号酒有三种商标 (红、黄、蓝 ) , 各种商标的酒对原料酒的混合比及售价 , 见

表 4 -13。决策者规定 :首先必须严格按规定比例兑制各商标的酒 ; 其次是获利最大 ;再次

是红商标的酒每天至少生产 2000kg , 试列出数学模型。

表  4 -13

商  标 兑制要求 售价 (元/ kg)

红 Ⅲ少于 10 %   Ⅰ多于 50% 5 ®£. 5

黄 Ⅲ少于 70 %   Ⅰ多于 20% 5 ®£. 0

蓝 Ⅲ少于 50 %   Ⅰ多于 10% 4 ®£. 8
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    三、整 数 规 划     

第 5 章  整 数 规 划

第 1 节  整数规划问题的提出

  在前面讨论的线性规划问题中 , 有些最优解可能是分数或小数 , 但对于某些具体问

题 ,常有要求解答必须是整数的情形 ( 称为整数解 )。例如 , 所求解是机器的台数、完成工

作的人数或装货的车数等 ,分数或小数的解答就不合要求。为了满足整数解的要求 , 初看

起来 ,似乎只要把已得到的带有分数或小数的解经过“舍入化整”就可以了。但这常常是

不行的 ,因为化整后不见得是可行解 ; 或虽是可行解 ,但不一定是最优解。因此 , 对求最优

整数解的问题 ,有必要另行研究。我们称这样的问题为整数规划 ( integer programming) ,

简称 IP , 整数规划是最近几十年来发展起来的规划论中的一个分支。

整数规划中如果所有的变数都限制为 (非负 ) 整数 , 就称为纯整数规划 ( pure in teger

programming )或称为全整数规划 ( all in teger programming) ; 如果仅一部分变数限制为整

数 ,则称为混合整数计划 ( mixed in teger programming)。整数规划的一种特殊情形是 0 -

1 规划 ,它的变数取值仅限于 0 或 1。本章最后讲到的指派问题就是一个0 - 1规划问题。

现举例说明用前述单纯形法求得的解不能保证是整数最优解。

例 1  某厂拟用集装箱托运甲乙两种货物 , 每箱的体积、重量、可获利润以及托运所

受限制如表 5 -1 所示。问两种货物各托运多少箱 ,可使获得利润为最大 ?

表  5 -1

货  物 体积 (米3 / 箱 ) 重量 (百公斤/ 箱) 利润 (百元/ 箱 )

甲 5 �2 ©20 "

乙 4 �5 ©10 "

托运限制 24 米3 �13 百公斤

现在我们解这个问题 ,设 x1 , x2 分别为甲、乙两种货物的托运箱数 (当然都是非负整

数 )。这是一个 ( 纯 )整数规划问题 , 用数学式可表示为 :

max z = 20 x1 + 10 x2 ①

5 x1 + 4 x2 ≤24

2 x1 + 5 x2 ≤13

x1 , x2 ≥0

x1 , x2 整数

②

③

④

⑤

( 5 -1)
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它和线性规划问题的区别仅在于最后的条件⑤。现在我们暂不考虑这一条件 , 即解

①～④ (以后我们称这样的问题为与原问题相应的线性规划问题 ) ,很容易求得最优解为

x1 = 4. 8 , x2 = 0 , max z = 96

但 x1 是托运甲种货物的箱数 , 现在它不是整数 ,所以不合条件⑤的要求。

是不是可以把所得的非整数的最优解经过“化整”就可得到合于条件⑤的整数最优解

呢 ? 如将 ( x1 = 4. 8 , x2 = 0 ) 凑整为 ( x1 = 5 , x2 = 0) , 这样就破坏了条件② ( 关于体积的限

制 ) , 因而它不是可行解 ;如将 ( x1 = 4. 8 , x2 = 0) 舍去尾数 0. 8 , 变为 ( x1 = 4 , x2 = 0 ) , 这当

然满足各约束条件 ,因而是可行解 , 但不是最优解 ,因为

当 x1 = 4 , x2 = 0 时 z = 80 ,

但当 x1 = 4 , x2 = 1 (这也是可行解 ) 时 , z = 90。

图  5 -1

本例还可以用图解法来说明。见图 5 -1 非整

数的最优解在 C( 4. 8 , 0) 点达到。图中画 ( + ) 号的

点表示可行的整数解。凑整的 ( 5 , 0 ) 点不在可行

域内 ,而 C 点又不合于条件⑤。为了满足题中要

求 ,表示目标函数的 z 的等值线必须向原点平行

移动 ,直到第一次遇到带“ + ”号 B 点 ( x1 = 4 , x2 =

1) 为止。这样 , z 的等值线就由 z = 96 变到 z = 90 ,

它们的差值

Δz = 96 - 90 = 6

表示利润的降低 ,这是由于变量的不可分性 ( 装箱 )所引起的。

由上例看出 ,将其相应的线性规划的最优解“化整”来解原整数规划 , 虽是最容易想到

的 ,但常常得不到整数规划的最优解 , 甚至根本不是可行解。因此有必要对整数规划的解

法进行专门研究。

第 2 节  分支定界解法

在求解整数规划时 ,如果可行域是有界的 , 首先容易想到的方法就是穷举变量的所有

可行的整数组合 ,就像在图 5 -1 中画出所有“ + ”号的点那样 , 然后比较它们的目标函数值

以定出最优解。对于小型的问题 ,变量数很少 , 可行的整数组合数也是很小时 , 这个方法

是可行的 ,也是有效的。在例 1 中 , 变量只有 x1 和 x2 ; 由条件② , x1 所能取的整数值为 0、

1、2、3、4 共 5 个 ; 由条件③ , x2 所能取的整数值为 0、1、2 共 3 个 , 它的组合 ( 不都是可行

的 )数是 3×5 = 15 个 ,穷举法还是勉强可用的。对于大型的问题 , 可行的整数组合数是很

大的。例如在本章第 5 节的指派问题 (这也是整数规划 ) 中 , 将 n 项任务指派 n 个人去完

成 ,不同的指派方案共有 n ! 种 ,当 n = 10 ,这个数就超过 300 万 ; 当 n = 20 ,这个数就超过

2×10
18

,如果一一计算 ,就是用每秒百万次的计算机 , 也要几万年的功夫 ,很明显 ,解这样

的题 ,穷举法是不可取的。所以我们的方法一般应是仅检查可行的整数组合的一部分 , 就

能定出最优的整数解。分支定界解法 ( branch and bound method )就是其中的一个。

分支定界法可用于解纯整数或混合的整数规划问题。在 20 世纪 60 年代初由 Land

Doig 和 Dakin 等人提出。由于这方法灵活且便于用计算机求解 , 所以现在它已是解整数
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规划的重要方法。设有最大化的整数规划问题 A, 与它相应的线性规划为问题 B, 从解问

题 B 开始 ,若其最优解不符合 A 的整数条件 ,那么 B 的最优目标函数必是 A 的最优目标

函数 z
*
的上界 , 记作 z- ;而 A 的任意可行解的目标函数值将是 z

*
的一个下界 z。分支定

界法就是将 B 的可行域分成子区域 (称为分支 )的方法 , 逐步减小- 和增大 z, 最终求到 z * 。

现用下例来说明 :

例 2  求解 A

max z = 40 x1 + 90 x2 ①

  

9 x1 + 7 x2 ≤56

7 x1 + 20 x2 ≤70

x1 , x2 ≥0

x1 , x2 整数

②

③

④

⑤

( 5 -2)

解  先不考虑条件⑤ ,即解相应的线性规划 B①～④ (见图 5 -2 ) ,得最优解

x1 = 4. 81 ,  x2 = 1. 82 ,  z0 = 356

图  5 -2

可见它不符合整数条件⑤。这时 z0 是问题 A 的最优目标函数值 z * 的上界 , 记作 z0

= z。而 x1 = 0 , x2 = 0 时 , 显然是问题 A 的一个整数可行解 , 这时 z = 0 , 是 z * 的一个下

界 ,记作 z = 0 , 即 0≤ z* ≤356。

分支定界法的解法 ,首先注意其中一个非整数变量的解 , 如 x1 , 在问题 B 的解中 x 1

= 4. 81。于是对原问题增加两个约束条件

x1 ≤4 , x1 ≥5

可将原问题分解为两个子问题 B1 和 B2 (即两支 ) , 给每支增加一个约束条件 , 如图 5 -3所

示。这并不影响问题 A 的可行域 , 不考虑整数条件解问题 B1 和 B2 , 称此为第一次迭代。

得到最优解为 :

问题 B1 �问题 B2 �

z1 = 349 �z2 = 341 �

x1 = 4 « . 00 x1 = 5 ¤̄. 00

x2 = 2 « . 10 x2 = 1 ¤̄. 57
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图  5 -3

  显然没有得到全部变量是整数的解。因 z1 >

z2 , 故将 z 改为 349 , 那么必存在最优整数解 , 得到

z
*

,并且

0≤ z * ≤349

继续对问题 B1 和 B2 进行分解 , 因 z1 > z2 ,故先分解

B1 为两支。增加条件 x2 ≤2 者 , 称为问题 B3 ; 增加

条件 x2 ≥ 3 者称为问题 B4 。在图 5 -3 中再舍去

x2 > 2与 x3 < 3 之间的可行域 , 再进行第二次迭代。

解题过程的结果都列在图 5 -4 中。可见问题 B3 的

解已都是整数 , 它的目标函数值 z3 = 340 , 可取为 z ,

而它大于 z4 = 327。所以再分解 B4 已无必要。而问题 B2 的 z2 = 341 , 所以 z
*
可能在 340

≤ z
*
≤341 之间有整数解。于是对 B2 分解 , 得问题 B5 , 既非整数解 , 且 z5 = 308 < z3 , 问

题 B6 为无可行解。于是可以断定

z3 = z = z
*

= 340

问题 B3 的解 x1 = 4. 00 , x2 = 2. 00 为最优整数解。

图  5 -4
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从以上解题过程可得用分支定界法求解整数规划 (最大化 ) 问题的步骤为 :

将要求解的整数规划问题称为问题 A ,将与它相应的线性规划问题称为问题 B。

(1 ) 解问题 B, 可能得到以下情况之一。

① B 没有可行解 ,这时 A 也没有可行解 , 则停止。

② B 有最优解 ,并符合问题 A 的整数条件 , B 的最优解即为 A 的最优解 , 则停止。

③ B 有最优解 ,但不符合问题 A 的整数条件 , 记它的目标函数值为 z0 。

(2 ) 用观察法找问题 A 的一个整数可行解 , 一般可取 x j = 0 , j = 1 , ⋯ , n, 试探 , 求得

其目标函数值 ,并记作 z。以 z * 表示问题 A 的最优目标函数值 ;这时有

z≤ z* ≤ z

进行迭代。

第一步 :分支 , 在 B 的最优解中任选一个不符合整数条件的变量 x j , 其值为 bj , 以

[ bj ] 表示小于 bj 的最大整数。构造两个约束条件

x j≤ [ bj ]  和  xj ≥ [ bj ] + 1

将这两个约束条件 ,分别加入问题 B, 求两个后继规划问题 B1 和 B2 。不考虑整数条件求

解这两个后继问题。

定界 ,以每个后继问题为一分支标明求解的结果 , 与其他问题的解的结果中 , 找出最

优目标函数值最大者作为新的上界 z- 。从已符合整数条件的各分支中 , 找出目标函数值

为最大者作为新的下界 z, 若无可行解 , z = 0。

第二步 :比较与剪支 , 各分支的最优目标函数中若有小于 z 者 , 则剪掉这支 ( 用打×表

示 ) , 即以后不再考虑了。若大于 z, 且不符合整数条件 , 则重复第一步骤。一直到最后得

到 z
*

= z 为止 ,得最优整数解 x
*
j , j = 1 , ⋯ , n。

用分支定界法可解纯整数规划问题和混合整数规划问题。它比穷举法优越。因为它

仅在一部分可行解的整数解中寻求最优解 ,计算量比穷举法小。若变量数目很大 , 其计算

工作量也是相当可观的。

第 3 节  割平面解法

这个方法的基础仍然是用解线性规划的方法去解整数规划问题 , 首先不考虑变量 xi

是整数这一条件 ,但增加线性约束条件 ( 用几何术语 ,称为割平面 ) 使得由原可行域中切割

掉一部分 ,这部分只包含非整数解 , 但没有切割掉任何整数可行解。这个方法就是指出怎

样找到适当的割平面 (不见得一次就找到 ) ,使切割后最终得到这样的可行域 , 它的一个有

整数坐标的极点恰好是问题的最优解。这个方法是 R .E .Gomory 提出来的 , 所以又称为

Gomory 的割平面法。以下只讨论纯整数规划的情形 , 现举例说明。

例 3  求解

max z = x1 + x2 ①

   

- x1 + x2 ≤1

 3 x1 + x2 ≤4

x1 , x2 ≥0

x1 , x2 整数

②

③

④

⑤

( 5 -3)
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如不考虑条件⑤ ,容易求得相应的线性规划的最优解 :

x1 =
3
4

, x2 =
7
4

, max z =
10
4

它就是图 5 -5 中域 R 的极点 A , 但不合于整数条件。现设想 ,如能找到像 CD 那样的

直线去切割域 R(图 5 -6 ) , 去掉三角形域 ACD ,那么具有整数坐标的 C点 ( 1 , 1) 就是域 R′

的一个极点 ,如在域 R′上求解①～④ , 而得到的最优解又恰巧在 C 点就得到原问题的整

数解 ,所以解法的关键就是怎样构造一个这样的“割平面”CD, 尽管它可能不是唯一的 , 也

可能不是一步能求到的。下面仍就本例说明 :

图  5 -5 图  5 -6

  在原问题的前两个不等式中增加非负松弛变量 x3 、x4 ,使两式变成等式约束 :

- x1 + x2 + x3  = 1

 3 x1 + x2 +  x4 = 4

⑥

⑦

不考虑条件⑤ ,用单纯形表解题 , 见表 5 -2。

从表 5 -2 的最终计算表中 ,得到非整数的最优解 :

表  5 -2

cj 1 z1 K0 �0 P

CB XB b x1 •x2 `x3 1x4 e

初始计算表

0

0 �

x3

x4 í

 1

 4 Ø

- 1  

3 z

1

1 K

 1

 0 p

 0

 1 •

cj - zj  0 Ø1 z1 K 0 p 0 •

最终计算表

1

1 �

x1

x2 í

3/ 4

7/ 4 ×

1

0 z

0

1 K

- 1/ 4

 3/ 4 y

1/ 4

1/ 4 ~

cj - zj - 5/ 2  0 z0 K- 1/ 2 y- 1/ 2  

x1 =
3
4

, x2 =
7
4

, x3 = x4 = 0 , max z =
5
2

由最终计算表中得到变量间的关系式 :

x1 -
1
4

x3 +
1
4

x4 =
3
4

x2 +
3
4

x3 +
1
4

x4 =
7
4
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将系数和常数项都分解成整数和非负真分数之和 ,移项以上两式变为

x1 - x3 =
3
4

-
3
4

x3 +
1
4

x4

x2 - 1 =
3
4

-
3
4

x3 +
1
4

x4

现考虑整数条件⑤ ,要求 x1 、x2 都是非负整数 , 于是由条件⑥、⑦可知 x3 、x4 也都是

非负整数①。在上式中 (其实只考虑一式即可 ) 从等式左边看是整数 ; 在等式右边的 ( · )

内是正数 ;所以等式右边必是负数。就是说 , 整数条件⑤可由下式所代替 ;

3
4

-
3
4

x3 +
1
4

x4 ≤0

即 - 3 x3 - x4 ≤ - 3 ⑧

这就得到一个切割方程 ,将它作为增加约束条件 , 再解例 3。

引入松弛变量 x5 , 得到等式

- 3 x3 - x4 + x5 = - 3

将这新的约束方程加到表 5 -2 的最终计算表 ,得表 5 -3。

从表 5 -3 的 b列中可看到 ,这时得到的是非可行解 , 于是需要用对偶单纯形法继续进

行计算。选择 x5 为换出变量 , 计算

θ= min
j

cj - zj

αl j
αl j < 0 = min

-
1
2

- 3
  

,
-

1
2

- 1
  

=
1
6

表  5 -3

cj 1 ’1 ‘0 ‘0 •0 –

CB X B b x1 ¦x2 ¦x3 ¥x4 ¥x5 ª

1 “x1 §3/ 4 À1 ’0 ‘- 1/ 4 í1/ 4 ¾0 –

1 “x2 §7/ 4 À0 ’1 ‘3/ 4 í1/ 4 ¾0 –

0 “x5 §- 3 À0 ’0 ‘- 3 í- 1 ¾1 –

cj - z j - 5/ 2  0 ’0 ‘- 1/ 2 í- 1/ 2 í0 –

将 x3 做为换入变量 , 再按原单纯形法进行迭代 ,得表 5 -4。

表  5 -4

cj 1 ’1 ‘0 ‘0 •0 –

CB X B b x1 ¦x2 ¦x3 ¥x4 ¥x5 ª

1 “x1 §1 ’1 ’0 ‘0 ‘1/ 3 ¾1/ 12 Û

1 “x2 §1 ’0 ’1 ‘0 ‘0 ¾1/ 4 Û

0 “x3 §1 ’0 ’0 ‘1 ‘- 1 ¾- 1/ 3 Û

cj - z j - 2  0 ’0 ‘0 ‘- 1/ 3  - 1/ 6

·021·
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图  5 -7

  由于 x1 、x2 的值已都是整数 , 解题已完成。

注意 :新得到的约束条件⑧

- 3 x3 - x4 ≤ - 3

如用 x1 、x2 表示 , 由⑥、⑦式得

3 (1 + x1 - x2 ) + ( 4 - 3 x1 - x2 ) ≥3

x2 ≤1

这就是 ( x1 , x2 ) 平面上平行于 x1 轴的直线下的 区域 , 见

图 5 -7。但从解题过程来看 , 这一步是不必要的。

现把求一个切割方程的步骤归纳为 :

(1 ) 令 xi 是相应线性规划最优解中为分数值的一个基变

量 ,由单纯形表的最终表得到

xi + ∑
k

αi k x k = bi ( 5 -4)

其中 i∈Q( Q 指构成基变量号码的集合 )

k∈ K( K 指构成非基变量号码的集合 )

(2 ) 将 bi 和αi k 都分解成整数部分 N 与非负真分数 f 之和 , 即

bi = Ni + f i ,其中 0 < f i < 1

αi k = Ni k + f i k , 其中 0≤ f i k < 1 ( 5 -5)

而 N 表示不超过 b 的最大整数。例如 :

若 b= 2. 35 ,    则 N = 2 , f = 0. 35

若 b= - 0. 45 , 则 N = - 1 , f = 0. 55

代入 (5 -4)式得

x i + ∑
k

N i k x k - Ni = f i - ∑
k

f i k x k ( 5 -6)

(3 ) 现在提出变量 ( 包括松弛变量 ,参阅例 3 的注 ) 为整数的条件 ( 当然还有非负的条

件 ) , 这时 ,上式由左边看必须是整数 , 但由右边看 ,因为 0 < f i < 1 , 所以不能为正 ,即

f i - ∑
k

f i k x k ≤0 ( 5 -7)

这就是一个切割方程。

由 (5 -4)式 , ( 5 -6) 式 , ( 5 -7) 式可知 :

① 切割方程 (5 -7)式真正进行了切割 , 至少把非整数最优解这一点割掉了。

② 没有割掉整数解 ,这是因为相应的线性规划的任意整数可行解都满足 (5 -7 ) 式的

缘故。

Gomory 的切割法自 1958 年被提出后 ,即引起人们广泛的注意。但至今完全用它解

题的仍是少数 ,原因就是经常遇到收敛很慢的情形。但若和其他方法 (如分枝定界法 ) 配

合使用 ,也是有效的。
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第 4 节  0 - 1 型整数规划

0 - 1 型整数规划是整数规划中的特殊情形 ,它的变量 xi 仅取值 0 或 1。这时 xi 称

为0 - 1变量 ,或称二进制变量①。 xi 仅取值 0 或 1 这个条件可由下述约束条件所代替。

xi≤1

xi≥0 ,整数

它和一般整数规划的约束条件形式是一致的。在实际问题中 , 如果引入 0 - 1 变量 ,

就可以把有各种情况需要分别讨论的线性规划问题统一在一个问题中讨论了。在本节我

们先介绍引入 0 - 1 变量的实际问题 , 再研究解法。

4. 1  引入 0 - 1 变量的实际问题

1. 投资场所的选定———相互排斥的计划

例 4  某公司拟在市东、西、南三区建立门市部。拟议中有 7 个位置 (点 ) Ai ( i = 1 ,

2 , ⋯ , 7 )可供选择。规定 :

在东区 ,由 A1 , A2 , A3 三个点中至多选两个 ;

在西区 ,由 A4 , A5 两个点中至少选一个 ;

在南区 ,由 A6 , A7 两个点中至少选一个。

如选用 A i 点 ,设备投资估计为 bi 元 ,每年可获利润估计为 ci 元 , 但投资总额不能超

过 B 元。问应选择哪几个点可使年利润为最大 ?

解题时先引入 0 - 1 变量 xi ( i = 1 , 2 , ⋯ , 7)

令

x i =
1 , 当 A i 点被选用 ,

0 , 当 A i 点没被选用。
 i = 1 , 2 ,⋯ , 7

于是问题可列成 :

max z = ∑
7

i = 1

ci x i

    

∑
7

i = 1

bi x i≤ B

x1 + x2 + x3 ≤2

x4 + x5 ≥1

x6 + x7 ≥1

x i = 0 或 1

( 5 -8)
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① 如果变量 x i 不是仅取值 0 或 1 , 而是可取其他范围的非负整数 , 这时可利用二进制的记数法将它用若干个

0 - 1变量来代替。例如 , 在给定的问题中 , 变量 x 可任取 0 与 10 之间的任意整数时 , 令

x = 20 x0 + 21 x1 + 22 x2 + 23 x3

这时 , x 就可用 4 个 0 - 1 变量 x0 , x1 , x2 , x3 来代替。



2. 相互排斥的约束条件

在本章开始的例 1 中 ,关于运货的体积限制为

5 x1 + 4 x2 ≤24 ( 5 -9)

今设运货有车运和船运两种方式 ,上面的条件系用车运时的限制条件 , 如用船运时关于体

积的限制条件为

7 x1 + 3 x2 ≤45 (5 -10)

这两条件是互相排斥的。为了统一在一个问题中 ,引入 0 - 1 变量 y ,令

y =
0 , 当采取车运方式

1 , 当采取船运方式

于是 (5 -9)式和 (5 -10) 式可由下述的条件 (5 -11) 式和 (5 -12 )式来代替 :

5 x1 + 4 x2 ≤24 + y M (5 -11)

7 x1 + 3 x2 ≤45 + (1 - y) M (5 -12)

其中 M 是充分大的数。读者可以验证 ,当 y = 0 时 , ( 5 -11 )式就是 ( 5 -9 )式 ,而 (5 -12)式自

然成立 ,因而是多余的。当 y = 1 时 ( 5 -12 ) 式就是 (5 -10 )式 , 而 (5 -11 )式是多余的。引入

的变量 y 不必出现在目标函数内 ,即认为在目标函数式内 y 的系数为 0。

如果有 m 个互相排斥的约束条件 (≤型 ) :

αi 1 x1 +αi 2 x2 + ⋯ +αi n x n ≤ bi ,  i = 1 , 2 , ⋯ , m

为了保证这 m 个约束条件只有一个起作用 ,我们引入 m 个 0 - 1 变量 yi ( i = 1 , 2 , ⋯ , m)

和一个充分大的常数 M ,而下面这一组 m + 1 个约束条件

αi 1 x1 +αi 2 x2 + ⋯ +αi n x n ≤ bi + yi M ,  i = 1 ,2 ,⋯ , m (5 -13)

y1 + y2 + ⋯ + ym = m - 1 (5 -14)

就合于上述的要求。这是因为 , 由于 ( 5 -14 )式 , m 个 y i 中只有一个能取 0 值 , 设 y
*
i = 0 ,

代入 (5 -13 )式 ,就只有 i = i
*
的约束条件起作用 ,而别的式子都是多余的。

3. 关于固定费用的问题 (fixed cost problem)

在讨论线性规划时 ,有些问题是要求使成本为最小。那时总设固定成本为常数 , 并在

线性规划的模型中不必明显列出。但有些固定费用 (固定成本 ) 的问题不能用一般线性规

划来描述 ,但可改变为混合整数规划来解决 , 见下例。

例 5  某工厂为了生产某种产品 ,有几种不同的生产方式可供选择 , 如选定投资高的

生产方式 (选购自动化程度高的设备 ) ,由于产量大 , 因而分配到每件产品的变动成本就降

低 ;反之 , 如选定投资低的生产方式 ,将来分配到每件产品的变动成本可能增加 , 所以必须

全面考虑。今设有三种方式可供选择 ,令

x j 表示采用第 j 种方式时的产量 ;

cj 表示采用第 j 种方式时每件产品的变动成本 ;

kj 表示采用第 j 种方式时的固定成本。

为了说明成本的特点 ,暂不考虑其他约束条件。采用各种生产方式的总成本分别为

P j =
kj + cj x j ,当 xj > 0

0 ,    当 x j = 0
 j = 1 , 2 , 3
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在构成目标函数时 ,为了统一在一个问题中讨论 , 现引入 0 - 1 变量 y i ,令

yi =
1 ,当采用第 j 种生产方式 , 即 x j > 0 时 ,

0 ,当不采用第 j 种生产方式 , 即 x j = 0 时。
(5 -15)

于是目标函数

min z = ( k1 y1 + c1 x1 ) + ( k2 y2 + c2 x2 ) + ( k3 y3 + c3 x3 )

(5 -15 )式这个规定可由下述 3 个线性约束条件 :

x j ≤ y j M ,  j = 1 , 2 , 3 (5 -16)

其中 M 是个充分大的常数。 (5 -16) 式说明 , 当 x j > 0 时 yi 必须为 1; 当 x j = 0 时只有 yi

为 0 时才有意义 ,所以 ( 5 -16)式完全可以代替 (5 -15) 式。

4. 2  0 - 1 型整数规划的解法

解 0 - 1 型整数规划最容易想到的方法 , 和一般整数规划的情形一样 ,就是穷举法 , 即

检查变量取值为 0 或 1 的每一种组合 ,比较目标函数值以求得最优解 , 这就需要检查变量

取值的 2
n
个组合。对于变量个数 n 较大 (例如 n > 10 ) , 这几乎是不可能的。因此常设计

一些方法 ,只检查变量取值的组合的一部分 , 就能求到问题的最优解。这样的方法称为隐

枚举法 ( implicit enumeration ) ,分枝定界法也是一种隐枚举法。当然 , 对有些问题隐枚举

法并不适用 ,所以有时穷举法还是必要的。

下面举例说明一种解 0 - 1 型整数规划的隐枚举法。

例 6  max z = 3 x1 - 2 x2 + 3 x5

   

x1 + 2 x2 - x3 ≤2

x1 + 4 x2 + x3 ≤4

x1 + x2   ≤3

4 x1 +   x3 ≤6

x1 , x2 , x3 = 0 或 1

①

②

③

④

⑤

(5 -17)

解题时先通过试探的方法找一个可行解 , 容易看出 ( x1 , x2 , x3 ) = ( 1 , 0 , 0 ) 就是合于

①～④条件的 ,算出相应的目标函数值 z = 3。

我们求最优解 ,对于极大化问题 , 当然希望 z≥3 , 于是增加一个约束条件 :

3 x1 - 2 x2 + 5 x3 ≥3 ◎

后加的条件称为过滤的条件 ( filt ering constrain t )。这样 , 原问题的线性约束条件就变成

5 个。用全部枚举的方法 , 3 个变量共有 23 = 8 个解 , 原来 4 个约束条件 ,共需 32 次运算。

现在增加了过滤条件◎ ,如按下述方法进行 , 就可减少运算次数。将 5 个约束条件按◎～

④顺序排好 (表 5 -5 ) , 对每个解 ,依次代入约束条件左侧 , 求出数值 , 看是否适合不等式条

件 ,如某一条件不适合 , 同行以下各条件就不必再检查 , 因而就减少了运算次数。本例计

算过程如表 5 -5 , 实际只作 24 次运算。

于是求得最优解 ( x1 , x2 , x3 ) = (1 , 0 , 1 )   max z = 8

在计算过程中 ,若遇到 z 值已超过条件◎右边的值 , 应改变条件◎ , 使右边为迄今为

止最大者 ,然后继续作。例如 , 当检查点 (0 , 0 , 1 )时因 z = 5( > 3) , 所以应将条件◎换成

3 x1 - 2 x2 + 5 x3 ≥5 ◎
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这种对过滤条件的改进 ,更可以减少计算量。

表  5 -5

点
条   件

◎ ① ② ③ ④

满足条件 ?

是( � )否 (� )
z 值

(0 , 0 , 0) 0 ª�

(0 , 0 , 1) 5 ª- 1 ª1 L0 �1 î� 5 

(0 , 1 , 0) - 2 Ù�

(0 , 1 , 1) 3 ª1 {5 L�

(1 , 0 , 0) 3 ª1 {1 L1 �0 î� 3 

(1 , 0 , 1) 8 ª0 {2 L1 �1 î� 8 

(1 , 1 , 0) 1 ª�

(1 , 1 , 1) 6 ª2 {6 L�

  注意 :一般常重新排列 xi 的顺序使目标函数中 x i 的系数是递增 (不减 ) 的 , 在上例

中 ,改写 z = 3 x1 - 2 x2 + 5 x3 = - 2 x2 + 3 x1 + 5 x3

因为 - 2 , 3 , 5 是递增的 , 变量 ( x2 , x1 , x3 ) 也按下述顺序取值 : ( 0 , 0 , 0 ) , (0 , 0 , 1 ) , ( 0 ,

1 , 0) , ( 0 , 1 , 1) ,⋯ , 这样 ,最优解容易比较早的发现。再结合过滤条件的改进 , 更可使计算

简化。在上例中

max z = - 2 x2 + 3 x1 + 5 x3

   

- 2 x2 + 3 x1 + 5 x3 ≥3

2 x2  + x1 - x3 ≤2

4 x2  + x1 + x3 ≤4

x2  + x1   ≤3

4 x2  +    x3 ≤6

◎

①

②

③

④

(5 -18)

解题时按下述步骤进行 (见表 5 -6 ) :

表  5-6( a)

点

( x2 , x1 , x3 )

条  件

◎ ① ② ③ ④
是否满足条件 z 值

( 0 , 0 , 0 ) 0 ��

( 0 , 0 , 1 ) 5 �- 1 �1 ©0 z1 K� 5 Ü

表  5 -6 (b)

点

( x2 , x1 , x3 )

条  件

◎′ ① ② ③ ④
是否满足条件 z 值

( 0 , 1 , 0 ) 3 ��

( 0 , 1 , 1 ) 8 �0 Ø2 ©1 z1 K� 8 Ü
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改进过滤条件 ,用

- 2 x2 + 3 x1 + 5 x3 ≥5 ◎′

代替◎ ,继续进行。

再改进过滤条件 ,用

2 x2 + 3 x1 + 5 x3 ≥8 ◎″

代替◎′,再继续进行。至此 , z 值已不能改进 ,即得到最优解 , 解答如前 ,但计算已简化。

表  5 -6 (c)

点

( x2 , x1 , x3 )

条  件

◎″ ① ② ③ ④
是否满足条件 z 值

( 1 , 0 , 0 ) 2 ��

( 1 , 0 , 1 ) 3 ��

( 1 , 1 , 0 ) 1 ��

( 1 , 1 , 1 ) 6 ��

第 5 节  指 派 问 题

在生活中经常遇到这样的问题 ,某单位需完成 n项任务 , 恰好有 n 个人可承担这些任

务。由于每人的专长不同 ,各人完成任务不同 ( 或所费时间 ) , 效率也不同。于是产生应指

派哪个人去完成哪项任务 ,使完成 n 项任务的总效率最高 ( 或所需总时间最小 ) 。这类问

题称为指派问题或分派问题 (assignment problem )。

例 7  有一份中文说明书 , 需译成英、日、德、俄四种文字。分别记作 E、J、G、R。现

有甲、乙、丙、丁四人。他们将中文说明书翻译成不同语种的说明书所需时间如表 5 -7 所

示。问应指派何人去完成何工作 ,使所需总时间最少 ?

表  5 -7

任务
人员 E J G R

甲 2 ª15 ©13 ‘4 Å

乙 10 ª4 ©14 ‘15 Å

丙 9 ª14 ©16 ‘13 Å

丁 7 ª8 ©11 ‘9 Å

类似有 :有 n项加工任务 , 怎样指派到 n 台机床上分别完成的问题 ;有 n条航线 , 怎样

指定 n艘船去航行问题⋯⋯。对应每个指派问题 , 需有类似表 5 -7 那样的数表 ,称为效率

矩阵或系数矩阵 ,其元素 ci j > 0( i , j = 1 , 2 , ⋯ , n) 表示指派第 j 人去完成第 j 项任务时的

效率 (或时间、成本等 )。解题时需引入变量 xi j ; 其取值只能是 1 或 0。并令

xi j =
1  当指派第 i 人去完成第 i 项任务

0  当不指派第 i 人去完成第 j 项任务
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当问题要求极小化时数学模型是 :

min z = ∑
i
∑

j

ci j x i j ①

        

∑
i

x i j = 1 ,  j = 1 , 2 , ⋯ , n

∑
j

x i j = 1 ,  i = 1 ,2 ,⋯ , n

xi j = 1 或 0

②

③

④

(5 -19)

约束条件②说明第 j 项任务只能由 1 人去完成 ; 约束条件③说明第 i 人只能完成 1 项任

务。满足约束条件②～④的可行解 xi j 也可写成表格或矩阵形式 ,称为解矩阵。如例 7 的

一个可行解矩阵是

( x i j ) =  

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 0

0 0 0 1

 

显然 ,这不是最优。解矩阵 ( x i j ) 中各行各列的元素之和都是 1。

指派问题是 0 - 1 规划的特例 , 也是运输问题的特例 ; 即 n = m , aj = bi = 1。当然可用

整数规划 , 0 - 1 规划或运输问题的解法去求解 , 这就如同用单纯形法求解运输问题一样

是不合算的。利用指派问题的特点可有更简便的解法。

指派问题的最优解有这样性质 ,若从系数矩阵 ( ci j )的一行 (列 )各元素中分别减去该

行 (列 ) 的最小元素 ,得到新矩阵 ( bi j ) , 那么以 ( bi j ) 为系数矩阵求得的最优解和用原系数

矩阵求得的最优解相同。

利用这个性质 ,可使原系数矩阵变换为含有很多 0 元素的新系数矩阵 , 而最优解保持

不变 ,在系数矩阵 ( bi j )中 , 我们关心位于不同行不同列的 0 元素 , 以下简称为独立的 0 元

素。若能在系数矩阵 ( bi j )中找出 n个独立的 0 元素 ; 则令解矩阵 ( xi j ) 中对应这 n 个独立

的 0 元素的元素取值为 1 , 其他元素取值为 0。将其代入目标函数中得到 zb = 0 , 它一定是

最小。这就是以 ( bi j )为系数矩阵的指派问题的最优解。也就得到了原问题的最优解。

库恩 ( W .W .Ku hn)于 1955 年提出了指派问题的解法 , 他引用了匈牙利数学家康尼

格 (D .K�nig)一个关于矩阵中 0 元素的定理 : 系数矩阵中独立 0 元素的最多个数等于能

覆盖所有 0 元素的最少直线数。这解法称为匈牙利法。以后在方法上虽有不断改进 , 但

仍沿用这名称。以下用例 7 来说明指派问题的解法。

第一步 :使指派问题的系数矩阵经变换 , 在各行各列中都出现 0 元素。

(1 ) 从系数矩阵的每行元素减去该行的最小元素 ;

(2 ) 再从所得系数矩阵的每列元素中减去该列的最小元素。

若某行 (列 ) 已有 0 元素 ,那就不必再减了。例 7 的计算为

           min

( ci j ) =

2 15 13 4

10 4 14 15

9 14 16 13

7 8 11 9

2

4

9

7

 

0 13 11 2

6 0 10 11

0 5 7 4

0 1 4 2

 

                  4  2  min

 

0 13 7 0

6 0 6 9

0 5 3 2

0 1 0 0

 = ( bi j )

·721·



第二步 :进行试指派 , 以寻求最优解。为此 ,按以下步骤进行。

经第一步变换后 , 系数矩阵中每行每列都已有了 0 元素 ; 但需找出 n 个独立的 0 元

素。若能找出 ,就以这些独立 0 元素对应解矩阵 ( xi j ) 中的元素为 1 , 其余为 0 , 这就得到

最优解。当 n较小时 , 可用观察法、试探法去找出 n 个独立 0 元素。若 n 较大时 , 就必须

按一定的步骤去找 ,常用的步骤为 :

(1 ) 从只有一个 0 元素的行 ( 列 )开始 , 给这个 0 元素加圈 ,记作◎。这表示对这行所

代表的人 ,只有一种任务可指派。然后划去◎所在列 ( 行 )的其他 0 元素 , 记作 Φ。这表示

这列所代表的任务已指派完 ,不必再考虑别人了。

(2 ) 给只有一个 0 元素列 ( 行 ) 的 0 元素加圈 , 记作◎ ; 然后划去◎所在行的 0 元素 ,

记作 Φ。

(3 ) 反复进行 ( 1) , ( 2) 两步 ,直到所有 0 元素都被圈出和划掉为止。

(4 ) 若仍有没有划圈的 0 元素 , 且同行 (列 ) 的 0 元素至少有两个 ( 表示对这个可以从

两项任务中指派其一 )。这可用不同的方案去试探。从剩有 0 元素最少的行 ( 列 )开始 , 比

较这行各 0 元素所在列中 0 元素的数目 ,选择 0 元素少的那列的这个 0 元素加圈 ( 表示选

择性多的要“礼让”选择性少的 )。然后划掉同行同列的其他 0 元素。可反复进行 , 直到所

有 0 元素都已圈出和划掉为止。

(5 ) 若◎元素的数目 m 等于矩阵的阶数 n , 那么这指派问题的最优解已得到。若

m < n, 则转入下一步。

现用例 7 的 ( bi j )矩阵 ,按上述步骤进行运算。按步骤 (1 ) ,先给 b22 加圈 , 然后给 b31 加

圈 ,划掉 b1 1 , b41 ; 按步骤 ( 2) , 给 b43 加圈 ,划掉 b4 4 ,最后给 b1 4 加圈 ,得到

Φ 13 7 ◎

6 ◎ 6 9

◎ 5 3 2

Φ 1 ◎ Φ

可见 m = n = 4 , 所以得最优解为

( x i j ) =

0 0 0 1

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 1 0

这表示 :指定甲译出俄文 , 乙译出日文 ,丙译出英文 , 丁译出德文。所需总时间最少

min zb = ∑
i
∑

j

bi j x i j = 0

min z = ∑
i
∑

j

ci j x i j = c31 + c22 + c4 3 + c1 4 = 28 (小时 )

例 8  求表 5 -8 所示效率矩阵的指派问题的最小解。
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  表  5 -8

任务
人员

A B C D E

甲 12 �7 Ø9 À7 ¨9 Ü

乙 8 �9 Ø6 À6 ¨6 Ü

丙 7 �17 Ø12 À14 ¨9 Ü

丁 15 �14 Ø6 À6 ¨10 Ü

戊 4 �10 Ø7 À10 ¨9 Ü

解题时按上述第一步 ,将这系数矩阵进行变换。

min

12 7 9 7 9

8 9 6 6 6

7 17 12 14 9

15 14 6 6 10

4 10 7 10 9

 

7

6

7

6

4

5 0 2 0 2

2 3 0 0 0

0 10 5 7 2

9 8 0 0 4

0 6 3 6 5

经一次运算即得每行每列都有 0 元素的系数矩阵 ,再按上述步骤运算 , 得到

5 ◎ 2 Φ 2

2 3 Φ ◎ Φ

◎ 10 5 7 2

9 8 ◎ Φ 4

Φ 6 3 6 5

①

这里◎的个数 m = 4 ,而 n = 5; 所以解题没有完成 ,这时应按以下步骤继续进行。

第三步 :作最少的直线覆盖所有 0 元素 , 以确定该系数矩阵中能找到最多的独立元素

数。为此按以下步骤进行 :

(1 ) 对没有◎的行打�号 ;

(2 ) 对已打�号的行中所有含 Φ元素的列打�号 ;

(3 ) 再对打有�号的列中含◎元素的行打�号 ;

(4 ) 重复 ( 2) , ( 3) 直到得不出新的打�号的行、列为止

(5 ) 对没有打�号的行画一横线 , 有打�号的列画一纵线 ,这就得到覆盖所有 0 元素

的最少直线数。

令这直线数为 l。若 l < n,说明必须再变换当前的系数矩阵 ,才能找到 n 个独立的 0

元素 ,为此转第四步 : 若 l = n,而 m < n, 应回到第二步 (4 ) , 另行试探。

在例 8 中 ,对矩阵①按以下次序进行 :

先在第五行旁打� ,接着可判断应在第 1 列下打� , 接着在第 3 行旁打�。经检查不

再能打�了。对没有打�行 , 画一直线以覆盖 0 元素 , 已打�的列画一直线以覆盖 0 元

素。得
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—5—◎— 2  —Φ  —2—
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 |
◎ 10  5  7  2

 |
—9— 8 —◎—Φ—4—
 |
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—

—

�

—

�

②

             �

由此可见 l = 4 < n。所以应继续对②矩阵进行变换。转第四步。

第四步 :对②矩阵进行变换的目的是增加 0 元素。为此在没有被直线覆盖的部分中

找出最小元素。然后在打�行各元素中都减去这最小元素 , 而在打�列的各元素都加上

这最小元素 ,以保证原来 0 元素不变。这样得到新系数矩阵 ( 它的最优解和原问题相同 )。

若得到 n个独立的 0 元素 , 则已得最优解 ,否则回到第三步重复进行。

在例 8 的矩阵②中 ,在没有被覆盖部分 ( 第 3、5 行 )中找出最小元素为 2 , 然后在第 3、

5 行各元素分别减去 2 , 给第 1 列各元素加 2 ,得到新矩阵③。按第二步 , 找出所有独立的

0 元素 ,得到矩阵④。

7 0 2 0 2

4 3 0 0 0

0 8 3 5 0

11 8 0 0 4

0 4 1 4 3

③

7 ◎ 2 Φ 2

4 3 Φ ◎ Φ

Φ 8 3 5 ◎

11 8 ◎ Φ 4

◎ 4 1 4 3

④

它具有 n个独立 0 元素。这就得到了最优解 , 相应的解矩阵为

0 1 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

0 0 1 0 0

1 0 0 0 0

由解矩阵得最优指派方案

甲— B, 乙— D ,丙— E, 丁—C,戊— A

本例还可以得到另一最优指派方案

甲— B, 乙—C,丙— E,丁— D ,戊— A

所需总时间为 min z = 32

当指派问题的系数矩阵 ,经过变换得到了同行和同列中都有两个或两个以上 0 元素

时。这时可以任选一行 (列 ) 中某一个 0 元素 , 再划去同行 ( 列 ) 的其他 0 元素。这时会出

现多重解。
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以上讨论限于极小化的指派问题。对极大化的问题 ,即求

max z = ∑
i
∑

j

ci j x i j (5 -20)

可令 bi j = M - ci j

其中 M 是足够大的常数 (如选 ci j 中最大元素为 M 即可 ) ,这时系数矩阵可变换为

B = ( bi j )

这时 bi j ≥0 , 符合匈牙利法的条件。目标函数经变换后 ,即解

min z′= ∑
i
∑

j

bi j x i j (5 -21)

所得最小解就是原问题的最大解 ,因为

∑
i
∑

j

bi j x i j = ∑
i
∑

j

( M - ci j ) xi j

= ∑
i
∑

j

M x i j - ∑
i
∑

j

ci j x i j

= nM - ∑
i
∑

j

ci j x i j

因 nM 为常数 , 所以当 ∑
i
∑

j

bi j x i j 取最小时 , ∑
i
∑

j

ci j x i j 便为最大。

习   题

5. 1  对下列整数规划问题 , 问用先解相应的线性规划然后凑整的办法能否求到最优

整数解 ?

(1 ) max z = 3 x1 + 2 x2          (2 ) max z = 3 x1 + 2 x2

      

2 x1 + 3 x2 ≤14. 5

4 x1 + x2 ≤16. 5

x1 , x2 ≥0

x1 , x2 整数

            

2 x1 + 3 x2 ≤14

2 x1 + x2 ≤9

x1 , x2 ≥0

x1 , x2 整数

5. 2  用分支定界法解 :

max z = x1 + x2

  

 x1 +
9

14
x2 ≤

51
14

- 2 x1 +  x2 ≤
1
3

x1 , x2 , ≥0

x1 , x2 整数

5. 3  用 Gomory 切割法解 :

(1 ) max z = x1 + x2        (2 ) max z = 3 x1 - x2

    

2 x1 + x2 ≤6

4 x1 + 5 x2 ≤20

x1 , x2 ≥0

x1 , x2 整数

         

 3 x1 - 2 x2 ≤3

- 5 x1 - 4 x2 ≤ - 10

 2 x1 + x2 ≤5

x1 , x2 ≥0

x1 , x2 整数
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图  5 -8

5. 4  某城市的消防总部将全市划分为

11 个 防火 区 , 设 有 4 个 消防 ( 救 火 ) 站。

图 5 -8表示各防火区域与消防站的位置 , 其

中①②③④表示消防站 , 1、2、⋯、11 表示防

火区域。根据历史的资料证实 , 各消防站可

在事先规定的允许时间内对所负责的地区的

火灾予以消灭。图中虚线即表示各地区由哪

个消防站负责 ( 没有虚线连系 , 就表示不负

责 )。现在总部提出 : 可否减少消防站的数

目 ,仍能同样负责各地区的防火任务 ? 如果

可以 ,应当关闭哪个 ?

提示 :对每个消防站定义一个 0 - 1 变量 xi ,

令

xj =
1,  当某防火区域可由第 j 消防站负责时 ,

0,  当某防火区域不由第 j 消防站负责时 ,

j = 1 ,2 ,3 ,4

然后对每个防火区域列一个约束条件。

5. 5  在有互相排斥的约束条件的问题中 , 如果约束条件是 ( ≤ ) 型的 , 我们用加以

yi M 项 ( yi 是 0 - 1 变量 , M 是很大的常数 )的方法统一在一个问题中。如果约束条件是

(≥ ) 型的 ,我们将怎样利用 y i 和 M 呢 ?

5. 6  解 0 - 1 规划 :

(1 ) min z = 4 x1 + 3 x2 + 2 x3

   

2 x1 - 5 x2 + 3 x3 ≤4

4 x1 + x2 + 3 x3 ≥3

   x2 + x3 ≥1

x1 , x2 , x3 = 0 或 1

  

 (2 ) min z = 2 x1 + 5 x2 + 3 x3 + 4 x4

   

- 4 x1 + x2 + x3 + x4 ≥0

- 2 x1 + 4 x2 + 2 x3 + 4 x4 ≥4

 x1 + x2 - x3 + x4 ≥1

x1 , x2 , x3 , x4 = 0 或 1

5. 7  有 4 个工人 , 要指派他们分别完成 4 种工作 , 每人做各种工作所消耗的时间如

下表所示 ,问指派哪个人去完成哪种工作 , 可使总的消耗时间为最小 ?

工种
工人 A B C D

甲 15 Á18 ©21 ‘24 Ü

乙 19 Á23 ©22 ‘18 Ü

丙 26 Á17 ©16 ‘19 Ü

丁 19 Á21 ©23 ‘17 Ü

参 考 资 料

[1] A .Kaufmann : Infeger and mixed programming .Theory and Appeicafien .Academie press .INC( Lon-

don) LTD .
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四 * 、非线性规划

由前面几章知道 ,在科学管理和其他领域中 , 很多实际问题可以归结为线性规划问

题 ,其目标函数和约束条件都是自变量的一次函数。但是 , 还有另外一些问题 , 其目标函

数和 (或 ) 约束条件很难用线性函数表达。如果目标函数或约束条件中含有非线性函数 ,

就称这种规划问题为非线性规划问题。解这种问题要用非线性规划的方法。由于很多实

际问题要求进一步精确化以及电子计算机的发展 ,使非线性规划在近几十年来得以长驱

进展。目前 ,它已成为运筹学的重要分支之一 , 并在最优设计、管理科学、系统控制等许多

领域得到越来越广泛的应用。

一般说来 ,由于非线性函数的复杂性 , 解非线性规划问题要比解线性规划问题困难得

多。而且 ,也不像线性规划有单纯形法等通用方法 , 非线性规划目前还没有适于各种问题

的一般算法 ,各个方法都有自己特定的适用范围。这是需要人们更深入地进行研究的一

个领域。

在以下两章中 ,除了简要地介绍非线性规划的基本概念和一维搜索法之外 , 着重说明

无约束极值问题和约束极值问题的主要解法。为了叙述方便 , 我们常用大写字母代表 n

维欧氏空间中的向量 (点 ) ,而以相应的小写字母代表该向量的分量 ( 点的坐标 )。此外 , 在

这一部分所用到的向量 ,均规定为列向量。

第 6 章 *  无约束问题

第 1 节  基 本 概 念

1. 1  引言

1. 问题的提出

让我们先看两个例子。

例 1  某公司经营两种产品 , 第一种产品每件售价 30 元 , 第二种产品每件售价 450

元。根据统计 ,售出一件第一种产品所需要的服务时间平均是 0 .5 小时 , 第二种产品是

(2 + 0 .25 x2 )小时 ,其中 x2 是第二种产品的售出数量。已知该公司在这段时间内的总服

务时间为 800 小时 ,试决定使其营业额最大的营业计划。

下面我们来分析这个例子 ,并为其建立数学模型。

设该公司计划经营第一种产品 x1 件 , 第二种产品 x2 件。根据题意 ,其营业额为
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f ( X) = 30 x1 + 450 x2

由于服务时间的限制 ,该计划必须满足

0 .5 x1 + (2 + 0 .25 x2 ) x2 ≤800

此外 ,这个问题还应满足

x1 ≥0 ,  x2 ≥0

如此 ,得到这个问题的数学模型如下 :

max f ( X) = 30 x1 + 450 x2

  0 .5 x1 + 2 x2 + 0 .25 x2
2 ≤800

  x1 ≥0 ,  x2 ≥0

例 2  为了进行多属性问题 (假设有 n 个属性 ) 的综合评价 , 就需要确定每个属性的

相对重要性 ,即求它们的权重。为此将各属性的重要性 ( 对评价者或决策者而言 ) 进行两

两比较 ,从而得出如下判断矩阵

J =

α11  ⋯  α1 n

…   …

αn1  ⋯  αn n

其中元素 ai j 是第 i 个属性的重要性与第 j 个属性的重要性之比。

现需从判断矩阵求出各属性的权重 wi ( = 1 , 2 , ⋯ , n) 。为了使求出的权向量

W = ( w1 , w2 , ⋯ , wn )
T

在最小二乘意义上能最好的反映判断矩阵的估计 ,由αi j ≈ wi/ wj , 可得

min ∑
n

i = 1
∑

n

j = 1

(αi j w j - wi )
2

 ∑
n

i = 1

wi = 1

例 1 的目标函数为自变量的线性函数 ,但其第一个约束条件却是自变量的二次函数 ,

因而它是非线性规划问题。例 2 的目标函数是自变量的非线性函数 , 所以它也是非线性

规划问题。

2. 非线性规划问题的数学模型

非线性规划的数学模型常表示成以下形式

min f ( X )

 hi ( X) = 0 , = 1 , 2 , ⋯ , m

 gj ( X)≥0 , j = 1 , 2 , ⋯ , l

( 6 -1)

( 6 -2)

( 6 -3)

其中自变量 X = ( x1 , x2 , ⋯ , xn )
T
是 n 维欧氏空间 E

n
中的向量 (点 ) ; f ( X) 为目标函数 ,

hi ( X) = 0 和 gj ( X)≥0 为约束条件。

由于 max f ( X) = - min[ - f ( X) ] , 当需使目标函数极大化时 , 只需使其负值极小化

即可。因而仅考虑目标函数极小化 ,这无损于一般性。

若某约束条件是“≤”不等式时 ,仅需用“ - 1”乘该约束的两端 , 即可将这个约束变为

“≥”的形式。

由于等式约束
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hi ( X) = 0

等价于下述两个不等式约束 :

hi ( X)≥0

- hi ( X)≥0

因而 ,也可将非线性规划的数学模型写成以下形式

min f ( X)

 gj ( X )≥0 ,  j = 1 , 2 ,⋯ , l

( 6 -4)

( 6 -5)

3. 非线性规划问题的图示

图示法可以给人以直观概念 ,当只有两个自变量时 , 非线性规划问题也可像线性规划

那样用图示法来表示 (如图 6 -1 所示 )。

考虑非线性规划问题

min f ( X) = ( x1 - 2)2 + ( x2 - 2 )2

 h( X) = x1 + x2 - 6 = 0

( 6 -6)

( 6 -7)

若令其目标函数

f ( X) = c ( 6 -8)

其中 c为某一常数 , 则 ( 6 -8 )式代表目标函数值等于 c 的点的集合 , 它一般为一条曲线或

一张曲面 ,通常称其为等值线或等值面。对于这个例子来说 , 若令目标函数 ( 6 -6) 式分别

等于 2 和 4 ,就得到相应的两条圆形等值线 (图 6 -1 )。由图可见 ,等值线 f ( X) = 2 和约束

图  6 -1

条件直线 AB 相切 ,切点 D 即为此问题的最优解 : x
*

1 =

x
*

2 = 3 , 其目标函数值 f ( X
*

) = 2。

在这个例子中 , 约束条件 ( 6 -7 ) 式对最优解是有影

响的。

现若以

h( X) = x1 + x2 - 6≤0 ( 6 -9)

代替约束条件 ( 6 -7 ) 式 , 则非线性规划问题 ( 6 -6 ) 式、

(6 -9)式的最优解是 x1 = x2 = 2 ,即图 6 -1 中的 C 点 (这

时 f ( X) = 0 )。由于最优点位于可行域的内部 , 故对这

个问题的最优解来说 , 约束 ( 6 -9 ) 式事实上是不起作用

的。在求这个问题的最优解时 ,可不考虑约束条件 ( 6 -9 )式 ,就相当于没有这个约束一样。

由第一章知道 ,如果线性规划问题的最优解存在 , 其最优解只能在其可行域的边界上

达到 (特别是在可行域的顶点上达到 ) ;而非线性规划问题的最优解 (如果最优解存在 ) 则

可能在其可行域中的任意一点达到。

1. 2  极值问题

在高等数学课程中 ,已学过一元函数和多元函数的极值问题 , 现仅扼要说明如下。
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1. 局部极值和全局极值

由于线性规划的目标函数为线性函数 ,可行域为凸集 , 因而求出的最优解就是在整个

可行域上的全局最优解。非线性规划却不然 , 有时求出的某个解虽是一部分可行域上的

极值点 ,但却并不一定是整个可行域上的全局最优解。

设 f ( X) 为定义在 n 维欧氏空间 En 的某一区域 R 上的 n 元实函数 , 其中 X = ( x1 ,

x2 ,⋯ , xn ) T 。对于 X * ∈ R ,如果存在某个ε> 0 , 使所有与 X * 的距离小于ε的 X∈ R( 即

X∈ R 且‖ X - X * ‖ <ε)均满足不等式 f ( X)≥ f ( X * ) , 则称 X * 为 f ( X)在 R 上的局部

极小点 (或相对极小点 ) , f ( X
*

)为局部极小值。若对于所有 X≠ X
*
且与 X

*
的距离小于

ε的 X∈ R, f ( X) > f ( X * ) ,则称 X * 为 f ( X) 在 R 上的严格局格极小点 , f ( X * ) 为严格

局部极小值。

若点 X* ∈ R,而对于所有 X∈ R 都有 f ( X)≥ f ( X* ) , 则称 X* 为 f ( X) 在 R 上的全局

极小点 , f ( X
*

)为全局极小值。若对于所有 X∈ R 且 X≠ X
*

,都有 f ( X) > f ( X
*

) ,则称 X
*

为 f ( X)在 R 上的严格全局极小点 , f ( X* )为严格全局极小值。

如将上述不等式反向 ,即可得到相应的极大点和极大值的定义。

下面仅就极小点及极小值加以说明 ,而且主要研究局部极小。

2. 极值点存在的条件

现说明极值点存在的必要条件和充分条件。

定理 1  (必要条件 )

设 R 是 n 维欧氏空间 E
n
上的某一开集 , f ( X)在 R 上有一阶连续偏导数 ,且在点 X

*

∈ R 取得局部极值 ,则必有

�f ( X
*

)
�x1

=
�f ( X

*
)

�x2
= ⋯ =

�f ( X
*

)
�xn

= 0 (6 -10)

或

f ( X * ) = 0 (6 -11)

上式中

f ( X
*

) =
�f ( X* )

�x1
,
�f ( X * )

�x2
, ⋯ ,

�f ( X * )
�x n

T

(6 -12)

为函数 f ( X)在点 X
*
处的梯度。

由数学分析知道 , f ( X)的方向为 f ( X) 的等值面 (等值线 ) 的法线 ( 在点 X 处 ) 方向 ,

沿这个方向函数值增加最快。

满足式 (6 -10 )或式 ( 6 -11 )的点称为平稳点或驻点 , 在区域内部 , 极值点必为平稳点 ,

但平稳点不一定是极值点。

定理 2  (充分条件 )

设 R 是 n 维欧氏空间 E
n
上的某一开集 , f ( X)在 R 上具有二阶连续偏导数 , X

*
∈ R,

若 f ( X * ) = 0 , 且对任何非零向量 Z∈ En 有

Z
T

H ( X
*

) Z > 0 (6 -13)
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则 X
*
为 f ( X)的严格局部极小点

此处 H ( X * )为 f ( X)在点 X * 处的海赛 (Hesse) 矩阵 :

H ( X
*

) =

�2 f ( X * )
�x2

1
 
�2 f ( X * )
�x1�x2

 ⋯  
�2 f ( X* )
�x1�xn

�2 f ( X * )
�x2�x1

 
�2 f ( X * )

�x2
2

 ⋯  
�2 f ( X* )
�x2�xn

       ⋯

�2 f ( X * )
�xn�x1

 
�2 f ( X * )
�xn�x2

 ⋯  
�2 f ( X* )

�x2
n

(6 -14)

证明从略。

需要指出 ,定理 2 中的充分条件 ( 6 -13 ) 式并不是必要的。可以举出这样的例子 : X
*

是 f ( X)的极小点 , 但却不满足条件 ( 6 -13 )式。例如 , f ( x) = x4 , 它的极小点是 x * = 0 , 但

f″( x * ) = 0 , 这不满足式 ( 6 -13 )。

二次型是 X = ( x1 , x2 , ⋯ , xn ) T 的二次奇次函数 ,它在研究非线性最优化中具有重要

作用。现考虑二次型 ZT H Z。若对于任意 Z≠0 (即 Z 的元素不全为零 ) ,二次型 ZT H Z 的

值总是正的 ,即 ZT H Z > 0 , 则称该二次型是正定的 ; 若对于任意 Z≠0 总有 ZT H Z≥0 , 则

称其为半正定 ;若对于任意 Z≠0 总有 ZT H Z < 0 , 则称其为负定 ; 若对于任意 Z≠0 总有

Z
T

H Z≤0 ,则称其为半负定。如果对某些 Z≠0 , Z
T

H Z > 0 ,而对另一些 Z≠0 , Z
T

H Z < 0 ,

即它既非正定 ,也非负定 , 则称其为不定的。由线性代数学知道 , 二次型 Z
T

H Z 为正定的

充要条件 ,是它的矩阵 H 的左上角各阶主子式都大于零 ; 而它为负定的充要条件 , 是它的

矩阵 H 的左上角各阶主子式依次负正相间。

现以 hi j 表示矩阵 H 的元素 , 上述条件为 ,当二次型正定时 :

h11 > 0 ;   
h11  h12

h21  h22

> 0;  ⋯ ;  

h11  ⋯  h1 n

 ⋯

hn1  ⋯  hn n

> 0

当二次型负定时 :

h11 < 0 ;   
h11  h1 2

h21  h2 2

> 0;

h11  h1 2  h13

h21  h2 2  h23

h31  h3 2  h33

< 0;  ⋯ ;  ( - 1 )
n

h11  ⋯  h1 n

 ⋯

hn1  ⋯  hn n

> 0

二次型 ZT H Z 为正定、负定或不定时 , 其对称矩阵 H 分别称为正定的、负定的或不

定的。定理 2 中的条件 (6 -13 )式 ,就等于说其海赛阵在 X * 处正定。

1. 3  凸函数和凹函数

凸集、凸函 数 以及 凸 函数 的 极值 的 性 质 , 是研 究 非 线 性规 划 问 题所 不 可 缺

少的内容。凸集的概念在讲线性规划时已作过说明 , 因而这里简要说明凸函数的有关

问题。
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1. 什么是凸函数和凹函数

设 f ( X) 为定义在 n维欧氏空间 En 中某个凸集 R 上的函数 , 若对任何实数α( 0 <α<

1) 以及 R 中的任意两点 X
( 1 )

和 X
( 2 )

, 恒有

f (αX( 1 ) + ( 1 - α) X( 2 ) )≤αf ( X( 1 ) ) + (1 - α) f ( X( 2 ) ) (6 -15)

则称 f ( X)为定义在 R 上的凸函数。

若对任意α(0 <α< 1 )和 X( 1 ) ≠ X( 2 ) ∈ R 恒有

f (αX
( 1 )

+ ( 1 - α) X
( 2 )

) <αf ( X
( 1 )

) + (1 - α) f ( X
( 2 )

) (6 -16)

则称 f ( X)为定义在 R 上的严格凸函数。

将 (6 -15 )式和 ( 6 -16 )式中的不等号反向 , 即可得到凹函数和严格凹函数的定义。显

然 ,若函数 f ( X)是凸函数 (严格凸函数 ) ,则 - f ( X)一定是凹函数 (严格凹函数 )。

凸函数和凹函数的几何意义十分明显 ,若函数图形上任两点的联线处处都不在这个

函数图形的下方 , 它当然是下凸的 ( 图 6 -2 ( a ) )。凹函数则是下凹的 ( 上凸的 ) ( 图 6 -2

( b ) )。线性函数既可看作凸函数 , 也可看作凹函数。

图  6 -2

2. 凸函数的性质

凸函数具有如下性质 :

性质 1  设 f ( X) 为定义在凸集 R 上的凸函数 , 则对任意实数β≥0 , 函数βf ( X)也是
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定义在 R 上的凸函数。

性质 2  设 f 1 ( X) 和 f2 ( X)为定义在凸集 R 上的两个凸函数 , 则其和 f ( X) = f1 ( X)

+ f 2 ( X) 仍为定义在 R 上的凸函数。

因为 f1 ( X)和 f2 ( X)都是定义在 R 上的凸函数 , 故对 R 上的任两点 X
( 1 )

和 X
( 2 )

以及

任意实数α(0 <α< 1 )恒有

f1 (αX
( 1 )

+ ( 1 - α) X
( 2 )

)≤αf1 ( X
( 1 )

) + (1 - α) f 1 ( X
( 2 )

)

f2 (αX
( 1 )

+ ( 1 - α) X
( 2 )

)≤αf2 ( X
( 1 )

) + (1 - α) f 2 ( X
( 2 )

)

将上式两端分别相加得

f (αX
( 1 )

+ ( 1 - α) X
( 2 )

)≤αf ( X
( 1 )

) + (1 - α) f ( X
( 2 )

)

故 f ( X)也是 R 上的凸函数。

由以上两个性质立刻推得 :有限个凸函数的非负线性组合

β1 f1 ( X) +β2 f2 ( X) + ⋯ +βm f m ( X)

βi≥0 ,  i = 1 , 2 , ⋯ , m

仍为凸函数。

性质 3  设 f ( X) 为定义在凸集 R 上的凸函数 ,则对任一实数β, 集合

Sβ = { X | X∈ R, f ( X )≤β} (6 -17)

是凸集 ( Sβ 称为水平集 )。

证明  任取 X( 1 ) ∈ Sβ 和 X ( 2 ) ∈ Sβ ,则有 f ( X( 1 ) )≤β, f ( X( 2 ) )≤β。

由于 R 为凸集 ,故对任意实数α(0 <α< 1 ) ,αX( 1 ) + ( 1 - α) X( 2 ) ∈ R, 又因 f ( X) 为凸函

数 ,故

f (αX( 1 ) + ( 1 - α) X( 2 ) )≤αf ( X( 1 ) ) + ( 1 - α) f ( X( 2 ) ) ≤β

这就表明点αX
( 1 )

+ ( 1 - α) X
( 2 )

∈ Sβ ,于是 , Sβ 为凸集。

3. 函数凸性的判定

现在来研究怎样判断一个函数是凸函数 , 当然可以直接依据定义去判别。对于可微

凸函数 ,也可利用下述两个判别定理。

定理 3  (一阶条件 )

设 R 为 n 维欧氏空间 E
n
上的开凸集 , f ( X)在 R 上具有一阶连续偏导数 ,则 f ( X) 为

R 上的凸函数的充要条件是 ,对任意两个不同点 X( 1 ) ∈ R 和 X ( 2 ) ∈ R ,恒有

f ( X
( 2 )

) ≥ f ( X
( 1 )

) + f ( X
( 1 )

)
T

( X
( 2 )

- X
( 1 )

) (6 -18)

证明 :必要性 :

设 f ( X)为 R 上的凸函数 , 则对任何α(0 <α< 1 )有

f (αX( 2 ) + ( 1 - α) X( 1 ) )≤αf ( X( 2 ) ) + (1 - α) f ( X( 1 ) )

于是

f ( X( 1 ) +α( X( 2 ) - X( 1 ) ) ) - f ( X( 1 ) )
α

≤ f ( X
( 2 )

) - f ( X
( 1 )

)

令α→ + 0 ,上式左端的极限为

f ( X( 1 ) ) T ( X( 2 ) - X( 1 ) )
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即 f ( X
( 2 )

) ≥ f ( X
( 1 )

) + f ( X
( 1 )

)
T

( X
( 2 )

- X
( 1 )

)

充分性 :

任取 X
( 1 )

∈ R 及 X
( 2 )

∈ R,现令

X =αX( 1 ) + (1 - α) X( 2 ) ,  0 <α< 1

分别以 X
( 1 )

和 X
( 2 )

为式 (6 -18)中的 X
( 2 )

,以 X 为式 (6 -18 )中的 X
( 1 )

, 则

f ( X( 1 ) ) ≥ f ( X) + f ( X) T ( X( 1 ) - X)

f ( X
( 2 )

) ≥ f ( X) + f ( X)
T

( X
( 2 )

- X)

用α乘上面的第一式 , 用 (1 - α)乘上面的第二式 ,然后两端相加 :

αf ( X
( 1 )

) + ( 1 - α) f ( X
( 2 )

)≥ f ( X) + f ( X)
T
×

 [αX( 1 ) - αX + (1 - α) ( X( 2 ) - X) ]

= f ( X) = f (αX
( 1 )

+ ( 1 - α) X
( 2 )

)

从而可知 f ( X)为 R 上的凸函数。

图  6 -3

若式 (6 -18) 为严格不等式 ,它就是严格凸函数的

充要条件。

凸函数的定义式 (6 -15) ,本质上是说凸函数上两

点间的线性插值不低于这个函数的值 ;而定理 3 则是

说 , 基于某点导数的线性近似不高于这个函数的值

(图 6 -3 )。

定理 4  (二阶条件 )

设 R 为 n 维欧氏空间 En 上的某一开凸集 , f ( X)

在 R 上具有二阶连续偏导数 , 则 f ( X) 为 R 上的凸函

数的充要条件是 : f ( X)的海赛矩阵 H ( X) 在 R 上处处半正定。

证明  先证必要性。

设 f ( X)为 R 上的凸函数。任取 X∈ R 和Z∈ En , 现证

Z
T

H ( X) Z≥0

因 R 为开集 ,故存在α
-

> 0 ,使当α
-
∈ [ - α

-
,α

-
]时 , 有 X +αZ∈ R。由定理 3 可得

f ( X +αZ)≥ f ( X) +α f ( X)
T

Z

再由泰勒公式

f ( X +αZ) = f ( X) +α f ( X)
T

Z +
1
2
α

2
Z

T
H ( X) Z + o(α

2
)

其中

lim
α→0

o(α2 )
α2 = 0

由以上两式得

1
2
α

2
Z

T
H ( X) Z + o(α

2
)≥0

从而

1
2

ZT H ( X) Z +
o(α2 )
α2 ≥0

令α→0 ,则得 Z
T

H ( X) Z≥0
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即 H ( X)为半正定矩阵。

下面证明充分性。设对任意 X∈ R, H ( X)为半正定矩阵 , 任取
-

X
∈ R,由泰勒公式 , 有

  f ( X) = f (
-

X
) + f (

-

X
)

T
( X -

-

X
) +

1
2

( X -
-

X
)

T
H (

-

X
+λ( X -

-

X
) ) ( X -

-

X
)

其中λ∈ (0 , 1 )。

因 R 为凸集 ,
-

X
+λ( X -

-

X
)∈ R。再由假设知 H (

-

X
+λ( X -

-

X
) )为半正定 ,从而

f ( X)≥ f (
-

X
) + f (

-

X
)

T
( X -

-

X
)

由定理 3 , f ( X)为 R 上的凸函数。

若对一切 X∈ R, f ( X)的海赛矩阵都是正定的 , 则 f ( X) 是 R 上的严格凸函数。

对于凹函数可以得到和上述类似的结果。

例 3  试证明 f ( X) = - x
2
1 - x

2
2 为凹函数。

证  首先由定义证明 f1 ( x1 ) = - x
2
1 为凹函数。

任意指定两点 a1 和 a2 , 看下述各式是否成立 ?

- [αa1 + (1 - α) a2 ]
2
≥α( - a

2
1 ) + (1 - α) ( - a

2
2 )

或

a
2
1 (α- α

2
) - 2 a1 a2 (α- α

2
) + a

2
2 (α- α

2
)≥0

或

(α- α
2

) ( a1 - a2 )
2
≥0

由于 0 <α< 1 , 故α- α2 > 0。显然 ,不管 a1 和 a2 取什么值 , 总有 (α- α2 ) ( a1 - a2 )2 ≥0 成

立 ,从而证明 f1 ( x1 ) = - x2
1 为凹函数。用同样的方法可以证明 f2 ( x2 ) = - x2

2 也是凹函

数。根据性质 2 , f ( X) = - x2
1 - x2

2 为凹函数。

再用定理 3 证明。任意选取第一点 X
( 1 )

= ( a1 , b1 )
T

, 第二点 X
( 2 )

= ( a2 , b2 )
T
。如此 ,

f ( X
( 1 )

) = - a
2
1 - b

2
1    f ( X

( 2 )
) = - a

2
2 - b

2
2

f ( X) = ( - 2 x1 , - 2 x2 ) T

f ( X( 1 ) ) = ( - 2 a1 , - 2b1 ) T

现看下述各式是否成立 ?

- a
2
2 - b

2
2 ≤ - a

2
1 - b

2
1 + ( - 2 a1  - 2b1 )

a2 - a1

b2 - b1

或

- a2
2 - b2

2 ≤ - a2
1 - b2

1 - 2 a1 ( a2 - a1 ) - 2b1 ( b2 - b1 )

或

- ( a2
2 - 2 a1 a2 + a2

1 ) - ( b2
2 - 2 b1 b2 + b2

1 )≤0

或

- ( a2 - a1 )2 - ( b2 - b1 )2 ≤0

不管 a1 、a2 、b1 和 b2 取什么值 ,上式均成立 , 从而得证。

下面用定理 4 证明。由于

�f ( X)
�x1

= - 2 x1   
�f ( X )
�x2

= - 2 x2
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�
2

f ( X)
�x

2
1

= - 2 < 0   
�

2
f ( X)

�x
2
2

= - 2

�2 f ( X)
�x1�x2

=
�2 f ( X)
�x2�x1

= 0

| H | =
- 2   0

 0  - 2
= 4 > 0

其海赛矩阵处处负定 ,故 f ( X)为 (严格 )凹函数。

4. 凸函数的极值

前已指出 ,函数的局部极小值并不一定等于它的最小值 , 前者只不过反映了函数的局

部性质。而最优化的目的 ,往往是要求函数在整个域中的最小值 ( 或最大值 )。为此 , 必须

将所得的全部极小值进行比较 (有时尚需考虑边界值 ) ,以便从中选出最小者。然而 , 对于

定义在凸集上的凸函数来说 , 则用不着进行这种麻烦的工作 , 它的极小值就等于其最

小值。

定理 5  若 f ( X) 为定义在凸集 R 上的凸函数 , 则它的任一极小点就是它在 R 上的

最小点 (全局极小点 ) ,而且它的极小点形成一个凸集。

证明

设 X* 是一个局部极小点 ,则对于充分小的邻域 Nδ( X* )中的一切 X ,均有

f ( X)≥ f ( X
*

)

令 Y 是 R 中的任一点 , 对于充分小的λ, 0 <λ< 1 ,就有

( (1 - λ) X * +λY)∈ Nδ( X * )

从而

f ( (1 - λ) X
*

+λY)≥ f ( X
*

)

由于 f ( X)为凸函数 , 故

( 1 - λ) f ( X
*

) +λf ( Y )≥ f ( (1 - λ) X
*

+λY)

将上述两个不等式相加 ,移项后除以λ,得到

f ( Y )≥ f ( X* )

这就是说 , X * 是全局极小点。

由性质 3 ,所有极小点的集合形成一个凸集。

定理 6  设 f ( X) 是定义在凸集 R 上的可微凸函数 ,若存在点 X
*
∈ R ,使得对于所有

的 X∈ R 有

f ( X* ) T ( X - X * )≥0 (6 -19)

则 X
*
是 f ( X)在 R 上的最小点 (全局极小点 )。

证明  由定理 3

f ( X)≥ f ( X * ) + f ( X * ) T ( X - X* )

如此 ,对所有 X∈ R 有

f ( X)≥ f ( X
*

)

一种极为重要的情形是 ,当点 X
*
是 R 的内点时 , 这时 ( 6 -19 ) 式对任意 X - X

*
都成

立 ,这就意味着可将 ( 6 -19)式改为
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f ( X
*

) = 0

以上两个定理说明 ,定义在凸集上的凸函数的平稳点 , 就是其全局极小点。全局极小

点并不一定是唯一的 ,但若为严格凸函数 , 则其全局极小点就是唯一的了。

1. 4  凸规则

现在再回到非线性规划 (6 -1)式、( 6 -2) 式和 ( 6 -3 )式。和线性规划类似 , 把满足约束

条件 (6 -2)式和 (6 -3 )式的点称做可行点 (可行解 ) , 所有可行点的集合称做可行域。若某

个可行解使目标函数 (6 -1)式为最小 , 就称它为最优解。

考虑非线性规划

min
X∈ R

f ( X)

 R = { X | gj ( X)≥0 ,  j = 1 , 2 , ⋯ , l}

假定其中 f ( X)为凸函数 , gj ( X) ( j = 1 , 2 , ⋯ , l)为凹函数 ( 或者说 - gj ( X) 为凸函数 ) , 这

样的非线性规划称为凸规划。可以证明 ,上述凸规划的可行域为凸集 , 其局部最优解即为

全局最优解 ,而且其最优解的集合形成一个凸集。当凸规划的目标函数 f ( X) 为严格凸

函数时 ,其最优解必定唯一 ( 假定最优解存在 )。由此可见 , 凸规划是一类比较简单而又具

有重要理论意义的非线性规划。

由于线性函数既可视为凸函数 ,又可视为凹函数 , 故线性规划也属于凸规划。

例 4  试分析非线性规划

min f ( X) = x
2
1 + x

2
2 - 4 x1 + 4

 g1 ( X) = x1 - x2 + 2≥0

 g2 ( X) = - x
2
1 + x2 - 1≥0

 x1 , x2 ≥0

解  f ( X) 和 g2 ( X)的海赛矩阵的行列式分别是

| H | =

�
2

f ( X)
�x

2
1

 
�

2
f ( X )

�x1�x2

�2 f ( X)
�x2�x1

 
�2 f ( X )
�x2

2

=
2  0

0  2
= 4 > 0

| g2 | =

�
2

g2 ( X )
�x

2
1

 
�

2
g2 ( X)

�x1�x2

�2 g2 ( X )
�x2�x1

 
�2 g2 ( X)

�x
2
2

=
- 2  0

 0  2
= 0 图  6 -4

知 f ( X)为严格凸函数 , g2 ( X )为凹函数。由于其他约束条件均为线性函数 , 所以这是一

个凸规划问题 (见图 6 -4 )。C 点为其最优点 : X* = ( 0 .58 , 1 .34 ) T , 目标函数的最优值为

f ( X
*

) = 3 .8。
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1. 5  下降迭代算法

为了求某可微函数 (假定无约束 ) 的最优解 , 根据前面的叙述 , 可如下进行 : 令该函数

的梯度等于零 ,由此求得平稳点 ; 然后用充分条件进行判别 , 求出所要的解。对某些较简

单的函数 ,这样做有时是可行的 ; 但对一般 n 元函数 f ( X) 来说 ,由条件 f ( X) = 0 得到的

常是一个非线性方程组 ,解它相当困难。对于不可微函数 , 当然谈不上使用这样的方法。

为此 ,常直接使用迭代法。

迭代法的基本思想是 :为了求函数 f ( X ) 的最优解 , 首先给定一个初始估计 X
( 0 )

, 然

后按某种规划 (即算法 ) 找出比 X( 0 ) 更好的解 X( 1 ) (对极小化问题 , f ( X( 1 ) ) < f ( X( 0 ) ) ; 对

极大化问题 , f ( X
( 1 )

) > f ( X
( 0 )

) ) ,再按此种规则找出比 X
( 1 )

更好的解 X
( 2 )

, ⋯。如此即可

得到一个解的序列{ X( k) }。若这个解序列有极限 X * ,即

lim
k→ ∞

‖ X
( k)

- X
*
‖ = 0 ,

则称它收敛于 X
*
。

若这算法是有效的 ,那么它所产生的解的序列将收敛于该问题的最优解。不过 , 由于

计算机只能进行有限次迭代 ,一般说很难得到准确解 , 而只能得到近似解。当满足所要求

的精度时 ,即可停止迭代。

图  6 -5

若由某算法所产生的解的序列{ X
( k)

}使目

标函数值 f ( X( k) )逐步减少 , 就称这算法为下降

算法。“下降”的要求比较容易实现 , 它包含了

很多种具体算法。显然 , 求解极小化问题应采

用下降算法。

现假定已迭代到点 X( k) (见图 6 -5 ) , 若从

X
( k)

出发沿任何方向移动都不能使目标函数值下

降 , 则 X( k) 是一局部极小点 , 迭代停止。若从

X
( k)

出发至少存在一个方向可使目标函数值有所下降 ,则可选定能使目标函数值下降的某

方向 P( k) , 沿这个方向迈进适当的一步 , 得到下一个迭代点 X( k + 1 ) , 并使 f ( X( k + 1 ) ) <

f ( X
( k)

)。这相当于在射线

X = X( k) +λP( k )

上选定新点

X
( k + 1 )

= X
( k)

+λk P
( k)

其中 , P
( k)

称为搜索方向 ;λk 称为步长或步长因子。

下降迭代算法的步骤可总结如下 :

(1 ) 选定某一初始点 X( 0 ) ,并令 k: = 0 ;

(2 ) 确定搜索方向 P
( k)

;

(3 ) 从 X
( k)

出发 , 沿方向 P
( k)

求步长λk ,以产生下一个迭代点 X
( k + 1 )

;

(4 ) 检查得到的新点 X
( k + 1 )

是否为极小点或近似极小点。若是 ,则停止迭代。否则 ,

令 k: = k + 1 , 转回 ( 2)继续进行迭代。

在以上步骤中 ,选取搜索方向 P
( k)

是最关键的一步 , 各种算法的区分 , 主要在于确定
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搜索方向的方法不同。

确定步长λk 可选用不同的方法。最简单的一种是令它等于某一常数 (例如令λk =

1) ,这样做计算简便 , 但不能保证使目标函数值下降。第二种称为可接受点算法 , 只要能

使目标函数值下降 ,可任意选取步长λk。第三种方法是基于沿搜索方向使目标函数值下

降最多 ,即沿射线 X = X( k) +λP( k) 求目标函数 f ( X)的极小 :

λk : min f ( X
( k)

+λP
( k)

) (6 -20)

由于这项工作是求以λ为变量的一元函数 f ( X
( k)

+λP
( k)

) 的极小点λk , 故常称这一过程

为 (最优 ) 一维搜索或线搜索 ,这样确定的步长为最佳步长。

一维搜索有个十分重要的性质:在搜索方向上所得最优点处的梯度和该搜索方向正交。

定理 7  设目标函数 f ( X) 具有一阶连续偏导数 , X( k + 1 ) 按下述规则产生

λk : min
λ

f ( X
( k)

+λP
( k)

)

X( k + 1 ) = X( k) +λk P( k )

则有 f ( X( k + 1 ) ) T P( k ) = 0 (6 -21)

证明  构造函数φ(λ) = f ( X
( k)

+λP
( k)

) ,则得

φ(λk ) = min
λ

φ(λ)

X
( k + 1 )

= X
( k)

+λk P
( k )

即λk 为φ(λ)的极小点。此外φ′(λ) = f ( X
( k)

+λP
( k)

)
T

P
( k)

由φ′(λ) |λ= λ
k

= 0 ,可得

  f ( X( k) +λk P( k) ) T P( k) = f ( X( k + 1 ) ) T P( k ) = 0   定理得证。

图  6 -6

(6 -21 )式的几何意义见图 6 -6。

对一个好的算法 ,不仅要求它产生的点列能收敛到

问题的最优解 , 还要求具有较快的收敛速度。设序列

{ X( k) }收敛于 X* , 若存在与迭代次数 k 无关的数 0 <

β< ∞和α≥1 , 使 k 从某个 k0 > 0 开始都有

‖ X
( k + 1 )

- X
*
‖≤β‖ X

( k)
- X

*
‖

α
(6 -22)

成立 ,就称{ X( k) }收敛的阶为α, 或{ X( k) }α阶收敛。

当α= 2 时 ,称为二阶收敛 , 也可说{ X
( k)

}具有二阶

敛速。

当 1 <α< 2 时 , 称超线性收敛。

当α= 1 ,且 0 <β< 1 时 , 称线性收敛或一阶收敛。

一般讲 ,线性收敛的敛速是比较慢的 , 二阶收敛是很快的 ,超级性收敛介于两者之间。

若一个算法具有超线性或更高的收敛速度 ,就认为它是一个很好的算法。

因为真正的最优解事先并不知道 ,为决定什么时候停止计算 , 只能根据相继两次迭代

的结果。常用的终止计算准则有以下几种 :

(1 ) 根据相继两次迭代的绝对误差

‖ X( k + 1 ) - X( k) ‖ <ε1 (6 -23)

| f ( X
( k + 1 )

) - f ( X
( k)

) | <ε2 (6 -24)

(2 ) 根据相继两次迭代的相对误差
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‖ X
( k + 1 )

- X
( k)

‖
‖ X

( k)
‖

<ε3 (6 -25)

| f ( X( k + 1 ) ) - f ( X( k) ) |
| f ( X( k) ) |

<ε4 (6 -26)

这时要求分母不接近于零。

(3 ) 根据目标函数梯度的模足够小

‖ f ( X
( k)

)‖ <ε5 (6 -27)

其中ε1 ,ε2 ,ε3 ,ε4 ,ε5 为事先给定的足够小的正数。

第 2 节  一 维 搜 索

前已述及 ,当用上述迭代法求函数的极小点时 , 常常要用到一维搜索 , 即沿某一已知

方向求目标函数的极小点。一维搜索的方法很多 ,常用的有 :

(1 ) 试探法 (“成功 - 失败”法 ,斐波那契法 , 0 .618 法等 ) ;

(2 ) 插值法 ( 抛物线插值法 ,三次插值法等 ) ;

(3 ) 微积分中的求根法 ( 切线法 ,二分法等 ) 。

限于篇幅 ,以下仅介绍斐波那契法和 0 .618 法。

2. 1  斐波那契 (Fibonacci)法 (分数法 )

设 y = f ( t)是区间[ a, b]上的下单峰函数 (图 6 -7) ,在此区间内它有唯一极小点 t
*
。若在

此区间内任取两点 a1 和 b1 , a1 < b1 ,并计算函数值 f ( a1 )和 f ( b1 ) ,可能出现以下两种情形:

(1 ) f ( a1 ) < f ( b1 ) (图 6 -7 (a ) ) ,这时极小点 t* 必在区间 [ a, b1 ]内。

(2 ) f ( a1 )≥ f ( b1 ) (图 6 -7 ( b) ) , 这时极小点 t* 必在区间 [ a1 , b] 内。

图  6 -7

这说明 ,只要在区间 [ a, b]内取两个不同点 , 并算出它们的函数值加以比较 ,就可以把

搜索区间 [ a, b] 缩小成 [ a, b1 ]或 [ a1 , b] (缩小后的区间仍需包含极小点 )。现在 , 如果要继

续缩小搜索区间 [ a, b1 ] ( 或 [ a1 , b] ) , 就只需在上述区间内再取一点算出其函数值 , 并与

f ( a1 )或 f ( b1 )加以比较即可。只要缩小后的区间包含极小点 t
*

, 则区间缩小得越小 , 就

越接近于函数的极小点 ,但计算函数值的次数也就越多。这就说明区间的缩短率和函数

值的计算次数有关。现在要问 ,计算函数值 n 次 ,能把包含有极小点的区间缩小到什么程

度呢 ? 或者换一种说法 ,计算函数值 n 次能把原来多大的区间缩小成长度为一个单位的

区间呢 ?

如果用 Fn 表示计算 n 个函数值能缩短为单位区间的最大原区间长度 ,显然
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F0 = F1 = 1 (6 -28)

其原因是 ,只有当原区间长度本来就是一个单位长度时才不必计算函数值 ; 此外 , 只计算

一次函数值无法将区间缩短 ,故只有区间长度本来就是单位区间时才行。

现考虑计算函数值两次的情形 ,今后我们把计算函数值的点称做试算点或试点。

在区间 [ a, b] 内取两个不同点 a1 和 b1 (图 6 -8 ( a ) ) , 计算其函数值以缩短区间 , 缩短

后的区间为 [ a, b1 ] 或 [ a1 , b] 。显然 ,这两个区间长度之和必大于 [ a, b] 的长度 , 也就是说 ,

计算两次函数值一般无法把长度大于二个单位的区间缩成单位区间。但是 , 对于长度为

两个单位的区间 ,可以如图 6 -8( b )那样选取试点 a1 和 b1 , 图中ε为任意小的正数 , 缩短后

的区间长度为 1 +ε。由于ε可任意选取 ,故缩短后的区间长度接近于一个单位长度。由

此可得 F2 = 2。

图  6 -8

根据同样的分析 (见图 6 -9 )可得

F3 = 3 ,  F4 = 5 ,  F5 = 8 , ⋯

序列{ Fn }可写成一个递推公式 :

Fn = Fn - 1 + Fn - 2   n≥2 (6 -29)

利用公式 ( 6 -29 ) , 可依次算出各 Fn 的值 , 见表 6 -1。这些 Fn 就是通常所说的斐波那

契数。

表  6 -1

n 0 k1 Š2 ©3 È4 ç5 �6 %7 D8 c9 ‚10 µ11 Ô12 


Fn 1 k1 Š2 ©3 È5 ç8 �13 921 X34 w55 –89 µ144 é233 �

图  6 -9

由以上讨论可知 ,计算 n次函数值所

能获得的最大缩短率 ( 缩短后的区间长度

与原区间长度之比 )为 1/ Fn 。例如 F20 =

10946 , 所以计算 20 个函数值即可把原长

度为 L 的区间缩短为

L
10946

= 0 .00009 L

的区间。现在 , 要想计算 n 个函数值 , 而

把区间 [ a0 , b0 ] 的长度缩短为原来长度的

δ倍 , 即缩短后的区间长度为

bn - 1 - an - 1 ≤ ( b0 - a0 )δ

则只要 n足够大 , 能使下式成立即可 :

Fn ≥
1
δ

(6 -30)

式中δ为一个正小数 ,称为区间缩短的相对精度。有时给出区间缩短的绝对精度η,即要求
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bn - 1 - an - 1 ≤η (6 -31)

显然 ,上述相对精度和绝对精度之间有如下关系 :

η= ( b0 - a0 )δ (6 -32)

图  6 -10

用这个方法缩短区间的步骤如下 :

( 1) 确定试点的个数 n。根据相对精度δ, 即

可用式 ( 6 -30 ) 算出 Fn , 然后由表 6 -1 确定最小

的 n。

( 2) 选取前两个试点的位置。

由 ( 6 -29 )式可知第一次缩短时的两个试点

位置分别是 (见图 6 -10 ) :

t1 = a0 +
Fn - 2

Fn
( b0 - a0 )

 = b0 +
Fn - 1

Fn
( a0 - b0 )

t′1 = a0 +
Fn - 1

Fn
( b0 - a0 )

(6 -33)

它们在区间内的位置是对称的。

(3 ) 计算函数值 f ( t1 )和 f ( t′1 ) ,并比较它们的大小。

若 f ( t1 ) < f ( t′1 ) ,则取

a1 = a0   b1 = t′1   t′2 = t1

并令

t2 = b1 +
Fn - 2

Fn - 1
( a1 - b1 )

否则 ,取

a1 = t1   b1 = b0   t2 = t′1

并令

t′2 = a1 +
Fn - 2

Fn - 1
( b1 - a1 )

(4 ) 计算 f ( t2 )或 f ( t′2 ) (其中的一个已经算出 ) , 如第 3 步那样一步步迭代。计算试

点的一般公式为 :

tk = bk - 1 +
Fn - k

Fn - k + 1
( ak - 1 - bk - 1 )

t′k = ak - 1 +
Fn - k

Fn - k + 1
( bk - 1 - ak - 1 )

(6 -34)

其中 k = 1 , 2 , ⋯ , n - 1。

(5 ) 当进行至 k = n - 1 时 ,

tn - 1 = t′n - 1 =
1
2

( an - 2 + bn - 2 )

这就无法借比较函数值 f ( tn - 1 )和 f ( t′n - 1 )的大小以确定最终区间 , 为此 ,取
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tn - 1 =
1
2

( an - 2 + bn - 2 )

t′n - 1 = an - 2 +
1
2

+ε ( bn - 2 - an - 2 )
(6 -35)

其中ε为任意小的数。在 tn - 1 和 t′n - 1 这两点中 , 以函数值较小者为近似极小点 ,相应的函

数值为近似极小值 ,并得最终区间 [ an - 2 , t′n - 1 ]或 [ tn - 1 , bn - 2 ]。

由上述分析可知 ,斐波那契法使用对称搜索的方法 , 逐步缩短所考察的区间 , 它能以

尽量少的函数求值次数 ,达到预定的某一缩短率。

例 5  试用斐波那契法求函数 f ( t) = t
2

- t + 2 的近似极小点和极小值 , 要求缩短后

的区间长度不大于区间 [ - 1 , 3 ]的 0 .08 倍。

解  容易验证 ,在此区间上函数 f ( t) = t
2

- t + 2 为严格凸函数。为了进行比较 , 我们

给出其精确解是 : t
*

= 0 .5 ,  f ( t
*

) = 1 .75。

已知δ= 0 .08 , Fn ≥1/ δ= 1/ 0 .08 = 12 .5

查表 6 -1 , n= 6 , a0 = - 1 , b0 = 3

t1 = b0 +
F5

F6
( a0 - b0 ) = 3 +

8
13

( - 1 - 3 ) = 0 .538

t′1 = a0 +
F5

F6
( b0 - a0 ) = - 1 +

8
13

( - 3 - ( - 1) ) = 1 .462

f ( t1 ) = 0 .538
2

- 0 .538 + 2 = 1 .751

f ( t′1 ) = 1 .4622 - 1 .462 + 2 = 2 .675

由于 f ( t1 ) < f ( t′1 ) ,故取 a1 = - 1 , b1 = 1 .462 , t′2 = 0 .538

t2 = b1 +
F4

F5
( a1 - b1 ) = 1 .462 +

5
8

( - 1 - 1 .462 ) = - 0 .077

f ( t2 ) = ( - 0 .077)2 - ( - 0 .077 ) + 2 = 2 .083

由于 f ( t2 ) > f ( t′2 ) = 1 .751 , 故取 a2 = - 0 .077 , b2 = 1 .462 , t′3 = 0 .538

t′3 = a2 +
F3

F4
( b2 - a2 ) = - 0 .077 +

3
5

( 1 .462 + 0 .077 ) = 0 .846

f ( t′3 ) = 0 .846
2

- 0 .846 + 2 = 1 .870

由于 f ( t′3 ) > f ( t3 ) = 1 .751 , 故取 a3 = - 0 .077 , b3 = 0 .846 , t′4 = 0 .538

t4 = b3 +
F2

F3
( a3 - b3 ) = 0 .846 +

2
3

( - 0 .077 - 0 .846) = 0 .231

f ( t4 ) = 0 .231
2

- 0 .231 + 2 = 1 .822

由于 f ( t4 ) > f ( t′4 ) = 1 .751 ,故取 a4 = 0 .231 , b4 = 0 .846 , t5 = 0 .538。现令ε= 0 .01 ,则

     t′5 = a4 +
1
2

+ε ( b4 - a4 )

= 0 .231 + ( 0 .5 + 0 .01) (0 .846 - 0 .231) = 0 .545

f ( t′5 ) = 0 .5452 - 0 .545 + 2 = 1 .752 > f ( t5 ) = 1 .751

故取 a5 = 0 .231 , b5 = 0 .545。由于 f ( t5 ) = 1 .751 < f ( t′5 ) = 1 .752 , 所以以 t5 为近似

极小点 ,近似极小值为 1 .751。

缩短后的区间长度为 0 .545 - 0 .231 = 0 .314 ,  0 .314/ 4 = 0 .0785 < 0 .08 , 其整个计

算过程示于图 6 -11 中。
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图  6 -11

2. 2  0 .618 法 (黄金分割法 )

由上节的论述可知 ,当用斐波那契法以 n 个试点来缩短某一区间时 ,区间长度的第一

次缩短率为 Fn - 1 / Fn , 其后各次分别为

Fn - 2

Fn - 1
,  

Fn - 3

Fn - 2
,  ⋯ ,  

F1

F2

现将以上数列分为奇数项 F2 k - 1 / F2 k和偶数项 F2 k/ F2 k + 1 ,可以证明 , 这两个数列收敛于同

一个极限。

设当 k→∞时

F2 k - 1

F2 k
→λ    

F2 k

F2 k + 1
→μ

由于

F2 k - 1

F2 k
=

F2 k - 1

F2 k - 1 + F2 k - 2
=

1

1 +
F2 k - 2

F2 k - 1

故当 k→∞时

lim
k→∞

F2 k - 1

F2 k
=

1
1 +μ

=λ (6 -36)

同理可证

μ=
1

1 +λ
(6 -37)

将 (6 -36 )式代入 ( 6 -37 )式得

μ=
1 + μ
2 + μ

即

μ
2

+μ- 1 = 0
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从而可得

μ=
5 - 1

2

若把 (6 -37 )式代入 ( 6 -36 )式 , 则得

λ
2

+λ- 1 = 0

故有

λ= μ=
5 - 1

2
= 0 .6180339887418948 (6 -38)

现用不变的区间缩短率 0 .618 ,代替斐波那契法每次不同的缩短率 , 就得到了黄金分

割法 (0 .618 法 )。这个方法可以看成是斐波那契法的近似 , 实现起来比较容易 , 效果也相

当好 ,因而易于为人们所接受。

当用 0 .618 方法时 ,计算 n 个试点的函数值可以把原区间 [ a0 , b0 ] 连续缩短 n - 1次 ,

因为每次的缩短率均为μ,故最后的区间长度为

( b0 - a0 )μn - 1

这就是说 ,当已知缩短的相对精度为δ时 , 可用下式计算试点个数 n:

μn - 1 ≤δ (6 -39)

当然 ,也可以不预先计算试点的数目 n, 而在计算过程中逐次加以判断 , 看是否已满

足了提出的精度要求。

0 .618 法是一种等速对称进行试探的方法 , 每次的试点均取在区间长度的 0 .618 倍

和 0 .382 倍处。

第 3 节  无约束极值问题的解法

本节研究无约束极值问题的解法 ,这种问题可表述为

min f ( X) ,  X∈ En (6 -40)

前面曾指出 ,在求解上述问题时常使用迭代法 , 迭代法可大体分为两大类。一类要用到函

数的一阶导数和 (或 ) 二阶导数 ,由于用到了函数的解析性质 , 故称为解析法 ; 另一类在迭

代过程中仅用到函数值 ,而不要求函数的解析性质 , 这类方法称为直接法。一般说来 , 直

接法的收敛速度较慢 ,只是在变量较少时才适用。但是直接法的迭代步骤简单 , 特别是当

目标函数的解析表达式十分复杂 ,甚至写不出具体表达式时 , 它们的导数很难求得 , 或者

根本不存在 ,这时解析法就无能为力了。

本节仅介绍几种常用的基本方法 ,其中前三种属解析法 , 后面一种属直接法。

3. 1  梯度法 (最速下降法 )

在求解无约束极值问题的解析法中 ,梯度法是最为古老但又十分基本的一种数值方

法。它的迭代过程简单 ,使用方便 , 而且又是理解某些其他最优化方法的基础 , 所以我们

先来说明这一方法。
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1. 梯度法的基本原理

假定无约束极值问题 (6 -40 )式中的目标函数 f ( X) 有一阶连续偏导数 , 具有极小点

X * 。以 X( k) 表示极小点的第 k 次近似 ,为了求其第 k + 1 次近似点 X( k + 1 ) , 我们在 X( k) 点

沿方向 P
( k)

做射线

X = X( k) +λP( k)  (λ≥0)

现将 f ( X)在 X
( k)

点处展成泰勒级数

f ( X) = f ( X( k) +λP( k) )

= f ( X
( k)

) +λ f ( X
( k)

)
T

P
( k)

+ o(λ)

其中

lim
λ→0

o(λ)
λ

= 0

对于充分小的λ, 只要

f ( X( k) ) T P( k) < 0 (6 -41)

即可保证 f ( X
( k)

+λP
( k)

) < f ( X
( k)

)。这时若取

X( k + 1 ) = X( k) +λP( k)

就能使目标函数值得到改善。

现考查不同的方向 P( k) 。假定 P( k ) 的模一定 (且不为零 ) , 并设 f ( X( k) ) ≠0 (否则 ,

X
( k)

是平稳点 ) , 使式 ( 6 -41 )成立的 P
( k)

有无限多个。为了使目标函数值能得到尽量大的

改善 ,必须寻求使 f ( X( k) ) T P( k) 取最小值的 P( k) 。由线性代数学知道

f ( X
( k)

)
T

P
( k)

= ‖ f ( X
( k)

)‖·‖ P
( k)

‖cosθ (6 -42)

式中θ为向量 f ( X( k) )与 P( k) 的夹角。当 P( k) 与 f ( X( k) )反向时 ,θ= 180°, cosθ= - 1。这

时 (6 -41 )式成立 ,而且其左端取最小值。我们称方向

P( k) = - f ( X( k) )

为负梯度方向 ,它是使函数值下降最快的方向 ( 在 X
( k )

的某一小范围内 )。

为了得到下一个近似极小点 ,在选定了搜索方向之后 , 还要确定步长λ。当采用可接

受点算法时 ,就是取某一λ进行试算 ,看是否满足不等式

f ( X( k) - λ f ( X( k) ) ) < f ( X( k) ) (6 -43)

若上述不等式成立 ,就可以迭代下去。否则 , 缩小λ使满足不等式 ( 6 -43 )式。由于采用负

梯度方向 ,满足 ( 6 -43)式的λ总是存在的。

另一种方法是通过在负梯度方向的一维搜索 ,来确定使 f ( X )最小的λk , 这种梯度法

就是所谓最速下降法。

2. 计算步骤

现将用梯度法解无约束极值问题的步骤简要总结如下 :

(1 ) 给定初始近似点 X( 0 ) 及精度ε> 0 ,若‖ f ( X( 0 ) )‖2 ≤ε,则 X( 0 ) 即为近似极小点。

(2 ) 若‖ f ( X
( 0 )

) ‖
2

>ε, 求步长λ0 , 并计算

X
( 1 )

= X
( 0 )

- λ0 f ( X
( 0 )

)
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求步长可用一维搜索法、微分法或试算法。若求最佳步长 , 则应使用前两种方法。

(3 ) 一般地 , 设已迭代到点 X( k ) ,若‖ f ( X( k) ) ‖2 ≤ε, 则 X( k) 即为所求的近似解 ; 若

‖ f ( X
( k)

)‖
2

>ε, 则求步长λk , 并确定下一个近似点

X( k + 1 ) = X( k ) - λk f ( X( k) ) (6 -44)

如此继续 ,直至达到要求的精度为止。

若 f ( X)具有二阶连续偏导数 , 在 X( k) 作 f ( X( k) - λ f ( X( k) ) ) 的泰勒展开 :

f ( X( k) - λ f ( X( k) ) )≈ f ( X( k) ) - f ( X( k) ) Tλ f ( X( k) ) +

1
2
λ f ( X( k) ) T H ( X( k) )λ f ( X( k) )

对λ求导并令其等于零 , 则得近似最佳步长

λk =
f ( X

( k)
)

T
f ( X

( k)
)

f ( X( k ) ) T H ( X( k) ) f ( X( k) )
(6 -45)

可见近似最佳步长不只与梯度有关 , 而且与海赛矩阵 H 也有关系 , 计算起来比较

麻烦。

确定步长λk 也可不用公式 (6 -45 ) ,而采用任一种一维搜索法 (例如 0 .618 法等 )。

有时 ,将搜索方向 P
( k)

的模规格化为 1 , 在这种情况下

P
( k )

=
- f ( X

( k)
)

‖ f ( X
( k)

)‖
(6 -46)

同时 ,式 ( 6 -45)变为

λk =
f ( X

( k)
)

T
f ( X

( k)
) ‖ f ( X

( k)
) ‖

f ( X( k ) ) T H ( X( k) ) f ( X( k) )
(6 -47)

例 6  试用梯度法求

f ( X) = ( x1 - 1)2 + ( x2 - 1 )2

的极小点 ,已知ε= 0 .1。

解  取初始点 X
( 0 )

= ( 0 , 0)
T

f ( X ) = [ 2( x1 - 1 ) , 2( x2 - 1) ] T

f ( X
( 0 )

) = ( - 2 , - 2 )
T

‖ f ( X
( 0 )

) ‖
2

= ( ( - 2)
2

+ ( - 2 )
2

)
2

= 8 >ε

H ( X) =
2  0

0  2

由式 (6 -45 )

λ0 =
f ( X( 0 ) ) T f ( X( 0 ) )

f ( X( 0 ) ) T H ( X( 0 ) ) f ( X( 0 ) )

=

( - 2 , - 2 )
- 2

- 2

( - 2 , - 2 )
2  0

0  2

- 2

- 2

=
8
16

=
1
2

X
( 1 )

= X
( 0 )

- λ0 f ( X
( 0 )

) =
0

0
-

1
2

- 2

- 2
=

1

1

f ( X
( 1 )

) = [2 (1 - 1) , 2 (1 - 1) ]
T

= (0 , 0 )
T
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故 X
( 1 )

即为极小点。

注意 ,计算步长λ0 时也可不用海赛矩阵。由于

X
( 1 )

= X
( 0 )

- λ f ( X
( 0 )

) =
0

0
- λ

- 2

- 2
=

2λ

2λ

代入目标函数可得

f ( X( 1 ) ) = ( 2λ- 1 )2 + ( 2λ- 1)2 = 2( 2λ- 1 )2

令

d f ( X( 1 ) )/ dλ= 0

即得所求步长λ0 = 1/ 2。

由这个例子可知 ,对于目标函数的等值线为圆的问题来说 , 不管初始点位置取在哪

里 ,负梯度方向总是直指圆心 , 而圆心即为极值点。这样 ,只要一次迭代即可达到最优解。

例 7  试求 f ( X) = x2
1 + 25 x2

2 的极小点。

解  取初始点 X( 0 ) = ( 2 , 2) T , f ( X( 0 ) ) = 104。本例使用规格化搜索方向法。

现先取用固定步长λ= 1 ,其迭代过程示如表 6 -2。

表  6 -2

步骤 点 x1 �x2 I
�f ( X( k) )

�x1

� f ( X( k) )
�x2

‖ f ( X( k) )‖

0 «X(0 ) 2 �2 54 c100 ¿～100 ~

1 «X(1 ) 1 �.96 1 5.00 3 c.92 50 ¿50 ~.1

2 «X(2 ) 1 �.88 0 53 c.76 0 ¿3 ~.76

3 «X(3 ) 0 �.88 0 51 c.76 0 ¿1 ~.76

4 «X(4 ) - 0 �.12 0 5- 0 c.24 0 ¿0 ~.24

5 «X(5 ) 0 �.88 0 5

继续计算下去可以看出 , x1 将来回振荡 ,难以收敛到极小点 (0 , 0 )。为使迭代过程收

敛 ,必须不断减小步长λ的值。

采用最佳步长时收敛较快 ,而且相邻两步的搜索方向互相垂直。下面用最佳步长进

行搜索。其迭代过程列于表 6 -3 中。

表  6 -3

步骤 点 λk x1 �x2 Õ
�f ( X( k) )

�x1

�f ( X( k) )
�x2

f ( X( k) )

0 |X( 0 ) 2 Â.003 2 ï2 À4 ‘100 •104 !

1 |X( 1 ) 1 Â.850 1 ï.92 - 0 À.003 3 ‘.84 - 0 •.15 3 !.69

2 |X( 2 ) 0 Â.070 0 ï.070 0 À.070 0 ‘.14 3 •.50 0 !.13

3 |X( 3 ) 0 ï.070 - 0 À.000
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  为直观起见 ,将上述两种迭代过程分别画于图 6 -12 及图 6 -13 中。

图  6 -12

图  6 -13

可以证明 ,当 f ( X)是具有一阶连续偏导数的凸函数时 , 如果由最速下降法所得的点

列{ X
( k)

}有界 ,则必有 : ①数列{ f ( X
( k)

)}单调下降 ; ②序列{ X
( k )

}的极限 X
*
满足 f ( X

*
)

= 0; ③ X * 为全局极小点。

由于负梯度方向的最速下降性 ,很容易使人们认为负梯度方向是理想的搜索方向 , 最

速下降法是一种理想的极小化方法。必须指出 , X 点处的负梯度方向 - f ( X) , 仅在 X

图  6 -14

点附近才具有这种“最速下降”的性质 , 而对于

整个极小化过程来说 , 那就是另外一回事了。

由例 6 可知 ,若目标函数的等值线为一族同心

圆 (或同心球面 ) , 则从任一初始点出发 , 沿最

速下降方向一步即可达到极小点。但通常的

情况并不是这样 , 例如 , 一般二元二次凸函数

的等值线为一族共心椭圆 ,当用最速下降法趋

近极 小 点 时 , 其 搜 索 路 径 呈 直 角 锯 齿 状

(图 6 -14)。在开头几步 , 目标函数值下降较

快 ,但接近极小点 X * 时 , 收敛速度就不理想了。特别是当目标函数的等值线椭圆比较扁

平时 ,收敛速度就更慢了。因此 , 在实用中 ,常将梯度法和其他方法联合起来应用 , 在前期

使用梯度法 ,而在接近极小点时 , 则使用收敛较快的其他方法。

3. 2  共轭梯度法

1. 共轭方向

  设 X 和 Y 是 n 维欧氏空间 En 中的两个向量 ,若有

XT Y = 0

就称 X 和 Y 正交。再设 A 为 n× n对称正定阵 , 如果 X 和 A Y 正交 ,即有

X
T

A Y = 0 (6 -48)

则称 X 和 Y 关于 A 共轭 , 或 X 和 Y 为 A 共轭 ( A 正交 )。
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一般地 ,设 A 为 n× n 对称正定阵 ,若非零向量组 P
( 1 )

, P
( 2 )

, ⋯ , P
( n )

∈ E
n
满足条件

( P( i ) ) T A P( j) = 0  ( i≠ j;  i , j = 1 , 2 , ⋯ , n) (6 -49)

则称该向量组为 A 共轭。如果 A = I( 单位阵 ) , 则上述条件即为通常的正交条件。因此 ,

A 共轭概念实际上是通常正交概念的推广。

定理 8  设 A 为 n× n 对称正定阵 , P
( 1 )

, P
( 2 )

, ⋯ , P
( n)

为 A 共轭的非零向量 , 则这一

组向量线性独立。

证明  设向量 P
( 1 )

, P
( 2 )

,⋯ , P
( n)

之间存在如下线性关系

α1 P( 1 ) +α2 P( 2 ) + ⋯ +αn P( n) = 0

对 i = 1 , 2 , ⋯ , n,用 ( P( i) ) T A 左乘上式得

αi ( P
( i )

)
T

A P
( i)

= 0

但 P
( i)
≠0 , A 为正定 , 即

( P( i) ) T A P( i ) > 0

故必有

αi = 0 ,  i = 1 , 2 , ⋯ , n

从而 P
( 1 )

, P
( 2 )

,⋯ , P
( n)

线性独立。

无约束极值问题的一个特殊情形是

min f ( X) =
1
2

XT A X + BT X + c (6 -50)

式中 A 为 n× n对称正定阵 ; X , B∈ En ; c 为常数。问题 (6 -50 ) 式称为正定二次函数极小

问题 ,它在整个最优化问题中起着极其重要的作用。

定理 9  设向量 P( i) , i = 0 , 1 , 2 , ⋯ , n - 1 , 为 A 共轭 , 则从任一点 X( 0 ) 出发 , 相继以

P
( 0 )

, P
( 1 )

, ⋯ , P
( n - 1 )

为搜索方向的下述算法

min
λ

f ( X
( k)

+λP
( k)

) = f ( X
( k)

+λk P
( k)

)

 X
( k + 1 )

= X
( k)

+λk P
( k)

经 n次一维搜索收敛于问题 ( 6 -50 )式的极小点 X
*
。

证明  由式 (6 -50 )

f ( X) = A X + B

设相继各次搜索得到的近似解分别为 X( 1 ) , X( 2 ) , ⋯ , X( n) , 则

f ( X
( k)

) = A X
( k)

+ B

f ( X( k + 1 ) ) = A X( k + 1 ) + B = A( X( k) +λk P( k) ) + B

= f ( X
( k)

) +λk A P
( k)

假定 f ( X
( k)

)≠0 , k = 0 , 1 , 2 ,⋯ , n - 1 , 则有

    f ( X( n) ) = f ( X( n - 1 ) ) +λn - 1 A P( n - 1 ) = ⋯

= f ( X( k + 1 ) ) +λk + 1 A P( k + 1 ) +λk + 2 A P( k + 2 ) + ⋯ +

λn - 1 A P( n - 1 )

由于在进行一维搜索时 ,为确定最佳步长λk , 令

d f ( X
( k + 1 )

)
dλ

=
d f [ X

( k)
+λP

( k)
]

dλ
= f ( X

( k + 1 )
)

T
P

( k)
= 0 (6 -51)

故对 k = 0 , 1 , 2 , ⋯ , n - 1 有
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( P
( k)

)
T

f ( X
( n)

) = ( P
( k)

)
T

f ( X
( k + 1 )

) +λk + 1 ( P
( k)

)
T

A P
( k + 1 )

+ ⋯ +

λn - 1 ( P
( k)

)
T

A P
( n - 1 )

= 0

这就是就 , f ( X
( n)

)和 n 个线性独立的向量 P
( 0 )

, P
( 1 )

, ⋯ , P
( n - 1 )

( 它们为 A 共轭 ) 正交 , 从

而必有

f ( X
( n)

) = 0

即 X( n ) 为 f ( X) 的极小点 X * 。

图  6 -15

下面我们就二维正定二次函数的情况加以说明 , 以便

对上述定理有个直观认识。

二维正定二次函数的等值线 , 在极小点附近可用一族

共心椭圆来代表 ( 图 6 -15 )。大家知道 , 过椭圆族中心 X*

引任意直线 ,必与诸椭圆相交 , 各交点处的切线互相平行。

如果在两个互相平行的方向上进行最优一维搜索 , 则可得

f ( X) 在此方向上的极小点 X( 1 ) 和
-

X

( 1 ) , 此两点必为椭圆族中

某椭圆与该平行直线的切点 , 而且联结 X
( 1 )

和
-

X

( 1 )
的直线必

通过椭圆族的中心 X
*
。

现从任一点 X
( 0 )

出发 , 沿射线 P
( 0 )

作一维搜索 , 则可得问题 ( 6 -50 ) 式的目标函数 f

( X) 在射线 X( 0 ) +λP( 0 ) 上的极小点

X( 1 ) = X( 0 ) +λ0 P( 0 )

其中λ0 满足

f ( X( 1 ) ) T P( 0 ) = 0

同样 ,从另一点
-

X

( 0 ) 出发也沿 P( 0 ) 方向作一维搜索 , 可得 ( 6 -50) 式中 f ( X) 在射线
-

X

( 0 ) +

λP( 0 ) 上的极小点

-
X

( 1 )
=
-

X

( 0 )
+λ0 P

( 0 )

其中λ0 满足

f (
-

X

( 1 ) ) T P( 0 ) = 0

从而

[ f (
-

X

( 1 ) ) - f ( X( 1 ) ) ] T P( 0 ) = 0

但由式 (6 -50 )

f ( X) = A X + B

若令

P
( 1 )

=
-

X

( 1 )
- X

( 1 )

则有

( P
( 1 )

)
T

A P
( 0 )

= 0

即 P
( 1 )

和 P
( 0 )

为 A 共轭。

上述分析说明 ,对于二维正定二次函数来说 , 从任一点 X
( 0 )

出发 , 沿相互共轭的方向
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P
( 0 )

和 P
( 1 )

进行两次一维搜索 , 即可收敛到函数的极小点。

2. 正定二次函数的共轭梯度法

对于问题 (6 -50)式来说 ,由于 A 为对称正定阵 ,故存在唯一极小点 X* , 它满足方程组

f ( X) = A X + B = 0 (6 -52)

且具有形式

X* = - A - 1 B (6 -53)

如果已知某共轭向量组 P( 0 ) , P( 1 ) ,⋯ , P( n - 1 ) , 由定理 9 可知 , 问题 (6 -50 )式的极小点

X * 可通过下列算法得到 :

X( k + 1 ) = X( k) +λk P( k) ,  k = 0 , 1 , 2 ,⋯ , n - 1

λk : min
λ

f ( X
( k)

+λP
( k)

)

X
( n)

= X
*

(6 -54)

算法 (6 -54 )式称为共轭方向法。它要求 : 搜索方向 P
( 0 )

, P
( 1 )

, ⋯ , P
( n - 1 )

必须共轭 ; 确

定各近似极小点时必须按最优一维搜索进行。

共轭梯度法是共轭方向法的一种 ,它的搜索方向是利用一维搜索所得极小点处函数

的梯度生成的 ,我们现在就来构造正定二次函数的共轭梯度法。

由于 f ( X) = A X + B,故有

f ( X( k + 1 ) ) - f ( X( k) ) = A( X( k + 1 ) - X( k) )

但

X
( k + 1 )

= X
( k)

+λk P
( K)

故

f ( X( k + 1 ) ) - f ( X( k) ) =λk A P ( k) ,  k = 0 , 1 , 2 ,⋯ , n - 1 (6 -55)

任取初始近似点 X
( 0 )

, 并取初始搜索方向为此点的负梯度方向 ,即

P
( 0 )

= - f ( X
( 0 )

)

沿射线 X
( 0 )

+λP
( 0 )

进行一维搜索 , 得

X
( 1 )

= X
( 0 )

+λ0 P
( 0 )

λ0 : min
λ

f ( X( 0 ) +λP( 0 ) )

算出 f ( X
( 1 )

) , 由 (6 -51) 式知

f ( X
( 1 )

)
T

P
( 0 )

= - f ( X
( 1 )

)
T

f ( X
( 0 )

) = 0

从而可知 f ( X
( 1 )

) 和 f ( X
( 0 )

) 正交 ( 这里假设 f ( X
( 1 )

) 和 f ( X
( 0 )

) 均不等于零 )。

f ( X
( 0 )

)和 f ( X
( 1 )

)构成一正交系 , 我们可以在由它们生成的二维子空间中寻求 P
( 1 )

。

为此 ,可令

P( 1 ) = - f ( X( 1 ) ) +α0 f ( X( 0 ) )

式中α0 为待定系数。欲使 P
( 1 )

与 P
( 0 )

与 A 共轭 ,由 (6 -55) 式 ,必须

[ - f ( X( 1 ) ) +α0 f ( X( 0 ) ) ] T [ f ( X( 1 ) ) - f ( X( 0 ) ) ] = 0

故

- α0 =
f ( X

( 1 )
)

T
f ( X

( 1 )
)

f ( X
( 0 )

)
T

f ( X
( 0 )

)
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令

β0 = - α0 =
f ( X( 1 ) ) T f ( X( 1 ) )
f ( X( 0 ) ) T f ( X( 0 ) )

(6 -56)

由此可得

P( 1 ) = - f ( X( 1 ) ) +β0 P( 0 ) (6 -57)

以 P( 1 ) 为搜索方向进行最优一维搜索 ,可得

X
( 2 )

= X
( 1 )

+λ1 P
( 1 )

λ1 : min
λ

f ( X( 1 ) +λP( 1 ) )

算出 f ( X( 2 ) ) , 假定 f ( X( 2 ) )≠0 , 因 P( 0 ) 和 P( 1 ) 为 A 共轭 ,故

f ( X
( 0 )

)
T

[ f ( X
( 2 )

) - f ( X
( 1 )

) ] = 0

但

f ( X
( 0 )

)
T

f ( X
( 1 )

) = 0

故

f ( X
( 0 )

)
T

f ( X
( 2 )

) = 0

由于

f ( X
( 2 )

)
T

P
( 1 )

= f ( X
( 2 )

)
T

[ - f ( X
( 1 )

) +α0 f ( X
( 0 )

) ] = 0

所以

f ( X
( 2 )

)
T

f ( X
( 1 )

) = 0

即 f ( X( 2 ) )、 f ( X( 1 ) )和 f ( X( 0 ) )构成一正交系。现由它们生成的三维子空间中 , 寻求与

P
( 0 )

和 P
( 1 )

为 A 共轭的搜索方向 P
( 2 )

。令

P( 2 ) = - f ( X( 2 ) ) +α1 f ( X( 1 ) ) +α0 f ( X( 0 ) )

式中α0 和α1 均为待定系数。由于 P( 2 ) 应与 P( 0 ) 和 P( 1 ) 为 A 共轭 , 故须

[ - f ( X( 2 ) ) +α1 f ( X( 1 ) ) +α0 f ( X( 0 ) ) ] T [ f ( X( 1 ) ) - f ( X( 0 ) ) ] = 0

[ - f ( X
( 2 )

) +α1 f ( X
( 1 )

) +α0 f ( X
( 0 )

) ]
T

[ f ( X
( 2 )

) - f ( X
( 1 )

) ] = 0

从而

α1 f ( X
( 1 )

)
T

f ( X
( 1 )

) - α0 f ( X
( 0 )

)
T

f ( X
( 0 )

) = 0

- f ( X
( 2 )

)
T

f ( X
( 2 )

) - α1 f ( X
( 1 )

)
T

f ( X
( 1 )

) = 0

解之得

- α1 =
f ( X

( 2 )
)

T
f ( X

( 2 )
)

f ( X
( 1 )

)
T

f ( X
( 1 )

)

α0 =α1
f ( X

( 1 )
)

T
f ( X

( 1 )
)

f ( X
( 0 )

)
T

f ( X
( 0 )

)

令β1 = - α1 ,则α0 = - β1β0 , 于是

P
( 2 )

= - f ( X
( 2 )

) - β1 f ( X
( 1 )

) - β0β1 f ( X
( 0 )

)

= - f ( X
( 2 )

) +β1 [ - f ( X
( 1 )

) - β0 f ( X
( 0 )

) ]

= - f ( X
( 2 )

) +β1 [ - f ( X
( 1 )

) +β0 P
( 0 )

]

= - f ( X
( 2 )

) +β1 P
( 1 )

(6 -58)
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继续上述步骤 ,可得一般公式如下 :

P( k + 1 ) = - f ( X( k + 1 ) ) +βk P( k)

βk =
f ( X

( k + 1 )
)

T
f ( X

( k + 1 )
)

f ( X( k) ) T f ( X( k) )

对于正定二次函数来说 , f ( X) = A X + B, 由 ( 6 -55 )式

f ( X( k + 1 ) ) = f ( X( k) ) +λk A P( k)

由于进行的是最优一维搜索 ,故有

f ( X
( k + 1 )

)
T

P
( k )

= 0

从而

λk = -
f ( X( k ) ) T P( k)

( P( k) ) T A P( k)

如此 ,即可得共轭梯度法的一组计算公式如下 :

X
( k + 1 )

= X
( k)

+λk P
( k)

λk = -
f ( X( k) ) T P( k)

( P
( k)

)
T

A P
( k)

P( k + 1 ) = - f ( X( k + 1 ) ) +βk P( k)

βk =
f ( X( k + 1 ) ) T f ( X( k + 1 ) )

f ( X( k) ) T f ( X( k) )

  k = 0 , 1 , 2 , ⋯ , n - 1

(6 -59)

(6 -60)

(6 -61)

(6 -62)

其中 X( 0 ) 为初始近似 , P( 0 ) = - f ( X( 0 ) )。

由于 P( k) = - f ( X( k) ) +βk - 1 P( k - 1 ) 以及 f ( X( k) ) T P( k - 1 ) = 0 ,故式 (6 -60) 也可写成

λk =
f ( X

( k)
)

T
f ( X

( k)
)

( P
( k)

)
T

A P
( k) (6 -63)

(6 -62 )式最先由弗莱彻 ( Fletcher )和瑞夫斯 ( Reeves)提出 , 故此法亦称为 FR 共轭梯

度法。上述公式还有其他等价形式。例如 ,借助于 ( 6 -55)式 , 可将它变为

βk =
f ( X

( k + 1 )
)

T
A P

( k)

( P
( k)

)
T

A P
( k) (6 -64)

现将共轭梯度法的计算步骤总结如下 :

(1 ) 选择初始近似 X( 0 ) ,给出允许误差ε> 0。

(2 ) 计算

P
( 0 )

= - f ( X
( 0 )

)

并用(6 -59)式和 (6 -60)式算出 X
( 1 )

。计算步长也可使用以前介绍过的一维搜索法。

(3 ) 一般地 , 假定已得出 X
( k )

和 P
( k)

,则可计算其第 k + 1 次近似 X
( k + 1 )

:

X
( k + 1 )

= X
( k)

+λk P
( k )

λk : min
λ

f ( X( k) +λP( k) )

(4 ) 若‖ f ( X( k + 1 ) ) ‖2 ≤ε, 停止计算 , X( k + 1 ) 即为要求的近似解。否则 , 若 k < n - 1 ,

则用 (6 -62 )式和 ( 6 -61 )式计算βk 和 P( k + 1 ) , 并转向第 3 步。

应当指出 ,对于二次函数的情形 , 从理论上说 ,进行 n 次迭代即可达到极小点。但是 ,

在实际计算中 ,由于数据的舍入以及计算误差的积累 , 往往做不到这一点。此外 , 由于 n
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维问题的共轭方向最多只有 n 个 ,在 n步以后继续如上进行是没有意义的。因此 , 在实际

应用时 ,如迭代到 n 步还不收敛 ,就将 X( n) 作为新的初始近似 , 重新开始迭代。根据实际

经验 ,采用这种再开始的办法 , 一般都可得到较好的效果。

例 8  试用共轭梯度法求下述二次函数的极小点 :

f ( X) =
3
2

x
2
1 +

1
2

x
2
2 - x1 x2 - 2 x1

解  将 f ( X)化成 (6 -50) 式的形式 ,得

A =
 3  - 1

- 1   1

现从 X( 0 ) = ( - 2 , 4) T 开始 ,由于

f ( X) = [ (3 x1 - x2 - 2 ) , ( x2 - x1 ) ]
T

故

f ( X
( 0 )

) = ( - 12 ,6 )
T

P( 0 ) = - f ( X( 0 ) ) = ( 12 , - 6 ) T

λ0 = -
f ( X( 0 ) ) T P( 0 )

( P( 0 ) ) T A P( 0 ) = -

( - 12 ,6 )
 12

- 6

( 12 , - 6 )
 3  - 1

- 1   1

 12

- 6

=
180
612

=
5
17

于是

X
( 1 )

= X
( 0 )

+λ0 P
( 0 )

=
- 2

 4
+

5
17

 12

- 6
=

26
17

,
38
17

T

f ( X
( 1 )

) = ( 6/ 17 ,12/ 17 )
T

β0 =
f ( X

( 1 )
)

T
f ( X

( 1 )
)

f ( X
( 0 )

)
T

f ( X
( 0 )

)
=

6
17

,
12
17

6/ 17

12/ 17

( - 12 , 6)
- 12

 6

=
1

289

P( 1 ) = - f ( X( 1 ) ) +β0 P( 0 ) = -
6/ 17

12/ 17
+

1
289

 12

- 6
= -

90
289

, -
210
289

T

λ1 = -
f ( X( 1 ) ) T P( 1 )

( P( 1 ) ) T A P( 1 )

= -

6
17

,
12
17

-
90

289
, -

210
289

T

-
90

289
, -

210
289

 3  - 1

- 1   1
-

90
289

, -
210
289

T

=
6×17×90 + 12×17×210

( - 60 , - 120 ) ( - 90 , - 210 ) T =
17( 6×90 + 12×210 )

60×90 + 120×210

=
17
10

故

X
( 2 )

= X
( 1 )

+λ1 P
( 1 )

=
26/ 17

38/ 17
+

17
10

- 90/ 289

- 210/ 289
=

1

1
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图  6 -16

这就是 f ( X)的极小点。图 6 -16 表明了本例的搜

索方向和步骤。

  3. 非二次函数的共轭梯度法

可将共轭梯度法推广到求解一般无约束极值

问题 ( 6 -40 )式。

设 f ( X) 为某一严格凸函数 ,它具有二阶连续

偏导数 , 其唯一极小点为 X * 。现任取初始近似

X
( 0 )

,计算 f ( X
( 0 )

) , 选取 P
( 0 )

= - f ( X
( 0 )

) 为初

始搜索方向 , 做射线 X( 0 ) + λP( 0 ) (λ≥ 0 ) , 并将

f ( X) = f ( X
( 0 )

+λP
( 0 )

)于 X
( 0 )

附近做泰勒展开 :

f ( X( 0 ) +λP( 0 ) )≈ f ( X( 0 ) ) +λ f ( X( 0 ) ) T P( 0 ) +

1
2
λ

2
( P

( 0 )
)

T
H ( X

( 0 )
) P

( 0 )

上式为λ的二次函数 ,因 ( P
( 0 )

)
T

H( X
( 0 )

) P
( 0 )

> 0,故使该二次函数沿 P
(0 )
方向取极小值的λ为

λ0 = -
f ( X

( 0 )
)

T
P

( 0 )

( P( 0 ) ) T H ( X( 0 ) ) P( 0 )

显然 ,它近似满足 min
λ

f ( X( 0 ) +λP( 0 ) ) 。令

X( 1 ) = X( 0 ) +λ0 P( 0 )

则 X
( 1 )

近似满足

f ( X( 1 ) ) T P( 0 ) = 0

现构造向量

P( 1 ) = - f ( X( 1 ) ) +β0 P( 0 )

使满足 ( P
( 1 )

)
T

H ( X
( 0 )

) P
( 0 )

= 0 ,则得

β0 =
f ( X( 1 ) ) T H ( X( 0 ) ) P( 0 )

( P( 0 ) ) T H ( X( 0 ) ) P( 0 )

这就确定了 P
( 1 )

。

按此手续可构造各次迭代的搜索方向及近似点。一般地 ,我们有 :

        

X( k + 1 ) = X( k) +λk P( k)

λk = -
f ( X

( k)
)

T
P

( k)

( P( k) ) T H ( X( k) ) P( k)            ( 6 -65 )

P
( k + 1 )

= - f ( X
( k + 1 )

) +βk P
( k)

βk =
f ( X

( k + 1 )
)

T
H ( X

( k)
) P

( k)

( P
( k)

)
T

H ( X
( k)

) P
( k)          ( 6 -66 )

这就是推广到非二次函数的共轭梯度法的计算公式。

由于在导出上述公式的过程中利用了一些近似关系 , 以及 H ( X
( k )

) 的逐次变化 , 使

P
( 0 )

, P
( 1 )

,⋯ , P
( n - 1 )

的共轭性遭受破坏 , 因而对于一般非二次函数来说 , 要以 n 步迭代取

得收敛常常是不可能的。所以在实际应用时 ,如迭代步数 k≤ n已达到要求的精度 , 则以

X
( k)

作为要求的近似解。否则可将前 n 步作为一个循环 , 同时以所得到的 X
( n)

作为新的

初始近似重新开始 ,进行第二个循环。重复进行 , 直至满足要求的精度为止。
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3. 3  变尺度法

变尺度法是近 30 多年来发展起来的 , 它是求解无约束极值问题的一种有效方法。由

于它既避免了计算二阶导数矩阵及其求逆过程 ,又比梯度法的收敛速度快 , 特别是对高维

问题具有显著的优越性 ,因而使变尺度法获得了很高的声誉 , 至今仍被公认为求解无约束

极值问题最有效的算法之一。下面我们就来简要地介绍变尺度法的基本原理及其计算

过程。

1. 基本原理

假定无约束极值问题的目标函数 f ( X)具有二阶连续偏导数 , X( k) 为其极小点的某一

近似。在这个点附近取 f ( X)的二阶泰勒多项式逼近

f ( X)≈ f ( X( k) ) + f ( X( k) ) TΔ+
1
2
ΔXT H ( X( k) )ΔX (6 -67)

则其梯度为

f ( X)≈ f ( X( k) ) + H ( X( k) )ΔX (6 -68)

这个近似函数的极小点满足

f ( X
( k)

) + H ( X
( k)

)ΔX = 0

从而

X = X
( k)

- H ( X
( k)

)
- 1

f ( X
( k)

) (6 -69)

其中 H ( X
( k)

)为 f ( X)在 X
( k)

点的海赛矩阵。

如果 f ( X)是二次函数 , 则 H ( X) 为常数阵。这时 , 逼近 (6 -67) 式是准确的。在这种

情况下 ,从任一点 X( k) 出发 ,用 (6 -69) 式只要一步即可求出 f ( X)的极小点 (假定 H ( X( k) )

正定 )。

当 f ( X)不是二次函数时 , ( 6 -67) 式仅是 f ( X )在 X
( k)

点附近的近似表达式。这时 ,

按 (6 -69 ) 式求得的极小点 , 只是 f ( X ) 的极小点的近似。在这种情况下 , 人们常取

- H ( X
( k)

)
- 1

f ( X
( k)

)为搜索方向 , 即

P
( k)

= - H ( X
( k)

)
- 1

f ( X
( k)

)

X
( k + 1 )

= X
( k)

+λk P
( k)

λk : min
λ

f ( X( k) +λP( k ) )

(6 -70)

按照这种方式求函数 f ( X) 的极小点的方法 , 称做广义牛顿法。 ( 6 -70 ) 式确定的搜

索方向 ,为 f ( X)在点 X
( k)

的牛顿方向。牛顿法的收敛速度很快 , 当 f ( X) 的二阶导数及

其海赛矩阵的逆阵便于计算时 ,使用这一方法非常有效。

问题在于 ,实际问题中的目标函数往往相当复杂 , 计算二阶导数的工作量或者太大 ,

或者根本不可能。况且 ,在 X 的维数很高时 , 计算逆阵也相当费事。为了不计算二阶导

数矩阵 H ( X
( k)

) , 从而也不必计算其逆阵 H ( X
( k)

)
- 1

, 我们设法构造另一个矩阵
-

H

( k)
, 用它

来直接逼近二阶导数矩阵的逆阵 H ( X
( k)

)
- 1
。

下面就来研究如何构造 H ( X
( k)

)
- 1
的近似矩阵

-

H

( k )
。我们要求 , 在每一步都能以现有
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的信息来确定下一个搜索方向 ;每做一次迭代 , 目标函数值均有所下降 ;而且 , 这些近似矩

阵最后应收敛于解点处的海赛矩阵的逆阵。

当 f ( X)是二次函数时 , 其海赛矩阵为常数阵 , 可知其在任两点 X
( k)

和 X
( k + 1 )

处的梯

度之差等于

f ( X( k + 1 ) ) - f ( X( k) ) = A( X( k + 1 ) - X( k) )

或

X
( k + 1 )

- X
( k)

= A
- 1

[ f ( X
( k + 1 )

) - f ( X
( k)

) ] (6 -71)

对于非二次函数 ,仿照二次函数的情形 , 要求其海赛矩阵的逆阵的第 k + 1 次近似矩

阵
-

H

( k + 1 )
满足关系式

X( k + 1 ) - X( k) =
-

H

( k + 1 ) [ f ( X( k + 1 ) ) - f ( X( k) ) ] (6 -72)

此式就是所谓的拟牛顿条件。

若令

ΔG( k) = f ( X( k + 1 ) ) - f ( X( k) )

ΔX( k ) = X( k + 1 ) - X( k)
(6 -73)

则 (6 -72 )式变为

ΔX
( k)

=
-

H

( k + 1 )
ΔG

( k)

现设
-

H

( k)
已知 , 并用下式求

-

H

( k + 1 )
(假定

-

H

( k)
和

-

H

( k + 1 )
都为对称正定阵 ) :

-
H

( k + 1 )
=
-

H

( k)
+Δ

-

H

( k)
(6 -74)

上式中Δ
-

H

( k)
为第 k 次校正矩阵 ,

-

H

( k + 1 )
应满足拟牛顿条件 ,即要求

ΔX
( k)

= (
-

H

( k)
+Δ -

H

( k)
)ΔG

( k)

或

Δ -
H

( k)
ΔG

( k)
=ΔX

( k )
-
-

H

( k)
ΔG

( k)
(6 -75)

由此可以设想Δ
-

H

( k) 的一种较简单形式为

Δ
-

H

( k)
=Δ X

( k)
( Q

( k)
)

T
-
-

H

( k )
ΔG

( k)
( W

( k)
)

T
(6 -76)

式中 Q
( k)

和 W
( k)

为两个待定向量。

将表达式 (6 -76 )代入 ( 6 -75 )式得

ΔX( k) ( Q( k) ) TΔG( k) -
-

H

( k)ΔG( k) ( W ( k) ) TΔG( k) =ΔX( k) -
-

H

( k)ΔG( k)

这就是说 ,应使

( Q( k) ) TΔG( k) = ( W( k) ) TΔG( k) = 1 (6 -77)

由于Δ
-

H

( k) 应为对称阵 ,最简单的办法就是取

Q( k) =ηkΔX( k)

W
( k)

=ξk
-

H

( k)
ΔG

( k)
(6 -78)
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由 (6 -77 )式

ηk (ΔX
( k )

)
T
ΔG

( k)
=ξk (ΔG

( k)
)

T
-

H
( k)
ΔG

( k)
= 1

设 (ΔX
( k)

)
T
ΔG

( k)
以及 (ΔG

( k)
)

T
-

H
( k)
ΔG

( k)
皆不为零 ,则有

ηk =
1

(ΔX
( k)

)
T
ΔG

( K) =
1

(ΔG
( k)

)
T
ΔX

( k)

ξk =
1

(ΔG( k) ) T
-

H
( k)ΔG( k)

(6 -79)

于是得到校正矩阵

Δ
-

H

( k)
=
ΔX

( k)
(ΔX

( k)
)

T

(ΔG
( k)

)
T
ΔX

( k) -
-
H

( k)ΔG( k) (ΔG( k) ) T
-

H
( k)

(ΔG
( k)

)
T
-

H
( k)
ΔG

( k)
(6 -80)

从而得到

-
H

( k + 1 ) =
-

H

( k) +
ΔX( k) (ΔX( k) ) T

(ΔG( k) ) TΔX( k) -
-
H

( k)
ΔG

( k)
(ΔG

( k )
)

T
-

H
( k )

(ΔG( k) ) T
-

H
( k) ΔG( k)

(6 -81)

上述矩阵称为尺度矩阵 , 在整个迭代过程中它是在不断变化的。有了尺度矩阵 , 即可依

(6 -70 )式进行迭代计算。

2. 计算步骤

现将变尺度法的计算步骤总结如下 :

(1 ) 给定初始点 X
( 0 )

及梯度允许误差ε> 0。

(2 ) 若

‖ f ( X( 0 ) )‖2 ≤ε

则 X( 0 ) 即为近似极小点 , 停止迭代。否则 ,转向下一步。

(3 ) 令

-
H

( 0 )
= I(单位阵 )

P
( 0 )

= -
-

H

( 0 )
f ( X

( 0 )
)

在 P( 0 ) ( 0)方向进行一维搜索 , 确定最佳步长λ0 :

min
λ

f ( X
( 0 )

+λP
( 0 )

) = f ( X
( 0 )

+λ0 P
( 0 )

)

如此可得下一个近似点

X
( 1 )

= X
( 0 )

+λ0 P
( 0 )

(4 ) 一般地 , 设已得到近似点 X
( k )

,算出 f ( X
( k)

) , 若

‖ f ( X
( k)

)‖
2
≤ε

则 X
( k )

即为所求的近似解 ,停止迭代 ; 否则 ,按式 ( 6 -81)计算
-

H

( k)
,并令

P( k) = -
-

H

( k) f ( X( k) )

在 P( k) 方向进行一维搜索 ,确定最佳步长λk :

min
λ

f ( X
( k)

+λP
( k )

) = f ( X
( k)

+λk P
( k)

)
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其下一个近似点为

X( k + 1 ) = X( k) +λk P ( k)

(5 ) 若 X
( k + 1 )

点满足精度要求 ,则 X
( k + 1 )

即为所求的近似解。否则 , 转回第 4 步 , 直到

求出某点满足精度要求为止。

和共轭梯度法相类似 ,如果迭代 n次仍不收敛 , 则以 X( n) 为新的 X( 0 ) , 以这时的 X( 0 )

为起点重新开始一轮新的迭代。

上述方法首先由戴维顿 (Davidon ) 提出 , 后经弗莱彻 ( Fletcher )和鲍威尔 ( Powell ) 加

以改进 ,故称 DFP 法 ,或 DFP 变尺度法。

例 9  试用 DFP 法重新计算例 3。

解  和例 3 一样 ,仍从 X
( 0 )

= ( - 2 ,4 )
T
开始 , 并取

-
H

( 0 )
=

1  0

0  1

f ( X) = [ (3 x1 - x2 - 2 ) , ( x2 - x1 ) ] T

f ( X( 0 ) ) = ( - 12 ,6 ) T

P
( 0 )

= -
-

H

( 0 )
f ( X

( 0 )
) = -

1  0

0  1

- 12

 6
=

 12

- 6

利用一维搜索 ,即 min
λ

f ( X
( 0 )

+λP
( 0 )

) ,可算得

λ0 =
5

17

X
( 1 )

= X
( 0 )

+λ0 P
( 0 )

=
- 2

 4
+

5
17

 12

- 6
=

26
17

,
38
17

T

f ( X( 1 ) ) =
6

17
,

12
17

T

ΔX
( 0 )

= X
( 1 )

- X
( 0 )

=
26
17

,
38
17

T

- ( - 2 , 4 )
T

=
60
17

, -
30
17

T

ΔG( 0 ) = f ( X( 1 ) ) - f ( X( 0 ) )

=
6

17
,
12
17

T

- ( - 12 , 6) T =
210
17

, -
90
17

T

-
H

( 1 )
=
-

H

( 0 )
+
ΔX

( 0 )
(ΔX

( 0 )
)

T

(ΔG
( 0 )

)
T
ΔX

( 0 ) -
-
H

( 0 )ΔG( 0 ) (ΔG( 0 ) ) T
-

H
( 0 )

(ΔG
( 0 )

)
T
-

H
( 0 )
ΔG

( 0 )

=
1  0

0  1
+

60
17

, -
30
17

T
60
17

, -
30
17

210
17

, -
90
17

60
17

, -
30
17

T -

 

1  0

0  1

210
17

, -
90
17

T 210
17

, -
90
17

1  0

0  1

210
17

, -
90
17

1  0

0  1
210
17

, -
90
17

T

=
1  0

0  1
+

1
17

 4  - 2

- 2   1
-

1
58

 49  - 21

- 21   9
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=
1

986
385  241

241  891

P( 1 ) = -
-

H

( 1 ) f ( X( 1 ) ) = -
1

986

385  241

241  891

6/ 17

12/ 17
= -

9/ 29

21/ 29

再由一维搜索 min
λ

f ( X
( 1 )

+λP
( 1 )

) , 得

λ1 =
29
17

从而

X
( 2 )

= X
( 1 )

+λ1 P
( 1 )

=
26/ 17

38/ 17
+

29
17

- 9/ 29

- 21/ 29
=

1

1

f ( X
( 2 )

) = (0 , 0 )
T

可知 X
( 2 )

= ( 1 , 1)
T
为极小点。

在以上讨论中 ,我们取第一个尺度矩阵
-

H

( 0 )
为对称正定阵 ,以后的尺度矩阵由 (6 -81)式逐

步形成。可以证明 , 这样构成的尺度矩阵均为对称正定阵。由此可知其搜索方向 P
( k)

=

-
-

H

( k)
f ( X

( k)
)为下降方向 ,这就可以保证每次迭代均能使目标函数值有所改善。

当把 DF P 变尺度法用于正定二次函数时 , 产生的搜索方向为共轭方向 , 因而也具有

有限步收敛的性质。若将初始尺度矩阵也取为单位矩阵 , 对这种函数来说 , DF P 法就与

共轭梯度法一样了。

还要指出 ,可以采用不同的方法来构造尺度矩阵
-

H

( k)
, 从而就有不同的变尺度法。DFP

法属于拟牛顿法的一种。开始时取
-

H

( 0 ) = I, 这相当于第一步采用最速下降法。以后的
-

H

( k) 接

近于 H ( X
( k)

)
- 1

, 当达到极小点时 ,从理论上讲 , 这时的尺度矩阵应等于该点处海赛阵的

逆阵。

例 10  试用 DFP 法求

min f ( X) = 4 ( x1 - 5 )
2

+ ( x2 - 6)
2

解

取 -
H

( 0 ) =
1  0

0  1
,   X( 0 ) =

8

9

由于

f ( X ) = [ 8( x1 - 5 ) , 2( x2 - 6) ]
T

f ( X( 0 ) ) = (24 , 6) T

故

X( 1 ) = X( 0 ) +λ0 P( 0 ) = X( 0 ) +λ0 [ -
-

H

( 0 ) f ( X( 0 ) ) ]

=
8

9
- λ0

1  0

0  1

24

6
=

8

9
- λ0

24

6

=
8 - 24λ0

9 - 6λ0
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f ( X
( 1 )

) = 4[ (8 - 24λ0 ) - 5]
2

+ [ ( 9 - 6λ0 ) - 6 ]
2

令

d f ( X( 1 ) )
dλ0

= 0

可得

λ0 =
17
130

X
( 1 )

= [ (8 - 24λ0 ) , ( 9 - 6λ0 ) ]
T

= ( 4 .862 , 8 .215)
T

ΔX( 0 ) = X( 1 ) - X( 0 ) = ( - 3 .138 , - 0 .785 ) T

f ( X
( 1 )

) = 4 .985

f ( X
( 1 )

) = ( - 1 .108 , 4 .431)
T

ΔG( 0 ) = f ( X( 1 ) ) - f ( X( 0 ) ) = ( - 25 .108 , - 1 .569) T

由此可得

  
-

H

( 1 ) =
-

H

( 0 ) +
ΔX( 0 ) (ΔX( 0 ) ) T

(ΔG( 0 ) ) TΔX( 0 ) -

-
H

( 0 ) ΔG( 0 ) (ΔG( 0 ) ) T
-

H

( 0 )

(ΔG
( 0 )

)
T

-

H

( 0 )
ΔG

( 0 )

=
1  0

0  1
+

( - 3 .138 , - 0 .785 )
T

( - 3 .138 , - 0 .785 )
( - 25 .108 , - 1 .569) ( - 3 .138 , - 0 .785 )

T

 -

1  0

0  1
( - 25 .108 , - 1 .569)

T
( - 25 .108 , - 1 .569 )

1  0

0  1

( - 25 .108 , - 1 .569 )
1  0

0  1
( - 25 .108 , - 1 .569) T

=
1  0

0  1
+

0 .1231  0 .0308

0 .0308  0 .0077
-

0 .9961  0 .0622

0 .0622  0 .0039

=
 0 .1270  - 0 .0315

- 0 .0315   1 .0038

故

   X
( 2 )

= X
( 1 )

- λ1
-

H

( 1 )
f ( X

( 1 )
)

=
4 .862

8 .215
- λ1

 0 .1270  - 0 .0315

- 0 .0315  1 .0038

- 1 .108

 4 .431

如上求最佳步长 ,可得

λ1 = 0 .4942

代入上式得

X
( 2 )

= ( 5 , 6)
T

这就是极小点。

若将该问题的目标函数 f ( X)表示成 (6 -50) 式的形式 ,可知

A =
8  0

0  2

而
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A
- 1

=
1/ 8  0

0  1/ 2

现计算出该问题的
-

H

( 2 )
:

-
H

( 2 )
=

 1 .25×10 - 1   - 8 .882×10 - 16

- 8 .882×10 - 1 6   5 .00×10 - 1

可知二者实际相等。

在以上几节中 ,我们介绍了求解无约束极值问题的解析法 , 这些方法只是众多算法中

的一部分。一般认为 ,从迭代次数上考虑 , 变尺度法所需迭代次数较少 ,共轭梯度法次之 ,

最速下降法 (一阶梯度法 ) 所需迭代次数最多。但从每次迭代所需的计算工作量来看 , 却

正好相反 ,最速下降法最简单 , 变尺度法比它们都繁。

3. 4  步长加速法

步长加速法亦称模式法或 模矢法 ( Pat tern Search ) , 由胡克 ( Hooke ) 和 基夫斯

( Jeeves )于 1961 年提出 , 是一种直接法。它易于编制计算机程序 , 且具有追寻谷线 ( 脊

线 )加速移向最优点的性质。

1. 基本原理

假定欲求某实值函数 f ( X)的极小点 , 为此 , 任选一基点 B1 (初始近似点 ) ,算出此点

的目标函数值。然后沿第 i 个坐标方向以某一步长Δi 进行探索 ,即在 B1 +Δi 和 B1 - Δi

这两点中寻求能使目标函数值下降的点 ,并把它作为临时矢点 ; 再由此点出发沿另一坐标

方向进行同样的探索 ,如能得到比以前更好的点 , 就以该点代替前面的点作为新的临时矢

图  6 -17

点。如此沿各个坐标方向轮流探查一遍 , 并

选这一轮探索得到的最好的点 (最后的临时

矢点 ) 为第二个基点 B2 。由第一个基点 B1

到第二个基点 B2 构成了第一个模矢。对第

一个基点来说 , 可以认为这个模矢的方向可

能是使目标函数值得以改善的最有利的移动

方向 ,沿这一方向前进 , 目标函数值下降“最

快”( 就 B1 附近而言 ) 。显然 , 这一方向近似

于目标函数的负梯度方向 ( 从而可知这一方

法为近似最速下降法 )。现假定在第二个基

点 B2 附近进行类似的探索 ,其结果可能和在

B1 处的情形相同 , 故略去这步探索而把第一

个模矢加长一倍 (即所谓加速 )。现设其端点 T20 是第二个模矢的终点 (下一步迭代的初

始临时矢点 ) , 这样 B2 T20 就构成了假定的第二个模矢。然后 , 在 T20 附近进行如上类似的

探索 ,得出新的最好的点———第三个基点 B3 。据此修改假定的第二个模矢 , 使它的起点

为 B2 ,终点为 B3 。其后 ,再把第二个模矢延长一倍⋯⋯如此继续进行探索和加速 , 即可

得到越来越好的目标函数下降点 (请参看图 6 -17) 。
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如果探索进行到某一步时得不出新的下降点 , 则应缩小步长以进行更精细的探索。

当步长已缩小到某一精度要求 ,但仍得不到新的下降点时 , 即可将该点作为所求的近似极

小点 ,就此停止迭代。

图 6 -17 示出了一个在二维空间中用模矢法探求极小点 X* 的例子。该例从初始基

点 B1 开始 , 用模矢法相继得出基点 B2 、B3 、B4 和 B5 。这时如不缩小步长 , 就得不出新的

基点 (图中的基点 B6 和 B5 是同一个点 ) 。

2. 计算步骤

根据上述分析 ,现将用模矢法求解无约束极值问题 ( 6 -40)式的计算步骤总结如下。

(1 ) 任选初始近似点 B1 , 以它为初始基点进行探索。

(2 ) 为每一独立变量 xi ( i = 1 , 2 , ⋯ , n) 选定步长

Δi =

0

…

0

δi

0

…

0

←第 i 个分量 (6 -82)

上式中Δi 为第 i 个分量是δi , 而其他所有分量均为零的向量。

(3 ) 算出初始基点 B1 的目标函数值 f ( B1 ) ,考虑点 B1 +Δ1 ,若 f ( B1 +Δ1 ) < f ( B1 ) ,就

以 B1 +Δ1 为临时矢点 ,并记为 T11 。这里的第一个下标表示现在是在建立第一个模矢 ,第

二个下标表示变量 x1 已被摄动。若 B1 +Δ1 不比 B1 点好 , 就试验 B1 - Δ1 , 如果它比 B1 点

好 ,就以它比临时矢点 ,否则 ,以 B1 为临时矢点。即

T11 =

B1 +Δ1 , 若 f ( B1 +Δ1 ) < f ( B1 )

B1 - Δ1 , 若 f ( B1 - Δ1 ) < f ( B1 )≤ f ( B1 +Δ1 )

B1 ,   若 f ( B1 )≤min [ f ( B1 +Δ1 ) , f ( B1 - Δ1 ) ]

(6 -83)

对于下一个独立变量 x2 进行类似的摄动 , 这时 ,用临时矢点 T11 代替原来的基点 B1 。

一般地

T1 , j + 1 =

T1 j +Δj + 1 ,若 f ( T1 j +Δj + 1 ) < f ( T1 j )

T1 j - Δj + 1 ,若 f ( T1 j - Δj + 1 ) < f ( T1 j )≤ f ( T1 j +Δj + 1 )

T1 j ,    若 f ( T1 j )≤min[ f ( T1 j +Δj + 1 ) , f ( T1 j - Δj + 1 ) ]

(6 -84)

上式中 , 0≤ j≤ n - 1 , T10 = B1 。

n个变量都摄动之后 , 得临时矢点 T1 n ,并令

T1 n = B2 (6 -85)

原来的基点 B1 和新基点 B2 确定了第一个模矢。

(4 ) 将第一个模矢延长一倍 , 得第二个模矢的初始临时矢点 T2 0

T2 0 = B1 + 2 ( B2 - B1 ) = 2 B2 - B1 (6 -86)

(5 ) 在 T20 附近进行和上面类似的探索 , 建立临时矢点 T21 , T2 2 ,⋯ , T2 n ,以 T2 n 为第三

个基点 B3 。这样 , B2 、B3 就确立了第二个模矢。第三个模矢的初始临时矢点为
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T3 0 = B2 + 2 ( B3 - B2 ) = 2 B3 - B2

注意 ,如上述进行探索时 , 若在一个方向上重复见效 ,就会使模矢增长 , 这一点可由下

式看出 :

B3 - B2 = 2 ( T20 - B2 ) = 2 ( B2 - B1 ) (6 -87)

(6 ) 继续上述过程。对于第 i 个模矢 ,如果

f ( T i0 ) < f ( B i )

但沿各坐标方向的所有摄动均得不出比 T i0 更好的点 , 则以 T i0 为 Bi + 1 , 而且不把这个模

矢延长。

若 f ( T i0 )≥ f ( Bi ) ,且由 Ti0 产生不出比 Bi 更好的点 ,则应退回到 Bi ,并在 Bi 附近进

行探索。如能得出新的下降点 ,即可引出新的模矢 ; 否则 ,将步长缩小 , 以进行更精细的探

查。当步长缩小到要求的精度时 ,即可停止迭代。

对于比较复杂的目标函数 ,为了防止把局部极值误认为全局最优值 , 应分区域进行探

查 ,并从各区域搜索得到的局部极值和极值点中选取最优者 ; 或者从任意选取的不同点开

始 ,至少引入两个独立的搜索 , 如果它们都收敛于同一个点 , 则这个点作为最优点的把握

就大大增加了。
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第 7 章
*

 约束极值问题

实际工作中遇到的大多数极值问题 ,其变量的取值多受到一定限制 , 这种限制由约束

条件来体现。带有约束条件的极值问题称为约束极值问题 , 也叫规划问题。非线性规划

的一般形式为

min f ( X)

 hi ( X) = 0 ,  i = 1 , 2 , ⋯ , m

 gj ( X)≥0 ,  j = 1 , 2 , ⋯ , l

(7-1)

或

min f ( X)

 gj ( X)≥0 ,  j = 1 , 2 , ⋯ , l
(7-2)

问题 (7-2) 也常写成

min f ( X) , X∈ R� E
n

 R = { X | gj ( X)≥0 ,  j = 1 , 2 , ⋯ , l}
(7-3)

求解约束极值问题要比求解无约束极值问题困难得多。对有约束的极小化问题来

说 ,除了要使目标函数在每次迭代有所下降之外 , 还要时刻注意解的可行性问题 ( 某些算

法的中间步骤除外 ) , 这就给寻优工作带来了很大困难。为了实际求解和 (或 ) 简化其优化

工作 ,可采用以下方法 : 将约束问题化为无约束问题 ; 将非线性规划问题化为线性规划问

题 ,以及能将复杂问题变换为较简单问题的其他方法。

第 1 节  最优性条件

1. 1  起作用约束和可行下降方向的概念

  现考虑上述一般非线性规划 ,假定 f ( X)、hi ( X )和 gj ( X) ( i = 1 , 2 , ⋯ , m; j = 1 , 2 , ⋯ ,

l) 具有一阶连续偏导数。

设 X( 0 ) 是非线性规划的一个可行解 ,它当然满足所有约束。现考虑某一不等式约束

条件 gj ( X)≥0 , X
( 0 )

满足它有两种可能 :其一为 gj ( X
( 0 )

) > 0 , 这时 , 点 X
( 0 )

不是处于由这

一约束条件形成的可行域边界上 ,因而这一约束对 X( 0 ) 点的微小摄动不起限制作用 ,从而

称这个约束条件是 X( 0 ) 点的不起作用约束 (或无效约束 ) ; 其二是 gj ( X( 0 ) ) = 0 , 这时 X( 0 )

点处于该约束条件形成的可行域边界上 ,它对 X( 0 ) 的摄动起到了某种限制作用 ,故称这个

约束是 X( 0 ) 点的起作用约束 ( 有效约束 )。

显而易见 ,等式约束对所有可行点来说都是起作用约束。

假定 X( 0 ) 是非线性规划 ( 7 -3) 式的一个可行点 , 现考虑此点的某一方向 D ,若存在实

数λ0 > 0 ,使对任意λ∈ [ 0 ,λ0 ] 均有

X
( 0 )

+λD∈ R ( 7 -4)
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就称方向 D 是 X
( 0 )

点的一个可行方向。

若 D是可行点 X ( 0 ) 处的任一可行方向 ( 参看图7 -1 ) , 则对该点的所有起作用约束

图  7 -1

gi ( X)≥0

均有 gj ( X
( 0 )

)
T

D≥0 ,  j∈ J ( 7 -5)

其中 J 为这个点所有起作用约束下标的集合。

另一方面 ,由泰勒公式

gj ( X( 0 ) +λD) = gj ( X( 0 ) ) +λ gj ( X( 0 ) ) T D + o(λ)

对所有起作用约束 ,当λ> 0 足够小时 ,

只要 gj ( X( 0 ) ) T D > 0 ,  j∈ J ( 7 -6)

就有 gj ( X( 0 ) +λD)≥0 ,  j∈ J

此外 ,对 X
( 0 )

点的不起作用约束 , 由约束函数的连续

性 ,当λ> 0 足够小时亦有上式成立。从而 ,只要方向 D 满足 ( 7 -6) 式 , 即可保证它是 X( 0 )

点的可行方向。

考虑非线性规划的某一可行点 X
( 0 )

, 对该点的任一方向 D 来说 , 若存在实数λ′0 > 0 ,

使对任意λ∈ [0 ,λ′0 ]均有

f ( X
( 0 )

+λD) < f ( X
( 0 )

)

就称方向 D 为 X
( 0 )

点的一个下降方向。

将目标函数 f ( X)在点 X
( 0 )

处作一阶泰勒展开 ,可知满足条件

f ( X
( 0 )

)
T

D < 0 ( 7 -7)

的方向 D 必为 X
( 0 )

点的下降方向。

如果方向 D 既是 X
( 0 )

点的可行方向 , 又是这个点的下降方向 , 就称它是该点的可行

下降方向。假如 X
( 0 )

点不是极小点 , 继续寻优时的搜索方向就应从该点的可行下降方向

中去找。显然 ,若某点存在可行下降方向 , 它就不会是极小点。另一方面 , 若某点为极小

点 ,则在该点不存在可行下降方向。

定理 1  设 X * 是非线性规划 ( 7 -3) 式的一个局部极小点 ,目标函数 f ( X) 在 X * 处可

微 ,而且

gj ( X) 在 X
*
处可微 ,当 j∈ J

gj ( X) 在 X* 处连续 ,当 jú J

则在 X
*
点不存在可行下降方向 ,从而不存在向量 D 同时满足 :

f ( X
*

)
T

D < 0

gj ( X
*

)
T

D > 0 ,  j∈ J
( 7 -8)

这个定理显然是成立的。事实上 ,若存在满足 (7 -8) 式的方向 D , 则沿该方向搜索可

找到更好的点 ,从而与 X * 为极小点的假设矛盾。

(7 -8 )式的几何意义十分明显。满足该条件的方向 D ,与点 X * 处目标函数负梯度方

向的夹角为锐角 ,与点 X
*
处起作用约束梯度方向的夹角也为锐角。

1. 2  库恩 - 塔克条件

假定 X
*
是非线性规划 (7 -3)式的极小点 , 该点可能位于可行域的内部 , 也可能处于
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可行域的边界上。若为前者 ,这事实上是个无约束问题 , X
*
必满足条件 f ( X

*
) = 0 ;若为

后者 ,情况就复杂得多了 , 现在我们来讨论后一种情形。

不失一般性 ,设 X
*
位于第一个约束条件形成的可行域边界上 , 即第一个约束条件是

X
*
点的起作用约束 ( g1 ( X

*
) = 0) 。若 X

*
是极小点 , 则 g1 ( X

*
) 必与 - f ( X

*
) 在一条

直线上且方向相反 (我们在这里假定向量 g1 ( X
*

) 和 f ( X
*

)皆不为零 ) , 否则 ,在该点就

一定存在可行下降方向 (图 7 -2 中的 X* 点为极小点 ; X 点不满足上述要求 , 它不是极小

点 ,角度β表示了该点可行下降方向的范围 ) 。上面的论述说明 ,在上述条件下 , 存在实数

γ1 ≥0 ,使

f ( X
*

) - γ1 g1 ( X
*

) = 0

若 X
*
点有两个起作用约束 , 例如说有 g1 ( X

*
) = 0 和 g2 ( X

*
) = 0。在这种情况下 ,

f ( X * )必处于 g1 ( X * ) 和 g2 ( X * ) 的夹角之内。如若不然 , 在 X* 点必有可行下降方向 ,

它就不会是极小点 (图 7 -3 )。由此可见 , 如果 X * 是极小点 , 而且 X * 点的起作用约束条

件的梯度 g1 ( X * ) 和 g2 ( X * ) 线性无关 ,则可将 f ( X* ) 表示成 g1 ( X * ) 和 g2 ( X* )的非

负线性组合。也就是说 ,在这种情况下存在实数γ1 ≥0 和γ2 ≥0 ,使

f ( X * ) - γ1 g1 ( X * ) - γ2 g2 ( X* ) = 0

图  7-2 图  7-3

  如上类推 ,可以得到

f ( X* ) - ∑
j∈ J

γj gj ( X* ) = 0 (7-9)

为了把不起作用约束也包括进式 (7-9) 中 ,增加条件

γj g j ( X * ) = 0

γj ≥0

当 gj ( X
*

) = 0 时 ,γj 可不为零 ; 当 gj ( X
*

)≠0 时 , 必有γj = 0。如此即可得到著名的库恩

- 塔克 ( Kuhn - Tucker ,简写为 K - T)条件。

库恩 - 塔克条件是非线性规划领域中最重要的理论成果之一 , 是确定某点为最优点

的必要条件。只要是最优点 (而且该点起作用约束的梯度线性无关。满足这种要求的点

称为正则点 ) , 就必须满足这个条件。但一般说它并不是充分条件 , 因而满足这个条件的

点不一定就是最优点 (对于凸规划 , 它既是最优点存在的必要条件 ,同时也是充分条件 ) 。

现可将库恩 - 塔克条件叙述如下 :

设 X
*
是非线性规划 (7 -3 )式的极小点 , 而且在 X

*
点的各起作用约束的梯度线性无
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关 ,则存在向量 Γ
*

= (γ
*

1 ,γ
*

2 , ⋯ ,γ
*
l )

T
, 使下述条件成立 :

f ( X* ) - ∑
l

j = 1

γ*
j gj ( X* ) = 0

γ
*
j g j ( X

*
) = 0 , j = 1 , 2 , ⋯ , l

γ*
j ≥ 0 ,     j = 1 , 2 , ⋯ , l

( 7-10)

条件 (7-10 )式常简称为 K - T 条件。满足这个条件的点 (它当然也满足非线性规划的所

有约束条件 )称为库恩 - 塔克点 ( 或 K - T 点 )。

为了得出非线性规划 (7-1) 式的库恩 - 塔克条件 ,我们用

hi ( X)≥0

- hi ( X)≥0

代替约束条件 hi ( X ) = 0 , 这样即可使用条件 ( 7 -10 ) , 从而得到这时的库恩 - 塔克条件

如下 :

设 X* 是非线性规划 ( 7 -1 ) 式的极小点 , 而且 X * 点的所有起作用约束的梯度

hi ( X* ) ( i = 1 , 2 , ⋯ , m)和 gj ( X* ) ( j∈ J )线性无关 ,则存在向量

Λ* = (λ*
1 ,λ*

2 ,⋯ ,λ*
m ) T 和 Γ* = (γ*

1 ,γ*
2 , ⋯ ,γ*

l ) T

使下述条件成立 :

f ( X
*

) - ∑
m

i = 1

λ
*
i hi ( X

*
) - ∑

l

j = 1

γ
*
j gj ( X

*
) = 0

γ*
j g j ( X* ) = 0 ,  j = 1 , 2 , ⋯ , l

γ*
j ≥0 ,     j = 1 ,2 ,⋯ , l

(7 -11)

当然 ,满足条件 ( 7 -11)式的点也称为库恩 - 塔克点。

在条件 (7 -10 )式和 ( 7 -11 )式中 ,λ*
1 ,λ*

2 , ⋯ ,λ*
m 以及γ*

1 ,γ*
2 , ⋯ ,γ*

l 称为广义拉格朗

日 ( Lagrange )乘子。

例 1  用库恩 - 塔克条件解非线性规划

min f ( x) = ( x - 3 )
2

 0≤ x≤5

解  先将该非线性规划问题写成以下形式

min f ( x ) = ( x - 3 )
2

 g1 ( x) = x≥0

 g2 ( x) = 5 - x≥0

写出其目标函数和约束函数的梯度 :

f ( x ) = 2 ( x - 3 ) ,

g1 ( x ) = 1 , g2 ( x) = - 1

对第一个和第二个约束条件分别引入广义拉格朗日乘子γ*
1 和 γ*

2 , 设 K - T 点为

x
*

,则可写出该问题的 K - T 条件如下 :

2 ( x * - 3 ) - γ*
1 +γ*

2 = 0

γ
*

1 x
*

= 0

γ
*

2 ( 5 - x
*

) = 0

γ*
1 ,γ*

2 ≥0
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为解上述方程组 ,考虑以下几种情形 :

(1 ) 令γ*
1 ≠0 ,γ*

2 ≠0 , 无解。

(2 ) 令γ
*

1 ≠0 ,γ
*

2 = 0 , 解之 ,得 x
*

= 0 ,γ
*

1 = - 6 ,不是 K - T 点。

(3 ) 令γ
*

1 = 0 ,γ
*

2 ≠0 , 解之 ,得 x
*

= 5 ,γ
*

2 = - 4 ,不是 K - T 点。

(4 ) 令γ*
1 =γ*

2 = 0 ,解之 ,得 x* = 3 ,此为 K - T 点 ,其目标函数值 f ( x * ) = 0。

由于该非线性规划问题为凸规划 ,故 x
*

= 3 就是其全局极小点。该点是可行域的内

点 ,它也可直接由梯度等于零的条件求出。

第 2 节  二 次 规 划

若某非线性规划的目标函数为自变量 X 的二次函数 , 约束条件又全是线性的 , 就称

这种规划为二次规划。二次规划是非线性规划中比较简单的一类 , 它较容易求解。由于

很多方面的问题都可以抽象成二次规划的模型 ,而且它和线性规划又有直接联系 , 因而此

处专门提出来简要做一说明。

二次规划的数学模型可表述如下 :

min f ( X) = ∑
n

j = 1

cj x j + 1
2 ∑

n

j = 1
∑

n

k = 1

cj k x j x k

  cj k = ck j ,     k = 1 , 2 , ⋯ , n

  ∑
 n

 j = 1

ai j x j + bi ≥ 0 ,  i = 1 , 2 ,⋯ , m

  xj ≥0 ,      j = 1 , 2 , ⋯ , n

( 7-12)

( 7-13)

( 7-14)

(7-12 )式右端的第二项为二次型。如果该二次型正定 (或半正定 ) , 则目标函数为严格凸

函数 (或凸函数 ) ;此外 , 二次规划的可行域为凸集 , 因而 , 上述规划属于凸规划 (在极大化

问题中 ,如果上述二次型为负定或半负定 , 则也属于凸规划 )。在第 6 章中已经指出 , 凸规

划的局部极值即为其全局极值。对于这种问题来说 , 库恩 - 塔克条件不但是极值点存在

的必要条件 ,而且也是充分条件。

将库恩 - 塔克条件 (7-10 )式中的第一个条件应用于二次规划 ( 7-12) 式至 (7-14 )式 , 并

用 y 代替库恩 - 塔克条件中的γ, 即可得到

- ∑
n

k = 1

cj k x k + ∑
m

i = 1

ai j y n+ i + y j = cj ,   j = 1 , 2 , ⋯ , n ( 7-15)

在 (7-13 )式中引入松弛变量 xn + i , (7 -13) 式即变为 (假定 bi≥0 )

∑
n

j = 1

ai j x j - xn+ i + bi = 0 ,   i = 1 , 2 , ⋯ , m ( 7-16)

再将库恩 - 塔克条件中的第二个条件应用于上述二次规划 ,并考虑到 ( 7-16) 式 ,这就得到

x j y j = 0 ,  j = 1 , 2 ,⋯ , n + m (7 -17)

此外还有

x j ≥0 ,  y j≥0 ,  j = 1 , 2 , ⋯ , n + m (7 -18)

联立求解 (7 -15 )式和 ( 7 -16) 式 , 如果得到的解也满足 ( 7 -17 ) 式和 (7 -18 ) 式 , 则这样

的解就是原二次规划问题的解。但是 ,在 (7 -15 ) 式中 , cj 可能为正 , 也可能为负。为了便
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于求解 ,先引入人工变量 zj ( zj ≥0 , 其前面的符号可取正或负 , 以便得出可行解 ) , 这样

(7 -15 )式就变成了

∑
m

i = 1

ai j y n+ i + yj - ∑
n

k = 1

cj k x k + sgn( cj ) zj = cj ,  j = 1 , 2 ,⋯ , n (7 -19)

其中 sgn( cj )为符号函数 ,当 cj≥0 时 , sgn ( cj ) = 1 ;当 cj < 0 时 , sgn ( cj ) = - 1。这样一来 ,

可立刻得到初始基本可行解如下 :

zj = sgn( cj ) cj ,   j = 1 , 2 , ⋯ , n

xn + i = bi ,     i = 1 , 2 , ⋯ , m

x j = 0 ,      j = 1 , 2 , ⋯ , n

yj = 0 ,      j = 1 ,2 ,⋯ , n + m

但是 ,只有当 zj = 0 时才能得到原来问题的解 , 故必须对上述问题进行修正 , 从而得

到如下线性规划问题 :

min φ( Z) = ∑
n

j = 1

zj

  ∑
m

i = 1

ai j y n+ i + yj - ∑
n

k = 1

cj k x k + sgn( cj ) zj = cj ,  j = 1 , 2 ,⋯ , n

  ∑
n

j = 1

ai j x j - xn+ i + bi = 0 ,  i = 1 ,2 ,⋯ , m

 x j ≥0  j = 1 , 2 , ⋯ , n + m

 yj ≥0  j = 1 ,2 ,⋯ , n+ m

 zj ≥0  j = 1 ,2 ,⋯ , n

(7 -20)

该线性规划尚应满足 ( 7 -17 ) 式。这相当于说 , 不能使 x j 和 y j ( 对每一个 j ) 同时为基变

量。解线性规划 (7 -20 )式 ,若得到最优解 :

( x *
1 , x *

2 ,⋯ , x *
n + m , y *

1 , y *
2 ,⋯ , y *

n + m , z1 = 0 , z2 = 0 ,⋯ , zn = 0 )

则 ( x *
1 , x *

2 , ⋯ , x *
n ) 就是原二次规划问题的最优解。

例 2  求解二次规划

max f ( X) = 8 x1 + 10 x2 - x2
1 - x2

2

 3 x1 + 2 x2 ≤6

 x1 , x2 ≥0

解  将上述二次规划改写为

min f ( X) = x
2
1 + x

2
2 - 8 x1 - 10 x2 =

1
2

( 2 x
2
1 + 2 x

2
2 ) - 8 x1 - 10 x2

 6 - 3 x1 - 2 x2 ≥0

 x1 ≥0 ,  x2 ≥0

可知目标函数为严格凸函数。此外

c1 = - 8 ,  c2 = - 10 ,  c1 1 = 2 ,  c22 = 2 ,

c12 = c21 = 0 ,  b1 = 6 ,  a11 = - 3 ,  a12 = - 2

由于 c1 和 c2 小于零 ,故引入的人工变量 z1 和 z2 前面取负号 , 这样就得到线性规划问题

如下 :

·771·



min φ( Z) = z1 + z2

 - 3 y3 + y1 - 2 x1 - z1 = - 8

 - 2 y3 + y2 - 2 x2 - z2 = - 10

 - 3 x1 - 2 x2 - x3 + 6 = 0

 x1 , x2 , x3 , y1 , y2 , y3 , z1 , z2 ≥0

或

min φ( Z) = z1 + z2

 2 x1 + 3 y3 - y1 + z1 = 8

 2 x2 + 2 y3 - y2 + z2 = 10

 3 x1 + 2 x2 + x3 = 6

 x1 , x2 , x3 , y1 , y2 , y3 , z1 , z2 ≥0

此外尚应满足

x j y j = 0 ,   j = 1 , 2 , 3

用线性规划的单纯形法解之 (注意 , 在转换过程中应满足条件 x j y j = 0 ) , 得该线性规

划问题的解如下 :

x1 = 4/ 13 ,  x2 = 33/ 13 ,  x3 = 0 ,  y1 = 0 ,

y2 = 0 , y3 = 32/ 13 , z1 = 0 , z2 = 0

由此得到原二次规划问题的解为

x
*

1 = 4/ 13 , x
*

2 = 33/ 13 , f ( X
*

) = 21. 3

读者可以验证 ,

x *
1 = 4/ 13 , x *

2 = 33/ 13 , γ*
1 = 0 , γ*

2 = 0

以及γ
*

3 = 32/ 13 满足库恩 - 塔克条件。

第 3 节  可行方向法

现考虑非线性规划 (7-3) 式 , 设 X
( k)

是它的一个可行解 , 但不是要求的极小点。为了

求它的极小点或近似极小点 ,根据以前所说 , 应在 X
( k )

点的可行下降方向中选取某一方向

D
( k)

,并确定步长λk , 使

X( k + 1 ) = X( k) +λk D ( k) ∈ R

f ( X
( k + 1 )

) < f ( X
( k)

)
(7 -21)

若满足精度要求 ,迭代停止 , X
( k + 1 )

就是所要的点。否则 , 从 X
( k + 1 )

出发继续进行迭代 , 直

到满足要求为止。上述这种方法称为可行方向法 ,它具有下述特点 : 迭代过程中所采用的

搜索方向为可行方向 ,所产生的迭代点列{ X( k) }始终在可行域内 , 目标函数值单调下降。

由此可见 ,很多方法都可以归入可行方向法一类。但我们通常所说的可行方向法 , 一般指

的是 Zoutendijk 在 1960 年提出的算法及其变形 , 下面就来说明 Zoutendijk 的可行方

向法。

设 X
( k )

点的起作用约束集非空 ,为求 X
( k)

点的可行下降方向 , 可由下述不等式组确定

向量 D:
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f ( X
( k)

)
T

D < 0

gj ( X
( k)

)
T

D > 0 ,  j∈ J
(7 -22)

这等价于由下面的不等式组求向量 D 和实数η:

f ( X( k) ) T D≤η

- gj ( X( k) ) T D≤η,  j∈ J

η< 0

(7 -23)

现使 f ( X( k) ) T D 和 - gj ( X( k) ) T D(对所有 j∈ J ) 的最大值极小化 (必须同时限制向

量 D 的模 ) , 即可将上述选取搜索方向的工作 ,转换为求解下述线性规划问题 :

minη

 f ( X
( k)

)
T

D≤η,

 - gj ( X
( k)

)
T

D≤η,  j∈ J ( X
( k)

)

 - 1≤ di≤1 ,     i = 1 , 2 ,⋯ , n

(7 -24)

式中 di ( i = 1 , 2 ,⋯ , n)为向量 D 的分量。在 (7 -24 )中加入最后一个限制条件 , 为的是使

该线性规划有有限最优解 ;由于我们的目的在于寻找搜索方向 D, 只需知道 D 的各分量

的相对大小即可。

将线性规划 (7 -24 )式的最优解记为 ( D( k) ,ηk ) , 如果求出的ηk = 0 , 说明在 X( k) 点不存

在可行下降方向 ,在 gj ( X
( k)

) (此处 j∈ J ( X
( k)

) ) 线性无关的条件下 , X
( k)

为一 K - T 点。

若解出的ηk < 0 ,则得到可行下降方向 D( k ) ,这就是我们所要的搜索方向。

上述可行方向法的迭代步骤如下 :

(1 ) 确定允许误差ε1 > 0 和ε2 > 0 ,选初始近似点 X
( 0 )

∈ R, 并令 k: = 0。

(2 ) 确定起作用约束指标集

J ( X
( k)

) = { j | gj ( X
( k)

) = 0 , 1≤ j≤ l}

① 若 J ( X
( k)

) = � (�为空集 ) ,而且‖ f ( X
( k)

)‖
2
≤ε1 ,停止迭代 , 得点 X

( k)
。

② 若 J ( X( k) ) = � ,但‖ f ( X( k) ) ‖2 >ε1 , 则取搜索方向 D( k) = - f ( X( k) ) , 然后转

向第 (5 )步。

③ 若 J ( X
( k)

)≠� ,转下一步。

(3 ) 求解线性规划

minη

 f ( X
( k)

)
T

D≤η

 - gj ( X
( k)

)
T

D≤η,  j∈ J ( X
( k)

)

 - 1≤ di≤1 ,     i = 1 , 2 ,⋯ , n

设它的最优解是 ( D( k) ,ηk ) 。

(4 ) 检验是否满足

|ηk |≤ε2

若满足则停止迭代 ,得到点 X( k) ; 否则 ,以 D( k) 为搜索方向 ,并转下一步。

(5 ) 解下述一维极值问题

λk : min
0 ≤λ≤λ

 f ( X
( k)

+λD
( k)

)

此处
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λ= max{λ| gj ( X
( k)

+λD
( k)

)≥0 ,  j = 1 , 2 , ⋯ , l}

(6 ) 令

X( k + 1 ) = X( k) +λk D ( k)

k: = k + 1

转回第 (2 )步。

例 3  用可行方向法解下述非线性规划问题

max f ( X) = 4 x1 + 4 x2 - x2
1 - x2

2

 x1 + 2 x2 ≤4

解  先将该非线性规划问题写成

min f ( X) = - 4 x1 - 4 x2 + x2
1 + x2

2

 g1 ( X) = - x1 - 2 x2 + 4≥0

取初始可行点 X( 0 ) = ( 0 , 0) T , f ( X( 0 ) ) = 0

f ( X) =
2 x1 - 4

2 x2 - 4
,   f ( X( 0 ) ) =

- 4

- 4

g1 ( X) = ( - 1 , - 2)
T

g1 ( X( 0 ) ) = 4 > 0 , 从而 J ( X( 0 ) ) = � (空集 )。由于

‖ f ( X
( 0 )

)‖
2

= ( - 4)
2

+ ( - 4 )
2

= 32

所以 X( 0 ) 不是 ( 近似 )极小点。现取搜索方向

D
( 0 )

= - f ( X
( 0 )

) = (4 , 4 )
T

从而

X
( 1 )

= X
( 0 )

+λD
( 0 )

=
0

0
+λ

4

4
=

4λ

4λ

将其代入约束条件 ,并令 g1 ( X( 1 ) ) = 0 ,解得λ= 1/ 3。

f ( X
( 1 )

) = - 16λ- 16λ+ 16λ
2

+ 16λ
2

= 32λ
2

- 32λ

令 f ( X
( 1 )

)对λ的导数等于零 ,解得λ= 1/ 2。因λ大于λ(λ= 1/ 3) ,故取λ0 =λ= 1/ 3。

X
( 1 )

=
4
3

,
4
3

T

,   f ( X
( 1 )

) = -
64
9

f ( X
( 1 )

) = -
4
3

, -
4
3

T

,   g1 ( X
( 1 )

) = 0

现构成下述线性规划问题 :

min  η

 -
4
3

d1 -
4
3

d2 ≤η

 d1 + 2 d2 ≤η

 - 1≤ d1 ≤1 ,   - 1≤ d2 ≤1

为便于用单纯形法求解 ,令

y1 = d1 + 1 ,  y2 = d2 + 1 ,  y3 = - η

从而得到 :
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min ( - y3 )

 
4
3

y1 +
4
3

y2 - y3 ≥
8
3

 y1 + 2 y2 + y3 ≤3

 y1 ≤2

 y2 ≤2

 y1 , y2 , y3 ≥0

引入剩余变量 y4 ,松弛变量 y5 、y6 和 y7 以及人工变量 y8 , 得线性规划问题如下 :

min( - y3 + M y8 )

 
4
3

y1 +
4
3

y2 - y3 - y4 + y8 =
8
3

 y1 + 2 y2 + y3 + y5 = 3

 y1 + y6 = 2

 y2 + y7 = 2

 y j ≥0 ,  j = 1 ,2 ,⋯ , 8

其最优解为 :

y1 = 2 ,  y2 = 3/ 10 ,  y3 = 4/ 10 ,  y4 = y5 = y6 = 0 ,  y7 = 17/ 10

从而得到 ,η= - y3 = - 4/ 10 ,搜索方向

D( 1 ) =
d1

d2

=
y1 - 1

y2 - 1
=

 1. 0

- 0. 7

由此

X( 2 ) = X( 1 ) +λD( 1 ) =
4/ 3 +λ

4/ 3 - 0. 7λ

f ( X( 2 ) ) = 1. 49λ2 - 0. 4λ- 7. 111

令
d f ( X( 2 ) )

dλ
= 0 ,得到λ= 0. 134。现暂用该步长 , 算出

X
( 2 )

=
4/ 3 + 0. 134

4/ 3 - 0. 7×0. 134
=

1. 467

1. 239

因 g1 ( X
( 2 )

) = 0. 055 > 0 ,上面算出的 X
( 2 )

为可行点 ,说明选取λ1 = 0. 134 正确。

继续迭代下去 ,可得最优解为 X
*

= ( 1. 6 , 1. 2)
T

,  f ( X
*

) = - 7. 2。

原来问题的最优解不变 ,其目标函数值

f ( X * ) = - f ( X* ) = 7. 2

第 4 节  制约函数法

本节介绍求解非线性规划问题的制约函数法。使用这种方法 , 可将非线性规划问题

的求解 ,转化为求解一系列无约束极值问题 , 因而也称这种方法为序列无约束极小化技

术 ,简记为 SUM T ( sequential unconst rained minimization technique ) 。常用的制约函数

基本上有两类 : 一为惩罚函数 ( 或称罚函数 ( penalty function ) ) , 一为障碍函数 ( barrie r
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function ) ,对应于这两种函数 , SUMT 有外点法和内点法。

4. 1  外点法

考虑非线性规划问题 (7-3) 式 ,为求其最优解 , 构造一个函数ψ( t)

ψ( t) =
0 , 当 t≥0

∞ , 当 t < 0
(7 -25)

现把 gj ( X)视为 t, 显然

当 X∈ R 时 , ψ( gj ( X) ) = 0 ,  j = 1 ,2 ,⋯ , l;

当 Xú R 时 , ψ( gi ( X) ) = ∞。

再构造函数

φ( X) = f ( X) + ∑
l

j = 1

ψ( gj ( X) ) ( 7-26)

现求解无约束问题

min φ( X) (7 -27)

若该问题有解 ,假定其解为 X
*

, 则由 ( 7 -25 )式应有ψ( gj ( X
*

) ) = 0。这就是说点 X
*
∈

R。因而 , X
*
不仅是问题 ( 7 -27 ) 式的极小解 , 它也是原问题 ( 7 -3 ) 式的极小解。这样一

来 ,就把有约束问题 ( 7 -3 )式的求解化成了求解无约束问题 ( 7 -27 )式。

但是 ,用上述方法构造的函数ψ( t)在 t = 0 处不连续 ,更没有导数。为此 , 将该函数修

改为

ψ( t) =
0 , 当 t≥0

t
2

, 当 t < 0
(7 -28)

修改后的函数ψ( t) , 当 t = 0 时导数等于零 , 而且ψ( t) 和ψ′( t) 对任意 t 都连续。当 X∈ R

时仍有

∑
l

j = 1

ψ( gj ( X) ) = 0

当 Xú R 时

0 < ∑
l

j = 1

ψ( gj ( X) ) < ∞

我们取一个充分大的数 M > 0 , 将φ( X)改为

P( X , M) = f ( X) + M∑
l

j = 1

ψ( gj ( X) ) ( 7-29)

或等价地

P( X , M) = f ( X) + M∑
l

j = 1

[ min (0 , gj ( X) ) ]
2

( 7-30)

从而可使 min P ( X , M ) 的解 X ( M ) 为原问题的极小解或近似极小解。若求得的

X( M)∈ R ,则它必定是原问题的极小解。事实上 , 对于所有 X∈ R

f ( X ) + M∑
l

j = 1

ψ( gj ( X) ) = P( X , M)

≥ P( X( M) , M) = f ( X( M) )
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即当 X∈ R 时 ,有 f ( X)≥ f ( X ( M) )。

图  7 -4

函数 P( X , M) 称为惩罚函数 , 其中的

第二项 M∑
l

j = 1

ψ( gj ( X) ) 称惩罚项。图7-4示

出了这种惩罚项的例子 ,图中左半部表示约

束条件 g( x ) = x - a≥0 的情形 , 右半部则

表示 g( x) = b - x≥0 的情形。

若对于某一个 ( 惩 ) 罚因子 M , 例如说

M1 , X( M1 )ú R, 就加大罚因子的值 ,随着 M 值的增加 , 惩罚函数中的惩罚项所起的作用

随之增大 , min P( X , M)的解 X( M)与约束集 R 的“距离”就越来越近。当

0 < M1 < M2 < ⋯ < Mk < ⋯

趋于无穷大时 ,点列{ X( Mk ) }就从可行域 R 的外部趋于原问题 ( 7 -3 )式的极小点 Xm in ( 此

处假设点列{ X( Mk ) }收敛 )。

可对外点法作如下经济解释 :把目标函数 f ( X) 看成“价格”, 约束条件看成某种“规

定”, 采购人可在规定范围内购置最便宜的东西。此外对违反规定制定了一种“罚款”政

策 ,若符合规定 , 罚款为零 ;否则 , 要收罚款。此时 , 采购人付出的总代价应是价格和罚款

的总和。采购者的目标是使总代价最小 ,这就是上述的无约束问题。当罚款规定得很苛

刻时 ,违反规定支付的罚款很高 , 这就迫使采购人符合规定。在数学上表现为当罚因子

Mk 足够大时 ,上述无约束问题的最优解应满足约束条件 , 而成为约束问题的最优解。

外点法的迭代步骤如下 :

(1 ) 取 M1 > 0(例如说取 M1 = 1) ,允许误差ε> 0 , 并令 k: = 1。

(2 ) 求无约束极值问题的最优解 :

min
X∈ E n

P( X , Mk ) = P( X
( k)

, Mk )

其中

P( X , Mk ) = f ( X) + Mk∑
l

j = 1

[ min( 0 , gj ( X) ) ]
2

  (3 ) 若对某一个 j (1≤ j≤ l)有

- gj ( X
( k)

)≥ε

则取 Mk + 1 > Mk (例如 , Mk + 1 = cMk , c = 5 或 10 ) , 令 k: = k + 1 , 并转向第 2 步。否则 , 停止

迭代 ,得

Xmin ≈ X
( k)

例 4  求解非线性规划

min f ( X) = x1 + x2

 g1 ( X) = - x2
1 + x2 ≥0

 g2 ( X) = x1 ≥0

解  构造罚函数

P( X , M) = x1 + x2 + M{[ min (0 , ( - x
2
1 + x2 ) ) ]

2
+ [ min( 0 , x1 ) ]

2
}

�P
�x1

= 1 + 2 M[ min( 0 , ( - x2
1 + x2 ) ( - 2 x1 ) ) ] + 2 M[ min (0 , x1 ) ]
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�P
�x2

= 1 + 2 M[ min (0 , ( - x
2
1 + x2 ) ) ]

对于不满足约束条件的点 X = ( x1 , x2 ) T , 有

- x2
1 + x2 < 0 ,  x1 < 0

令

�P
�x1

=
�P
�x2

= 0

得 min P( X , M)的解为

X( M) = -
1

2 (1 + M)
,

1
4 (1 + M)

2 -
1

2 M

T

取 M = 1 , 2 , 3 , 4 , 可得出以下结果 :

M = 1 : X = ( - 1/ 4 , - 7/ 16 )
T

M = 2 : X = ( - 1/ 6 , - 2/ 9) T

M = 3 : X = ( - 1/ 8 , - 29/ 192 )
T

M = 4 : X = ( - 1/ 10 , - 23/ 200) T

可知 X( M)从 R 的外面逐步逼近 R 的边界 , 当 M→∞时 , X( M)趋于原问题的极小解 Xm in

图  7-5

= (0 ,0 ) T (见图7-5) 。

以上叙述说明 ,外点法的一个重要特点 , 就是函数

P( X , M)是在整个 En 空间内进行优化 , 初始点可任意

选择 ,这给计算带来了很大方便。而且外点法也可用

于非凸规划的最优化。

最后还要指出 , 外点法不只适用于含有不等式约

束条件的非线性规划问题 , 对于等式约束条件或同时

含有等式和不等式约束条件的问题也同样适用。此

外 ,惩罚函数也可以采用其他形式。

4. 2  内点法

如果要求每次迭代得到的近似解都在可行域内 ,以便观察目标函数值的变化情况 ( 有

时也可能使用它 ) ; 或者 ,如果 f ( X )在可行域外的性质比较复杂 , 甚至没有定义 , 这时就

无法使用外点法。

内点法和外点法不同 ,它要求迭代过程始终在可行域内部进行。为此 , 我们把初始点

取在可行域内部 (即既不在可行域外 , 也不在可行域边界上 , 这种可行点称为内点或严格

内点 ) , 并在可行域的边界上设置一道“障碍”,使迭代点靠近可行域的边界时 , 给出的新目

标函数值迅速增大 ,从而使迭代点始终留在可行域内部。

我们仿照外点法 ,通过函数叠加的办法来改造原目标函数 , 使得改造后的目标函数

(称为障碍函数 ) 具有这种性质 : 在可行域 R 的内部与其边界面较远的地方 , 障碍函数与

原来的目标函数 f ( X)尽可能相近 ; 而在接近 R 的边界面时可以有任意大的值。可以想

见 ,满足这种要求的障碍函数 , 其极小解自然不会在 R 的边界上达到。这就是说 , 用障碍

函数来代替 (近似 ) 原目标函数 ,并在可行域 R 内部使其极小化 , 虽然 R 是一个闭集 ,但因
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极小点不在闭集的边界上 ,因而实际上是具有无约束性质的极值问题 , 可借助于无约束最

优化的方法进行计算。

根据上述分析 ,即可将非线性规划 ( 7 -3 ) 式转化为下述一系列无约束性质的极小化

问题 :

min
X ∈ R

0

P( X , rk ) ( 7-31)

其中

P( X , rk ) = f ( X) + rk∑
l

j = 1

1
gj ( X)

,  ( rk > 0) ( 7-32)

或

P( X , rk ) = f ( X) - rk∑
l

j = 1

log( gj ( X) ) ,  ( rk > 0) ( 7-33)

R0 = { X | gj ( X) > 0 ,  j = 1 ,2 ,⋯ , l} (7 -34)

(7 -32 )式和 ( 7 -33 ) 式右端第二项称为障碍项。易见 , 在 R 的边界上 (即至少有一个 gj

( X) = 0) , P( X, rk ) 为正无穷大。

如果从可行域内部的某一点 X( 0 ) 出发 , 按无约束极小化方法对 (7 -31) 式进行迭代 (在

进行一维搜索时要适当控制步长 ,以免迭代点跑到 R0 之外 ) , 则随着障碍因子 rk 的逐步

减小 ,即

r1 > r2 > ⋯ > rk > ⋯ > 0

障碍项所起的作用也越来越小 ,因而 , 求出的 min P( X , rk )的解 X( rk )也逐步逼近原问题

(7 -3)式的极小解 Xm in 。若原来问题的极小解在可行域的边界上 , 则随着 rk 的减小 ,障碍

作用逐步降低 ,所求出的障碍函数的极小解不断靠近边界 , 直至满足某一精度要求为止。

内点法的迭代步骤如下 :

(1 ) 取 r1 > 0(例如取 r1 = 1) ,允许误差ε> 0。

(2 ) 找出一可行内点 X
( 0 )

∈ R0 ,并令 k: = 1。

(3 ) 构造障碍函数 , 障碍项可采用倒数函数 ( ( 7 -32 ) 式 ) , 也可采用对数函数 ( 例如

(7 -33 )式 )。

(4 ) 以 X
( k - 1 )

∈ R0 为初始点 , 对障碍函数进行无约束极小化 (在 R0 内 ) :

min
x∈ R

0

P( X , rk ) = P( X
( k)

, rk )

  X
( k)

= X ( rk )∈ R0

(7 -35)

其中 P( X , rk )见 ( 7 -32 )式或 ( 7 -33)式。

(5 ) 检验是否满足收敛准则

rk∑
l

j = 1

1
gj ( X

( k)
)
≤ε

或

rk∑
l

j = 1

log( gj ( X( k) ) ) ≤ε

  如满足上述准则 , 则以 X( k) 为原问题的近似极小解 Xmin ; 否则 , 取 rk + 1 < rk (例如取

rk + 1 = rk/ 10 或 rk/ 5 ) ,令 k: = k + 1 , 转向第 (3 )步继续进行迭代。
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值得指出的是 ,根据情况 , 收敛准则也可采用不同的形式 ,例如 :

‖ X( k) - X( k - 1 ) ‖ <ε

或

| f ( X( k) ) - f ( X( k - 1 ) ) | <ε

例 5  试用内点法求解

min f ( X) =
1
3

( x1 + 1 )3 + x2

 g1 ( X) = x1 - 1≥0

 g2 ( X) = x2 ≥0

解  构造障碍函数

P( X , r) =
1
3

( x1 + 1)
3

+ x2 +
r

x 1 - 1
+

r
x2

�P
�x1

= ( x1 + 1)2 -
r

( x1 - 1 )2 = 0

�P
�x2

= 1 -
r

x 2
2

= 0

联立解上述两个方程 ,得

x1 ( r) = 1 + r ,   x2 ( r) = r

如此得最优解 :

Xmin = lim
r→ 0

1 + r , r
T

= (1 ,0 )
T

由于此例可解析求解 , 故可如上进行。但很多问题不便用解析法 , 而需用迭代法

求解。

例 6  试用内点法解

min f ( X) = x1 + x2

 g1 ( X) = - x2
1 + x2 ≥0

 g2 ( X) = x1 ≥0

解  障碍项采用自然对数函数 ,得障碍函数如下 :

P( X , r) = x1 + x2 - rlog( - x
2
1 + x2 ) - rlog x1

图  7 -6

各次迭代结果示于表 7 -1 及图 7 -6 中。

 表  7-1

障碍因子 r x1 ( r) x2 ( r)

r1 ‰1 NC. 000 0 |q. 500 1 ªŸ. 250

r2 ‰0 NC. 500 0 |q. 309 0 ªŸ. 595

r3 ‰0 NC. 250 0 |q. 183 0 ªŸ. 283

r4 ‰0 NC. 100 0 |q. 085 0 ªŸ. 107

r5 ‰0 NC. 0001 0 |q. 000 0 ªŸ. 000
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  我们知道 ,内点法的迭代过程必须由某个内点开始。在处理实际问题时 , 如果不能找

出某个内点作为初始点 ,迭代就无法展开。下面说明初始内点的求法。求初始内点本身

也是一个迭代过程。

先任找一点 X
( 0 )

为初始点 , 令

S0 = { j | gj ( X( 0 ) ) ≤0 ,  1≤ j≤ l}

T0 = { j | gj ( X
( 0 )

) > 0 ,  1≤ j≤ l}

如果 S0 为空集 , 则 X( 0 ) 为初始内点 ; 若 S0 非空 , 则以 S0 中的约束函数为假拟目标函数 ,

并以 T0 中的约束函数为障碍项 , 构成一无约束极值问题 , 对这一问题进行极小化 , 可得

一个新点 X( 1 ) 。然后检验 X( 1 ) , 若仍不为内点 ,如上继续进行 , 并减小障碍因子 r, 直到求

出一个内点为止。

求初始内点的迭代步骤如下 :

(1 ) 任取一点 X
( 0 )

∈ E
n
, r0 > 0 (例如 r0 = 1 ) , 令 k: = 0。

(2 ) 定出指标集 Sk 及 T k

S k = { j | gj ( X
( k)

)≤0 ,  1≤ j≤ l}

Tk = { j | gj ( X
( k)

) > 0 ,  1≤ j≤ l}

(3 ) 检查集合 S k 是否为空集 , 若为空集 ,则 X
( k)

在 R0 内 , 初始内点找到 , 迭代停止。

否则转向第 (4 )步。

(4 ) 构造函数

～
P ( X , rk ) = - ∑

j∈ S
k

g j ( X) + rk∑
j∈ T

k

1
gj ( X)

,   rk > 0

以 X( k ) 为初始点 ,在保持对集合

～
R

k = { X | gi ( X) > 0 ,   j∈ Tk }

可行的情况下 ,极小化
～

P
( X , rk ) ,即

min ～
P
( X , rk ) ,   X∈

～

R
k

得 X
( k + 1 )

, X
( k + 1 )

∈
～

R
k , 转向第 (5 )步。

(5 ) 令 0 < rk + 1 < rk (例如说 rk + 1 = rk/ 10) , k: = k + 1 ,转向第 (2 )步。

注   记

关于非线性规划的系统研究始于 20 世纪 40 年代后期 , 1951 年 Kuhn 和 Tucker 提出了著名的

K uhn - Tucker 条件。此后 , 无论在基本理论还是在实用算法的研究方面都发展很快。目前 , 非线性规

划已成为数学规划中内容十分丰富的一个分支。限于篇幅 , 本篇仅叙述了非线性规划中最基本的一些

概念和算法 , 力图便于读者掌握一些重要方法 ,并为进一步深入学习打好基础。

在求解无约束最优化问题的方法中 , 变尺度法、共轭梯度法和 Powell 直接法占有十分重要的地位。

如欲进一步研究 , 除本篇末列出的参考文献外 , 还可参阅 : 邓乃扬等著 .无约束最优化计算方法 . 北京 :

科学出版社 , 1982 年。

对约束极值问题 ,除本篇提到者外 ,梯度投影法、简约梯度法、约束变尺度法、乘子罚函数法、序列二

次规划法和起作用约束集法 (active set method )等都是很重要的方法。其中简约梯度法和起作用约束

集法对处理线性约束非线性规划十分有效。处理一般非线性约束非线性规划的有效方法 ,有待进一步
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研究。

希望对非线性规划有更多地了解的读者 , 除可参看本篇末所列文献 ,尤其是 [8 ] , [12] , [ 13]外 , 还可

参考 :

Fletcher R . Practical Methods of Optimization , Vol . 2 , John Wiley & Sons . 1981 .

Edited by A . Bachem , M . G r�tschel and B . Korte , Mathematical P rogramming : The State of the

Ar t , Bonn 1982 , Springer - Verlag , 1983 .

习   题

7. 1  在某一试验中变更条件 xi 四次 , 测得相应的结果 yi 示于下表 , 试为这一试验

拟合一条直线 , 使其在最小二乘意义上最好地反映这项试验的结果 ( 仅要求写出数学

模型 )。

xi 2 {4 À6 �8 "

yi 1 {3 À5 �6 "

7. 2  有一线性方程组如下

x1 - 2 x2 + 3 x3 = 2

3 x1 - 2 x2 + x3 = 7

x1 + x2 - x3 = 1

现欲用无约束极小化方法求解 ,试建立数学模型并说明计算原理。

7. 3  试判定下述非线性规划是否为凸规划 :

(1 )

min f ( X) = x2
1 + x2

2 + 8

 x
2
1 - x2 ≥0

 - x1 - x2
2 + 2 = 0

 x1 , x2 ≥0

(2 )

min f ( X) = 2 x2
1 + x2

2 + x2
3 - x1 x2

 x
2
1 + x

2
2 ≤4

 5 x
2
1 + x3 = 10

 x1 , x2 , x3 ≥0

7. 4  试用斐波那契法求函数

f ( x) = x2 - 6 x + 2

在区间 [0 , 10] 上的极小点 ,要求缩短后的区间长度不大于原区间长度的 8%。

7. 5  试用 0. 618 法重做习题 7. 4,并将计算结果与用斐波那契法所得计算结果进行比较。

7. 6  试用最速下降法求解

min f ( X) = x
2
1 + x

2
2 + x

2
3

选初始点 X
( 0 )

= ( 2 , - 2 , 1)
T

, 要求做三次迭代 ,并验证相邻两步的搜索方向正交。

7. 7  试用最速下降法求函数

f ( X) = - ( x1 - 2 )2 - 2 x2
2

的极大点。先以 X
( 0 )

= ( 0 , 0)
T
为初始点进行计算 , 求出极大点 ; 再以 X

( 0 )
= ( 0 , 1)

T
为初
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始点进行两次迭代。最后比较从上述两个不同初始点出发的寻优过程。

7. 8  试用牛顿法重解习题 7. 6。

7. 9  试用牛顿法求解

max f ( X) =
1

x
2
1 + x

2
2 + 2

取初始点 X( 0 ) = ( 4 , 0) T ,用最佳步长进行。然后采用固定步长λ= 1 , 观察迭代情况 ,并加

以分析说明。

7. 10  试用共轭梯度法求二次函数

f ( X) =
1
2

X
T

A X

的极小点 ,此处

A =
1 1

1 2

7. 11  令 X( i) ( i = 1 , 2 , ⋯ , n)为一组 A 共轭向量 (假定为列向量 ) , A 为 n× n 对称正

定阵 ,试证

A
- 1

= ∑
n

i = 1

X
( i)

( X
( i )

)
T

( X( i) ) T A X( i)

  7. 12  试用变尺度法求解

min f ( X) = ( x1 - 2 )
3

+ ( x1 - 2 x2 )
2

取初始点 X( 0 ) = ( 0. 00 ,3. 00) T , 要求近似极小点处梯度的模不大于 0. 5。

7. 13  试以 X( 0 ) = ( 0 , 0) T 为初始点 ,使用

(1 ) 最速下降法 ( 迭代 4 次 ) ;

(2 ) 牛顿法 ;

(3 ) 变尺度法。

求解无约束极值问题

min f ( X) = 2 x
2
1 + x

2
2 + 2 x1 x2 + x1 - x2

并绘图表示使用上述各方法的寻优过程。

7. 14  试用步长加速法 (模矢法 ) 求下述函数

f ( X) = x
2
1 + 2 x

2
2 - 4 x1 - 2 x1 x2

的极小点 ,初始点 X( 0 ) = (3 ,1 ) T ,步长

Δ1 =
0. 5

0
,  Δ2 =

0

0. 5

并绘图表示整个迭代过程。

7. 15  分析非线性规划

min f ( X) = ( x1 - 2)2 + ( x2 - 3 )2

 x
2
1 + ( x2 - 2)

2
≥4

 x2 ≤2

在以下各点的可行下降方向 (使用式 ( 7 -6 )和式 ( 7 -7) ) :

(1 ) X
( 1 )

= ( 0 , 0)
T

;   (2 ) X
( 2 )

= (2 , 2 )
T

;   ( 3) X
( 3 )

= ( 3 , 2)
T
。
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并绘图表示各点可行下降方向的范围。

7. 16  试写出下述二次规划的 Kuhn- Tucker 条件 :

max f ( X) = C
T

X + X
T

H X

 A X≤ b

 X≥0

其中 : A 为 m× n矩阵 , H 为 n× n 矩阵 , C 为 n 维列向量 , b为 m 维列向量 ,变量 X 为 n 维

列向量。

7. 17  试写出下述非线性规划问题的 Kuhn- Tucker 条件并进行求解 :

(1 )
max f ( x ) = ( x - 3 )

2

  1≤ x≤5

(2 )
min f ( x) = ( x - 3 )

2

  1≤ x≤5

7. 18  试找出非线性规划问题

max f ( X) = x1

 x2 - 2 + ( x1 - 1)
3
≤0

 ( x1 - 1)3 - x2 + 2≤0

 x1 , x2 ≥0

的极大点 ,然后写出其 Kuk n-Tucker 条件 , 这个极大点满足 Kuh n-Tucker 条件吗 ? 试加

以说明。

7. 19  试解二次规划

min f ( X) = 2 x
2
1 - 4 x1 x2 + 4 x

2
2 - 6 x1 - 3 x2

 x1 + x2 ≤3

 4 x1 + x2 ≤9

 x1 , x2 ≥0

7. 20  试用可行方向法求解

min f ( X) = 2 x2
1 + 2 x2

2 - 2 x1 x2 - 4 x1 - 6 x2

 x1 + x2 ≤2

 x1 + 5 x2 ≤5

 x1 , x2 ≥0

7. 21  试用 SUMT 外点法求解

min f ( X) = x
2
1 + x

2
2

 x2 = 1

并求出当罚因子等于 1 和 10 时的近似解。

7. 22  试用 SUMT 外点法求解

max f ( X) = x1

 ( x2 - 2 ) + ( x1 - 1 )3 ≤0

 ( x1 - 1 )
3

- ( x2 - 2 )≤0

 x1 , x2 ≥0
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  7. 23  试用 SUMT 内点法求解

min f ( x) = ( x + 1 )2

 x≥0

7. 24  试用 SUMT 内点法求解

min f ( x ) = x

 0≤ x≤1
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五、动 态 规 划

动态规则是运筹学的一个分支 , 它是解决多阶段决策过程最优化的一种数学方法。

大约产生于 20 世纪 50 年代。1951 年美国数学家贝尔曼 ( R .Bellman) 等人 , 根据一类多

阶段决策问题的特点 ,把多阶段决策问题变换为一系列互相联系的单阶段问题 , 然后逐个

加以解决。与此同时 ,他提出了解决这类问题的“最优性原理”, 研究了许多实际问题 , 从

而创建了解决最优化问题的一种新的方法———动态规划。他的名著“动态规划”于 1957

年出版 ,该书是动态规划的第一本著作。

动态规划的方法 ,在工程技术、企业管理、工农业生产及军事等部门中都有广泛的应

用 ,并且获得了显著的效果。在企业管理方面 , 动态规划可以用来解决最优路径问题、资

源分配问题、生产调度问题、库存问题、装载问题、排序问题、设备更新问题、生产过程最优

控制问题等等 ,所以它是现代企业管理中的一种重要的决策方法。许多问题用动态规划

的方法去处理 ,常比线性规划或非线性规划更有成效。特别对于离散性的问题 , 由于解析

数学无法施展其术 ,而动态规划的方法就成为非常有用的工具。应指出 , 动态规划是求解

某类问题的一种方法 ,是考查问题的一种途径 , 而不是一种特殊算法 ( 如线性规划是一种

算法 )。因而 , 它不像线性规划那样有一个标准的数学表达式和明确定义的一组规则 , 而

必须对具体问题进行具体分析处理。因此 ,读者在学习时 , 除了要对基本概念和方法正确

理解外 ,应以丰富的想像力去建立模型 , 用创造性的技巧去求解。

动态规划模型的分类 ,根据多阶段决策过程的时间参量是离散的还是连续的变量 , 过

程分为离散决策过程和连续决策过程。根据决策过程的演变是确定性的还是随机性的 ,

过程又可分为确定性决策过程和随机性决策过程。组合起来就有离散确定性、离散随机

性、连续确定性、连续随机性四种决策过程模型。

本部分主要研究离散决策过程 ,介绍动态规划的基本概念、理论和方法 , 并通过几个

典型的问题来说明它的应用 ,这些都是整个动态规划的基本内容。

第 8 章  动态规划的基本方法

第 1 节  多阶段决策过程及实例

  在生产和科学实验中 ,有一类活动的过程 , 由于它的特殊性 , 可将过程分为若干个互

相联系的阶段 ,在它的每一个阶段都需要作出决策 , 从而使整个过程达到最好的活动效

果。因此 ,各个阶段决策的选取不是任意确定的 , 它依赖于当前面临的状态 , 又影响以后

的发展。当各个阶段决策确定后 ,就组成了一个决策序列 , 因而也就决定了整个过程的一
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条活动路线。这种把一个问题可看作是一个前后关联具有链状结构的多阶段过程 ( 如

图 8-1所示 )就称为多阶段决策过程 , 也称序贯决策过程。这种问题就称为多阶段决策

过程。

图  8-1

在多阶段决策问题中 ,各个阶段采取的决策 , 一般来说是与时间有关的 , 决策依赖于

当前的状 - - 态 , 又随即引起状态的转移 , 一个决策序列就是在变化的状态中产生出来

的 ,故有“动态”的含义。因此 , 把处理它的方法称为动态规划方法。但是 , 一些与时间没

有关系的静态规划 (如线性规划、非线性规划等 )问题 , 只要人为地引进“时间”因素 , 也可

把它视为多阶段决策问题 ,用动态规划方法去处理。

多阶段决策问题很多 ,现举例如下。

例 1  最短路线问题

如图 8-2 , 给定一个线路网络 , 两点之间连线上的数字表示两点间的距离 ( 或费用 ) ,

试求一条由 A 到 G 的铺管线路 ,使总距离为最短 (或总费用最小 )。

图  8-2

例 2  机器负荷分配问题

某种机器可以在高低两种不同的负荷下进行生产。在高负荷下进行生产时 , 产品的

年产量 g 和投入生产的机器数量 u1 的关系为

g = g( u1 )

这时 ,机器的年完好率为 a, 即如果年初完好机器的数量为 u, 到年终时完好的机器就为

au, 0 < a< 1 ,在低负荷下生产时 , 产品的年产量 h和投入生产的机器数量 u2 的关系为

h = h( u2 )

相应的机器年完好率为 b, 0 < b< 1。

假定开始生产时完好的机器数量为 s1 。要求制定一个五年计划 , 在每年开始时 ,决定

如何重新分配完好的机器在两种不同的负荷下生产的数量 , 使在五年内产品的总产量达

到最高。
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  还有 ,如各种资源 ( 人力、物力 ) 分配问题、生产 - 存储问题、最优装载问题、水库优化

调度问题、最优控制问题等等 , 都是具有多阶段决策问题的特性 , 均可用动态规划方法去

求解。

第 2 节  动态规划的基本概念和基本方程

如图 8 -2 所示的线路网络 ,求 A 到 G 的最短路线问题是动态规划中一个较为直观的

典型例子。现通过讨论它的解法 , 来说明动态规划方法的基本思想 , 并阐述它的基本

概念。

由图 8 -2 可知 ,从 A 点到 G 点可以分为 6 个阶段。从 A 到 B 为第一阶段 , 从 B 到 C

为第二阶段⋯从 F 到 G 为第六阶段。在第一阶段 , A 为起点 , 终点有 B1 、B2 两个 , 因而这

时走的路线有两个选择 ,一是走到 B1 ; 一是走到 B2 , 若选择走到 B2 的决策 , 则 B2 就是第

一阶段在我们决策之下的结果。它既是第一阶段路线的终点 ,又是第二阶段路线的始点。

在第二阶段 ,再从 B2 点出发 ,对应于 B2 点就有一个可供选择的终点集合{ C2 , C3 , C4 } ; 若

选择由 B2 走至 C2 为第二阶段的决策 , 则 C2 就是第二阶段的终点 , 同时又是第三阶段的

始点。同理递推下去 ,可看到 : 各个阶段的决策不同 ,铺管路线就不同。很明显 , 当某阶段

的始点给定时 ,它直接影响着后面各阶段的行进路线和整个路线的长短 , 而后面各阶段的

路线的发展不受这点以前各阶段路线的影响。故此问题的要求是 : 在各个阶段选取一个

恰当的决策 ,使由这些决策组成的一个决策序列所决定的一条路线 , 其总路程最短。

如何解决这个问题呢 ? 可以采取穷举法。即把由 A 到 G 所有可能的每一条路线的

距离都算出来 ,然后互相比较找出最短者 , 相应地得出了最短路线。这样 , 由 A 到 G 的 6

个阶段中 ,一共有 2×3×2×2×2×1 = 48 条不同的路线 , 比较 48 条不同的路线的距离

值 ,才找出最短路线为

A→ B1 →C2 → D1 → E2 → F2 →G

相应最短距离为 18。显然 , 这样作计算是相当繁杂的。如果当段数很多 , 各段的不同选

择也很多时 ,这种解法的计算将变得极其繁杂 , 甚至在电子计算机上计算都是不现实的。

因此 ,为了减少计算工作量 , 需要寻求更好的算法 ,这就是下面要介绍的动态规划的方法。

为了讨论方便 ,先介绍动态规划的基本概念和符号。

2. 1  动态规划的基本概念

1. 阶段

  把所给问题的过程 , 恰当地分为若干个相互联系的阶段 , 以便能按一定的次序去求

解。描述阶段的变量称为阶段变量 ,常用 k 表示。阶段的划分 , 一般是根据时间和空间的

自然特征来划分 ,但要便于把问题的过程能转化为多阶段决策的过程。如例 1 可分为 6

个阶段来求解 , k 分别等于 1、2、3、4、5、6。

2. 状态

状态表示每个阶段开始所处的自然状况或客观条件 ,它描述了研究问题过程的状况 ,
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又称不可控因素。在例 1 中 ,状态就是某阶段的出发位置。它既是该阶段某支路的起点 ,

又是前一阶段某支路的终点。通常一个阶段有若干个状态 , 第一阶段有一个状态就是点

A ,第二阶段有两个状态 , 即点集合{ B1 , B2 } , 一般第 k 阶段的状态就是第 k 阶段所有始点

的集合。

描述过程状态的变量称为状态变量。它可用一个数、一组数或一向量 (多维情形 ) 来

描述。常用 Sk 表示第 k 阶段的状态变量。如在例 1 中第三阶段有四个状态 ,则状态变量

S k 可取四个值 , 即 C1 、C2 、C3 、C4 。点集合{ C1 , C2 , C3 , C4 }就称为第三阶段的可达状态集

合。记为 S3 = { C1 , C2 , C3 , C4 }。有时为了方便起见 , 将该阶段的状态编上号码 1 , 2⋯这

时也可记 S3 = {1 ,2 ,3 ,4}。第 k 阶段的可达状态集合就记为 S k 。

这里所说的状态应具有下面的性质 :如果某阶段状态给定后 , 则在这阶段以后过程的

发展不受这阶段以前各段状态的影响。换句话说 , 过程的过去历史只能通过当前的状态

去影响它未来的发展 ,当前的状态是以往历史的一个总结。这个性质称为无后效性 ( 即马

尔科夫性 )。

如果状态仅仅描述过程的具体特征 ,则并不是任何实际过程都能满足无后效性的要

求。所以 ,在构造决策过程的动态规划模型时 , 不能仅由描述过程的具体特征这点着眼去

规定状态变量 ,而要充分注意是否满足无后效性的要求。如果状态的某种规定方式可能

导致不满足无后效性 ,应适当地改变状态的规定方法 , 达到能使它满足无后效性的要求。

例如 ,研究物体 ( 把它看作一个质点 )受外力作用后其空间运动的轨迹问题。从描述轨迹

这点着眼 ,可以只选坐标位置 ( xk , yk , zk )作为过程的状态 , 但这样不能满足无后效性 , 因

为即使知道了外力的大小和方向 ,仍无法确定物体受力后的运动方向和轨迹 , 只有把位置

( xk , yk , zk ) 和速度 ( x
·

k , y
·

k , z
·

k )都作为过程的状态变量 , 才能确定物体运动下一步的方向

和轨迹 ,实现无后效性的要求。

3. 决策

决策表示当过程处于某一阶段的某个状态时 ,可以作出不同的决定 ( 或选择 ) , 从而确

定下一阶段的状态 ,这种决定称为决策。在最优控制中也称为控制。描述决策的变量 , 称

为决策变量。它可用一个数、一组数或一向量来描述。常用 uk ( sk ) 表示第 k 阶段当状态

处于 sk 时的决策变量。它是状态变量的函数。在实际问题中 , 决策变量的取值往往限制

在某一范围之内 ,此范围称为允许决策集合。常用 Dk ( sk )表示第 k 阶段从状态 sk 出发的

允许决策集合 ,显然有 uk ( sk )∈ Dk ( sk )。

如在例 1 第二阶段中 ,若从状态 B1 出发 , 就可作出三种不同的决策 , 其允许决策集合

D2 ( B1 ) = { C1 , C2 , C3 } ,若选取的点为 C2 ,则 C2 是状态 B1 在决策 u2 ( B1 )作用下的一个新的

状态 ,记作 u2 ( B1 ) = C2 。

4. 策略

策略是一个按顺序排列的决策组成的集合。由过程的第 k 阶段开始到终止状态为止

的过程 ,称为问题的后部子过程 ( 或称为 k 子过程 ) 。由每段的决策按顺序排列组成的决

策函数序列{ uk ( sk ) , ⋯ , un ( sn ) }称为 k 子过程策略 , 简称子策略 ,记为 pk , n ( sk )。即

pk , n ( sk ) = { uk ( sk ) , uk + 1 ( sk + 1 ) , ⋯ , un ( sn )}
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当 k = 1 时 ,此决策函数序列称为全过程的一个策略 ,简称策略 , 记为 p1 , n ( s1 )。即

p1 , n ( S1 ) = { u1 ( s1 ) , u2 ( s2 ) , ⋯ , un ( sn ) }

在实际问题中 ,可供选择的策略有一定的范围 , 此范围称为允许策略集合 , 用 P 表

示。从允许策略集合中找出达到最优效果的策略称为最优策略。

5. 状态转移方程

状态转移方程是确定过程由一个状态到另一个状态的演变过程。若给定第 k 阶段状

态变量 sk 的值 , 如果该段的决策变量 uk 一经确定 , 第 k + 1 阶段的状态变量 sk + 1 的值也就

完全确定。即 sk + 1 的值随 sk 和 u k 的值变化而变化。这种确定的对应关系 ,记为

sk + 1 = Tk ( sk , uk )

上式描述了由 k 阶段到 k + 1 阶段的状态转移规律 , 称为状态转移方程。 Tk 称为状

态转移函数。如例 1 中 ,状态转移方程为 sk + 1 = uk ( sk )。

6. 指标函数和最优值函数

用来衡量所实现过程优劣的一种数量指标 , 称为指标函数。它是定义在全过程和所

有后部子过程上确定的数量函数。常用 V k , n 表示之。即

V k , n = V k , n ( sk , uk , sk + 1 ,⋯ , sn + 1 ) , k = 1 , 2 ,⋯ , n

对于要构成动态规划模型的指标函数 ,应具有可分离性 , 并满足递推关系。即 V k , n 可

以表示为 sk 、uk 、V k + 1 , n 的函数。记为

V k , n ( sk , uk , sk + 1 ,⋯ , sn + 1 ) =ψk [ sk , uk , V k + 1 , n ( sk + 1 ,⋯ , sn + 1 ) ]

在实际问题中很多指标函数都满足这个性质。

常见的指标函数的形式如下。

(1 ) 过程和它的任一子过程的指标是它所包含的各阶段的指标的和。即

V k , n ( sk , uk , ⋯ , sn + 1 ) = ∑
n

j = k

v j ( sj , uj )

其中 v j ( sj , uj ) 表示第 j 阶段的阶段指标。这时上式可写成

V k , n ( sk , uk , ⋯ , sn + 1 ) = vk ( sk , uk ) + V k + 1 , n ( sk + 1 , uk + 1 , ⋯ , sn + 1 )

(2 ) 过程和它的任一子过程的指标是它所包含的各阶段的指标的乘积。即

V k , n ( sk , uk , ⋯ , sn + 1 ) = ∏
n

j = k

v j ( sj , uj )

这时就可写成

V k , n ( sk , uk ,⋯ , sn + 1 ) = vk ( sk , uk ) V k + 1 , n ( sk + 1 , uk + 1 ,⋯ , sn + 1 )

指标函数的最优值 ,称为最优值函数 , 记为 f k ( sk )。它表示从第 k 阶段的状态 sk 开

始到第 n 阶段的终止状态的过程 , 采取最优策略所得到的指标函数值。即

f k ( sk ) = opt
{ u

k
, ⋯ , u

n
}
V k , n ( sk , uk , ⋯ , sn + 1 )

其中“opt”是最优化 ( optimization)的缩写 , 可根据题意而取 min 或 max。

在不同的问题中 ,指标函数的含义是不同的 , 它可能是距离、利润、成本、产品的产量

或资源消耗等。例如 , 在最短路线问题中 ,指标函数 V k , n 就表示在第 k 阶段由点 sk 至终点

G 的距离。用 dk ( sk , uk ) = vk ( sk , uk ) 表示在第 k 阶段由点 sk 到点 sk + 1 = uk ( sk ) 的距离 ,
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如 d5 ( E1 , F1 ) = 3 ,就表示在第 5 阶段中由点 E1 到点 F1 的距离为 3。 f k ( sk ) 表示从第 k

阶段点 sk 到终点 G 的最短距离 , 如 f4 ( D1 ) 就表示从第 4 阶段中的点 D1 到点 G 的最短

距离。

2. 2  动态规划的基本思想和基本方程

现在 ,再结合解决最短路线问题来介绍动态规划方法的基本思想。生活中的常识告

诉我们 ,最短路线有一个重要特性 : 如果由起点 A 经过 P 点和 H 点而到达终点 G 是一条

最短路线 ,则由点 P 出发经过 H 点到达终点 G 的这条子路线 , 对于从点 P 出发到达终点

的所有可能选择的不同路线来说 ,必定也是最短路线。例如 , 在最短路线问题中 , 若找到

了 A→ B1 →C2 → D1 → E2 → F2 →G 是由 A 到 G 的最短路线 ,则 D1 → E2 → F2 → G 应该是由

D1 出发到 G 点的所有可能选择的不同路线中的最短路线。此特性用反证法易证。因为

如果不是这样 ,则从点 P 到 G 点有另一条距离更短的路线存在 , 把它和原来最短路线由

A 点到达 P 点的那部分连接起来 ,就会得到一条由 A 点到 G 点的新路线 , 它比原来那条

最短路线的距离还要短些。这与假设矛盾 ,是不可能的。

图  8 -3

根据最短路线这一特性 , 寻找最

短路线的方法 , 就是从最后一段开始 ,

用由后向前逐步递推的方法 , 求出各

点到 G 点的最短路线 , 最后求得由 A

点到 G 点的最短路线。所以 , 动态规

划的方法是从终点逐段向始点方向寻

找最短路线的一种方法 ,如图 8 -3 表示。

下面按照动态规划的方法 ,将例 1 从最后一段开始计算 ,由后向前逐步推移至 A 点。

当 k = 6 时 , 由 F1 到终点 G 只有一条路线 , 故 f6 ( F1 ) = 4。同理 , f6 ( F2 ) = 3。

当 k= 5 时 ,出发点有 E1 、E2 、E3 三个。若从 E1 出发 ,则有两个选择 :①至 F1 ;②至 F2

则

f5 ( E1 ) = min
d5 ( E1 , F1 ) + f6 ( F1 )

d5 ( E1 , F2 ) + f6 ( F2 )
= min

3 + 4

5 + 3
= 7

其相应的决策为 us ( E1 ) = F1

这说明 ,由 E1 至终点 G 的最短距离为 7 , 其最短路线是

E1 → F1 →G

同理 ,从 E2 和 E3 出发 , 则有

f5 ( E2 ) = min
d5 ( E2 , F1 ) + f6 ( F1 )

d5 ( E2 , F2 ) + f6 ( F2 )
= min

5 + 4

2 + 3
= 5

其相应的决策为 us ( E2 ) = F2

f5 ( E3 ) = min
d5 ( E3 , F1 ) + f6 ( F1 )

d5 ( E3 , F2 ) + f6 ( F2 )
= min

6 + 4

6 + 3
= 9

且 u5 ( E3 ) = F2

类似地 ,可算得
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当 k = 4 时 , 有

f4 ( D1 ) = 7    u4 ( D1 ) = E2

f4 ( D2 ) = 6 u4 ( D2 ) = E2

f4 ( D3 ) = 8 u4 ( D3 ) = E2

当 k = 3 时 , 有

f3 ( C1 ) = 13 u3 ( C1 ) = D1

f3 ( C2 ) = 10 u3 ( C2 ) = D1

f3 ( C3 ) = 9 u3 ( C3 ) = D2

f3 ( C4 ) = 12 u3 ( C4 ) = D3

当 k = 2 时 , 有

f2 ( B1 ) = 13 u2 ( B1 ) = C2

f2 ( B2 ) = 16 u2 ( B2 ) = C3

当 k = 1 时 , 出发点只有一个 A 点 , 则

f1 ( A) = min
d1 ( A, B1 ) + f 2 ( B1 )

d1 ( A, B2 ) + f 2 ( B2 )
= min

5 + 13

3 + 16
= 18

且 u1 ( A) = B1 。于是得到从起点 A 到终点 G 的最短距离为 18。

为了找出最短路线 , 再按计算的顺序反推之 , 可求出最优决策函数序列{ uk } , 即由

u1 ( A) = B1 , u2 ( B1 ) = C2 , u3 ( C2 ) = D1 , u4 ( D1 ) = E2 , u5 ( E2 ) = F2 , u6 ( F2 ) = G组成一个最优策

略。因而 ,找出相应的最短路线为

A→ B1 →C2 → D1 → E2 → F2 →G

从上面的计算过程中可以看出 ,在求解的各个阶段 , 我们利用了 k 阶段与 k + 1 阶段

之间的递推关系 :

f k ( sk ) = min
u

k
∈ D

k
( s

k
)
{ dk ( sk , uk ( sk ) ) + f k + 1 ( uk ( sk ) )} k = 6 ,5 ,4 ,3 , 2, 1

f7 ( s7 ) = 0 (或写成 f 6 ( s6 ) = d6 ( s6 , G) )

一般情况 , k 阶段与 k + 1 阶段的递推关系式可写为

f k ( sk ) = opt
u

k
∈ D

k
( s

k
)
{ vk ( sk , uk ( sk ) ) + f k + 1 ( uk ( sk ) ) } ( 8 -1)

k = n, n - 1 , ⋯ , 1

边界条件为

f n + 1 ( sn + 1 ) = 0

这种递推关系式 (8 -1)称为动态规划的基本方程。

现在把动态规划方法的基本思想归纳如下。

(1 ) 动态规划方法的关键在于正确地写出基本的递推关系式和恰当的边界条件 ( 简

言之为基本方程 )。要做到这一点 , 必须先将问题的过程分成几个相互联系的阶段 , 恰当

地选取状态变量和决策变量及定义最优值函数 , 从而把一个大问题化成一族同类型的子

问题 ,然后逐个求解。即从边界条件开始 , 逐段递推寻优 ,在每一个子问题的求解中 , 均利

用了它前面的子问题的最优化结果 ,依次进行 , 最后一个子问题所得的最优解 ,就是整个

问题的最优解。
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  (2 ) 在多阶段决策过程中 , 动态规划方法是既把当前一段和未来各段分开 , 又把当前

效益和未来效益结合起来考虑的一种最优化方法。因此 , 每段决策的选取是从全局来考

虑的 ,与该段的最优选择答案一般是不同的。

(3 ) 在求整个问题的最优策略时 , 由于初始状态是已知的 ,而每段的决策都是该段状

态的函数 ,故最优策略所经过的各段状态便可逐次变换得到 , 从而确定了最优路线。

如例 1 最短路线问题 ,初始状态 A 已知 ,则按下面箭头所指的方向逐次变换有

u1 ( A)  u2 ( B1 )  ⋯  u0′( F2 )

           ↗  ↓  ↗  ↓  ↗     ↗  ↓

          A  B1  C2  ⋯  G

         (已知 )

从而可得最优策略为{ u1 ( A) , u2 ( B1 ) , ⋯ , u0′( F2 ) } ,相应的最短路线为

A→ B1 →C1 → D1 → E2 → F2 →G

上述最短路线问题的计算过程 ,也可借助图形直观简明的表示出来 , 如图 8 -4 所示。

在图 8 -4 中 , 每节点处上方的方格内的数 , 表示该点到终点 G 的最短距离。用

直线连接的点表示该点到终点 G 的最短路线。未用直线连接的点就说明它不是该点

到终点 G的最短路线 , 故这些支路均被舍去了。图中粗线表示由始点 A 到终点 G 的最短

路线。

这种在图上直接作业的方法叫做标号法。如果规定从 A 点到 G 点为顺行方向 ,则由

G点到 A 点为逆行方向 , 那么 ,图 8 -4 是由 G 点开始从后向前标的。这种以 A 为始端 , G

为终端 ,从 G 到 A 的解法称为逆序解法。

图  8 -4

由于线路网络的两端都是固定的 , 且线路上的数字是表示两点间的距离 , 则从

A 点计算到 G 点和从 G 点计算到 A 点的最短路线是相同的。因而 , 标号也可以由 A 开

始 ,从前向后标。只是那时是视 G 为起点 , A 为终点 , 按动态规划方法处理的 , 如图 8 -5

所示。

图 8 -5 中 ,每节点处上方方格内的数表示该点到 A 点的最短距离 , 用直线连接的点

表示该点到起点 A 的最短路线 , 粗线表示 A 到 G 的最短路线。
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图  8 -5

  这种以 G为始端、A 为终端的从 A 到 G 的解法称为顺序解法。

由此可见 ,顺序解法和逆序解法只表示行进方向的不同或对始端终端看法的颠倒。

但用动态规划方法求最优解时 ,都是在行进方向规定后 , 均要逆着这个规定的行进方向 ,

从最后一段向前逆推计算 ,逐段找出最优途径。

从上面例 1 的计算过程 ,明显看到 , 动态规划的方法比穷举法有以下优点 :

(1 ) 减少了计算量。计算例 1 若用穷举法 , 就要对 48 条路线进行比较 , 运算在计算

机上进行时 ,比较运算要进行 47 次 ;求各条路线的距离 , 即使用逐段累加方法 ,也要进行

6 + 12 + 24 + 48 + 48 = 138 次加法运算。

用动态规划方法来计算 ,比较运算 ( 从 k = 5 段开始向前算 )共进行 3 + 3 + 4 + 4 + 1 =

15 次。每次比较运算相应有两次加法运算 , 再去掉中间重复两次 ( 即 B1 →C1 , B2 → C4 各

多算了一次 ) , 实际只有 28 次加法运算。可见 , 动态规划方法比穷举法减少了计算量。而

且随着段数的增加 ,计算量将大大地减少。

(2 ) 丰富了计算结果。在逆序 (或顺序 ) 解法中 , 我们得到的不仅仅是由 A 点 ( 或 G

点 )出发到 G 点 (或 A 点 )的最短路线及相应的最短距离 , 而且得到了从所有各中间点出

发到 G点 (或 A 点 )的最短路线及相应的距离。这就是说 , 求出的不是一个最优策略 , 而

是一族的最优策略。这对许多实际问题来讲是很有用的 ,有利于帮助分析所得结果。

在明确了动态规划的基本概念和基本思想之后 ,我们看到 , 给一个实际问题建立动态

规划模型时 ,必须做到下面五点 :

(1 ) 将问题的过程划分成恰当的阶段 ;

(2 ) 正确选择状态变量 sk , 使它既能描述过程的演变 ,又要满足无后效性 ;

(3 ) 确定决策变量 uk 及每阶段的允许决策集合 D k ( sk ) ;

(4 ) 正确写出状态转移方程 ;

(5 ) 正确写出指标函数 V k , n 的关系 ,它应满足下面三个性质 :

① 是定义在全过程和所有后部子过程上的数量函数 ;

② 要具有可分离性 ,并满足递推关系。即

V k , n ( sk , kk , ⋯ , sn + 1 ) =ψk [ sk , uk , V k + 1 , n ( sk + 1 , uk + 1 ,⋯ , sn + 1 ) ]

③ 函数ψk ( sk , uk , V k + 1 , n ) 对于变量 V k + 1 , n 要严格单调。

以上五点是构造动态规划模型的基础 , 是正确写出动态规划基本方程的基本要素。
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而一个问题的动态规划模型是否正确给出 ,它集中地反映在恰当的定义最优值函数和正

确地写出递推关系式及边界条件上。简言之 ,要正确写出动态规划的基本方程。

根据动态规划方法有逆序解法和顺序解法之分 ,那么 , 它们的动态规划基本方程应如

何来表述呢 ?

设指标函数是取各阶段指标的和的形式 ,即

V k , n = ∑
n

j = k

v j ( sj , uj )

其中 vj ( sj , uj ) 表示第 j 段的指标。它显然是满足指标函数三个性质的。所以上式可

写成

V k , n = vk ( sk , uk ) + V k + 1 , n [ sk + 1 , ⋯ , sn + 1 ]

当初始状态给定时 ,过程的策略就被确定 , 则指标函数也就确定了。因此 , 指标函数

是初始状态和策略的函数。可记为 V k , n [ sk , pk , n ( sk ) ] 。故上面递推关系又可写成

V k , n [ sk , pk , n ] = vk ( sk , uk ) + V k + 1 , n [ sk + 1 , pk + 1 , n ]

其子策略 pk , n ( sk )可看成是由决策 uk ( sk )和 pk + 1 , n ( sk + 1 )组合而成。即

pk , n = { uk ( sk ) , pk + 1 , n ( sk + 1 ) }

如果用 p *
k , n ( sk )表示初始状态为 sk 的后部子过程所有子策略中的最优子策略 , 则最

优值函数为

f k ( sk ) = V k , n [ sk , p *
k , n ( sk ) ] = opt

p
k , n

V k , n [ sk , pk , n ( sk ) ]

而

opt
p

k, n

V k , n ( sk , pk , n ) = opt
{ u

k
, p

k + 1 , n
}
{ vk ( sk , uk ) + V k + 1 , n ( sk + 1 , pk + 1 , n )}

= opt
u

k

{ uk ( sk , uk ) + opt
p

k + 1 , n

V k + 1 , n }

但

f k + 1 ( sk + 1 ) = opt
p

k+ 1 , n

V k + 1 , n ( sk + 1 , pk + 1 , n )

所以

f k ( sk ) = opt
u

k
∈ D

k
( s

k
)
[ vk ( sk , uk ) + f k + 1 ( sk + 1 ) ]  k = n, n - 1 ,⋯ , 1

边界条件为 f n + 1 ( sn + 1 ) = 0。

这就是动态规划逆序解法的基本方程。式中 sk + 1 = Tk ( sk , uk ) , 其求解过程 , 根据边

界条件 ,从 k = n开始 , 由后向前逆推 ,从而逐步可求得各段的最优决策和相应的最优值 ,

最后求出 f1 ( s1 )时 , 就得到整个问题的最优解。

对于动态规划顺序解法的基本方程应如何表述呢 ? 假定阶段序数 k 和状态变量 sk

的定义不变 ,而改变决策变量 uk 的定义 , 如例 1 中取 uk ( sk + 1 ) = sk , 则这时的状态转移不

是由 sk 、uk 去确定 sk + 1 ,而是反过来由 sk + 1 、uk 去确定 sk , 则状态转移方程一般形式为

sk = T
r
k ( sk + 1 , uk )

因而第 k 阶段的允许决策集合也应作相应的改变 , 记为 D
r
k ( sk + 1 )。指标函数也应换成以

sk + 1 和 uk 的函数表示。于是可得动态规划顺序解法的基本方程为

f k ( sk + 1 ) = opt
u

k
∈ D r

k
( s

k + 1
)

{ vk ( sk + 1 , uk ) + f k - 1 ( sk ) }  k = 1 , 2 , ⋯ , n

边界条件为   f 0 ( s1 ) = 0
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式中 sk = T
r
k ( sk + 1 , uk ) 。其求解过程 :根据边界条件 , 从 k = 1 开始 , 由前向后顺推 ,逐步求

得各段的最优决策和相应的最优值 ,最后求出 f n ( sn + 1 ) , 就得到整个问题的最优解。

第 3 节  动态规划的最优性原理和最优性定理

20 世纪 50 年代 , R .Bellman 等人根据研究一类多阶段决策问题 , 提出了最优性原理

(有的翻译成最优化原理 ) 作为动态规划的理论基础。用它去解决许多决策过程的优化问

题。长期以来 ,许多动态规划的著作都用“依据最优化原理 ,则有⋯⋯”的提法去处理决策

过程的优化问题。人们对用这样的一个简单的原理作为动态规划方法的理论根据很难理

解。的确如此 ,实际上 , 这提法是给用动态规划方法去处理决策过程的优化问题披上神秘

的色彩 ,使读者不能正确理解动态规划方法的本质。

下面将介绍“动态规划的最优性原理”的原文含义。并指出它为什么不是动态规划的

理论基础 ,进而揭示动态规划方法的本质。其理论基础是“最优性定理”。

动态规划的最优性原理 :“作为整个过程的最优策略具有这样的性质 : 即无论过去的

状态和决策如何 ,对前面的决策所形成的状态而言 , 余下的诸决策必须构成最优策略。”简

言之 ,一个最优策略的子策略总是最优的。

但是 ,随着人们深入地研究动态规划 , 逐渐认识到 : 对于不同类型的问题所建立严格

定义的动态规划模型 ,必须对相应的最优性原理给以必要的验证。就是说 , 最优性原理不

是对任何决策过程都普遍成立的 ;而且“最优性原理”与动态规划基本方程 , 并不是无条件

等价的 ,两者之间也不存在确定的蕴含关系。可见动态规划的基本方程在动态规划的理

论和方法中起着非常重要作用。而反映动态规划基本方程的是最优性定理 , 它是策略最

优性的充分必要条件 ,而最优性原理仅仅是策略最优性的必要条件 , 它是最优性定理的推

论。在求解最优策略时 ,更需要的是其充分条件。所以 , 动态规划的基本方程或者说最优

性定理才是动态规划的理论基础。

动态规划的最优性定理 :设阶段数为 n 的多阶段决策过程 ,其阶段编号为

k = 0 , 1 , ⋯ , n - 1

允许策略 p *
0 , n - 1 = ( u*

0 , u*
1 ,⋯ , u*

n - 1 )为最优策略的充要条件是对任意一个 k

0 < k < n - 1 和 s0 ∈ S0 有

V0 , n - 1 ( s0 , p
*

0 , n - 1 ) = opt
p

0 , k - 1
∈ p

0 , k - 1
( s

0
)
{ V0 , k - 1 ( s0 , p0 , k - 1 ) +

opt
p

k, n - 1
∈ p

k, n - 1
(
～

s
k

)

V k , n - 1 ( s～k , pk , n - 1 )} ( 8 -2)

式中 p0 , n - 1 = ( p0 , k - 1 , pk , n - 1 ) , s
～

k = Tk - 1 ( sk - 1 , uk - 1 ) , 它是由给定的初始状态 s0 和子策略

p0 , k - 1 所确定的 k 段状态。当 V 是效益函数时 , opt 取 max ; 当 V 是损失函数时 , opt 取

min。

证明  必要性 :设 p*
0 , n - 1 是最优策略 ,则

V0 , n - 1 ( s0 , p
*

0 , n - 1 ) = opt
p

0 , n - 1
∈ p

0 , n - 1

V0 , n - 1 ( s0 , p0 , n - 1 )

= opt
p

0 , n - 1
∈ p

0 , n - 1

[ V0 , k - 1 ( s0 , p0 , k - 1 ) + V k , n - 1 ( s
～

k , pk , n - 1 ) ]

但对于从 k 至 n - 1 阶段的子过程而言 ,它的总指标取决于过程的起始点
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s
～

k = Tk - 1 ( sk - 1 , uk - 1 )和子策略 p k , n - 1

而这个起始点 s
～

k 它是由前一段子过程在子策略 p0 , k - 1 下而确定的。

因此 ,在策略集合 P0 , n - 1 上求最优解 , 就等价于先在子策略集合 pk , n - 1 ( s
～

k ) 上求最优

解 ,然后再求这些子最优解在子策略集合 p0 , k - 1 ( s0 )上的最优解。故上式可写为

V0 , n - 1 ( s0 , p
*

0 , n - 1 ) = opt
p

0, k - 1
∈ p

0, k - 1
( s

0
)
{ opt

p
k, n - 1

∈ p
k , n - 1

(
～

s
k

)

[ V0 , k - 1 ( s0 , p0 , k - 1 ) +

V k , n - 1 ( s
～

k , pk , n - 1 ) ] }

但括号内第一项与子策略 pk , n - 1 无关 ,故得

V0 , n - 1 ( s0 , p
*

0 , n - 1 ) = opt
p

0, k - 1
∈ p

0, k - 1

{V0 , k - 1 ( s0 , p0 , k - 1 )

+ opt
p

k, n - 1
∈ p

k, n - 1

V k , n - 1 ( s
～

k , pk , n - 1 )}

充分性 :设 p0 , n - 1 = ( p0 , k - 1 , pk , n - 1 ) 为任一策略 , s
～

k 为由 ( s0 , p0 , k - 1 ) 所确定的 k 阶段的

起始状态。则有

V k , n - 1 ( s
～

k , p k , n - 1 )t opt
p

k , n - 1
∈ p

k, n - 1
(
～

s
k
)

V k , n - 1 ( s
～

k , pk , n - 1 )

在这里记号“t ”的含义是 : 当 opt 表示 max 时就表示“≤”, 当 opt 表示 min 时就表示

“≥”。因此 , ( 8 -2 )式为

V0 , n - 1 ( s0 , p0 , n - 1 ) = V0 , k - 1 ( s0 , p0 , k - 1 ) + Vk , n - 1 ( s
～

k , pk , n - 1 )

t V0 , k - 1 ( s0 , p0 , k - 1 ) + opt
p

k , n - 1
∈ p

k , n - 1
(
～

s
k

)

V k , n - 1 ( s
～

k , pk , n - 1 )

t opt
p

0, k - 1
∈ p

0 , k - 1
( s

0
)
{V0 , k - 1 ( s0 , p0 , k - 1 ) +

 opt
p

k , n - 1
∈ p

k , n - 1
(
～

s
k

)

V k , n - 1 ( s
～

k , pk , n - 1 )}

= V0 , n - 1 ( s0 , p*
0 , n - 1 )

故只要 p
*

0 , n - 1 使 ( 8 -2) 式成立 ,则对任一策略 p0 , n - 1 , 都有

V0 , n - 1 ( s0 , p0 , n - 1 )t V0 , n - 1 ( s0 , p
*

0 , n - 1 )

因为 , p
*

0 , n - 1 是最优策略。证毕。

推论  若允许策略 p
*

0 , n - 1 是最优策略 , 则对任意的 k , 0 < k < n - 1 , 它的子策略 p
*

k , n - 1

对于以 s*
k = Tk - 1 ( s*

k - 1 , u*
k - 1 )为起点的 k 到 n - 1 子过程来说 ,必是最优策略。 (注意 : k 阶

段状态 s *
k 是由 s0 和 p*

0 , k - 1 所确定的 )

证明  用反证法。

若 p *
k , n - 1 不是最优策略 ,则有

V k , n - 1 ( s
*

k , p
*
k , n - 1 ) < opt

p
k

, n - 1∈ p
k , n - 1

( s *
k

)

V k , n - 1 ( s
*
k , p k , n - 1 )

此处记号“ < ”是 :当 opt 表示 max 时表示“ < ”,当 opt 表示 min 时表示“ > ”。因而

 V0 , n - 1 ( s0 , p*
0 , n - 1 ) = V0 , k - 1 ( s0 , p *

0 , k - 1 ) + V k , n - 1 ( s*
k , p*

k , n - 1 )

< V0 , k - 1 ( s0 , p*
0 , k - 1 ) + opt

p
k , n - 1

∈ p
k , n - 1

( s
*
k

)

V k , n - 1 ( s*
k , p k , n - 1 )

< opt
p

0, k - 1
∈ P

0, k - 1
( s

0
)
{V0 , k - 1 ( s0 , p0 , k - 1 ) + opt

p
k, n - 1

∈ P
k, n - 1

(
～

s
k
)

Vk , n - 1 ( s
～

k , pk , n - 1 )}
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故与以上定理的必要性矛盾。证毕。

此推论就是前面提到的动态规划的“最优性原理”。它仅仅是最优策略的必要性。从

最优性定理可以看到 :如果一个决策问题有最优策略 , 则该问题的最优值函数一定可用动

态规划的基本方程来表示 ,反之亦真。这是该定理为人们用动态规划方法去处理决策问

题提供了理论依据和指明方法 ,就是要充分分析决策问题的结构 , 使它满足动态规划的条

件 ,正确地写出动态规划的基本方程。

第 4 节  动态规划和静态规划的关系

动态规划、线性规划和非线性规划都是属于数学规划的范围 , 所研究的对象本质上都

是一个求极值的问题 ,都是利用迭代法去逐步求解的。不过 , 线性规划和非线性规划所研

究的问题 ,通常是与时间无关的 , 故又称它们为静态规划。线性规划迭代中的每一步是就

问题的整体加以改善的。而动态规划所研究的问题是与时间有关的 , 它是研究具有多阶

段决策过程的一类问题 ,将问题的整体按时间或空间的特征而分成若干个前后衔接的时

空阶段 ,把多阶段决策问题表示为前后有关联的一系列单阶段决策问题 , 然后逐个加以解

决 ,从而求出了整个问题的最优决策序列。因此 , 对于某些静态的问题 , 也可以人为地引

入时间因素 ,把它看作是按阶段进行的一个动态规划问题 , 这就使得动态规划成为求解某

些线性、非线性规划的有效方法。

由于动态规划方法有逆序解法和顺序解法之分 , 其关键在于正确写出动态规划的递

推关系式 ,故递推方式有逆推和顺推两种形式。一般地说 , 当初始状态给定时 , 用逆推比

较方便 ;当终止状态给定时 , 用顺推比较方便。

考查如图 8 -6 所示的 n阶段决策过程。

图  8 -6

其中取状态变量为 s1 , s2 ,⋯ , sn + 1 ; 决策变量为 x1 , x2 , ⋯ , xn 。在第 k 阶段 ,决策 xk 使状态

sk (输入 )转移为状态 sk + 1 (输出 ) ,设状态转移函数为

sk + 1 = Tk ( sk , xk ) ,  k = 1 ,2 ,⋯ , n

假定过程的总效益 (指标函数 ) 与各阶段效益 (阶段指标函数 ) 的关系为

V1 , n = v1 ( s1 , x1 ) * v2 ( s2 , x2 ) * ⋯ * vn ( sn , xn )

其中记号“ * ”可都表示为“ + ”或者都表示为“×”。问题为使 V1 , n 达到最优化 , 即求 opt

V1 , n ,为简单起见 , 不妨此处就求 max V1 , n 。

4. 1  逆推解法

设已知初始状态为 s1 ,并假定最优值函数 f k ( sk )表示第 k 阶段的初始状态为 sk , 从 k

阶段到 n 阶段所得到的最大效益。

·402·



从第 n阶段开始 , 则有

f n ( sn ) = max
x

n
∈ D

n
( s

n
)

vn ( sn , xn )

其中 Dn ( sn )是由状态 sn 所确定的第 n 阶段的允许决策集合。解此一维极值问题 , 就得到

最优解 xn = xn ( sn )和最优值 f n ( sn ) , 要注意的是 ,若 Dn ( sn ) 只有一个决策 , 则 x n ∈ Dn ( sn )

就应写成 xn = xn ( sn )

在第 n - 1 阶段 ,有

f n - 1 ( sn - 1 ) = max
x

n - 1
∈ D

n
( s

n - 1
)
[ vn - 1 ( sn - 1 , xn - 1 ) * f n ( sn ) ]

其中 sn = Tn - 1 ( sn - 1 , xn - 1 ) ; 解此一维极值问题 , 得到最优解 xn - 1 = xn - 1 ( sn - 1 ) 和最优值

f n - 1 ( sn - 1 )。

在第 k 阶段 ,有

f k ( sk ) = max
x

k
∈ D

k
( s

k
)
[ vk ( sk , xk ) * f k + 1 ( sk + 1 ) ]

其中 sk + 1 = Tk ( sk , xk ) 。解得最优解 xk = xk ( sk )和最优值 f k ( sk ) 。

如此类推 ,直到第一阶段 , 有

f1 ( s1 ) = max
x

1
∈ D

1
( s

1
)
[ v1 ( s1 , x1 ) * f2 ( s2 ) ]

其中 s2 = T1 ( s1 , x1 ) ;解得最优解 x1 = x1 ( s1 )和最优值 f1 ( s1 ) 。

由于初始状态 s1 已知 ,故 x1 = x1 ( s1 )和 f1 ( s1 )是确定的 ,从而 s2 = T1 ( s1 , x1 )也就可确定 ,

于是 x2 = x2 ( s2 ) 和 f2 ( s2 )也就可确定。这样 , 按照上述递推过程相反的顺序推算下去 ,就

可逐步确定出每阶段的决策及效益。

例 3  用逆推解法求解下面问题

      max z = x1 · x
2
2 · x3

x1 + x2 + x3 = c  ( c > 0)

xi≥0 ,  i = 1 , 2 , 3

解  按问题的变量个数划分阶段 ,把它看作为一个三阶段决策问题。设状态变量为

s1 、s2 、s3 、s4 , 并记 s1 = c; 取问题中的变量 x1 、x2 、x3 为决策变量 ;各阶段指标函数按乘积方

式结合。令最优值函数 f k ( sk )表示为第 k 阶段的初始状态为 sk , 从 k 阶段到 3 阶段所得

到的最大值。

设       s3 = x3   s3 + x2 = s2   s2 + x1 = s1 = c

则有 x3 = s3 0≤ x1 ≤ s2 0≤ x1 ≤ s1 = c

于是用逆推解法 ,从后向前依次有

f3 ( s3 ) = max
x

2
= s

2

( x3 ) = s3 及最优解 x *
3 = s3

f2 ( s2 ) = max
0≤ x

2
≤ s

2

[ x
2
2 · f3 ( s3 ) ] = max

0≤ x
2
≤ s

2

[ x
2
2 ( s2 - x2 ) ] = max

0 ≤ x
2
≤ s

2

h2 ( x2 , x2 )

由
d h2

d x2
= 2 x2 s2 - 3 x

2
2 = 0 得 x2 =

2
3

s2 和 x2 = 0(舍去 )

又
d

2
h2

d x
2
2

= 2 s2 - 6 x2 , 而
d

2
h2

d x
2
2

x
2

=
2
3

s
2

= - 2 s2 < 0 ,故 x2 =
2
3

s2 为极大值点。

所以 f2 ( s2 ) =
4

27
s32 及最优解 x *

2 =
2
3

s2
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f1 ( s1 ) = max
0≤ x

1
≤ s

1

[ x1 · f2 ( s2 ) ] = max
0 ≤ x

1
≤ s

1

x1 ·
4

27
( s1 - x1 )

3

= max
0≤ x

1
≤ s

1

h1 ( s1 , x1 )

像前面一样利用微分法易知 x
*

1 =
1
4

s1

故 f1 ( s1 ) =
1

64
s4

1

由于已知 s1 = c, 因而按计算的顺序反推算 ,可得各阶段的最优决策和最优值。即

x *
1 =

1
4

c,  f1 ( c) =
1

64
c4

由

s2 = s1 - x
*

1 = c -
1
4

c=
3
4

c

所以

x *
2 =

2
3

s2 =
1
2

c,  f2 ( s2 ) =
1

16
c3

由

s3 = s2 - x
*

2 =
3
4

c -
1
2

c =
1
4

c

所以

x *
3 =

1
4

c,  f 3 ( s3 ) =
1
4

c

因此得到最优解为 x
*

1 =
1
4

c, x
*

2 =
1
2

c, x
*

3 =
1
4

c

最大值为 max z = f1 ( c) =
1

64
c
4

4. 2  顺推解法

设已知终止状态 sn + 1 ,并假定最优值函数 f k ( s)表示第 k 阶段末的结束状态为 s, 从 1

阶段到 k 阶段所得到的最大收益。

已知终止状态 sk + 1 用顺推解法与已知初始状态用逆推解法在本质上没有区别 , 它相

当于把实际的起点视为终点 ,实际的终点视为起点 , 而按逆推解法进行的。换言之 , 只要

把图 8 -6 的箭头倒转过来即可 ,把输出 sk + 1 看作输入 , 把输入 sk 看作输出 , 这样便得到顺

推解法。但应注意 ,这里是在上述状态变量和决策变量的记法不变的情况下考虑的。因

而这时的状态变换是上面状态变换的逆变换 ,记为 sk = T
*
k ( sk + 1 , xk ) ;从运算而言 , 即是由

sk + 1 和 xk 而去确定 sk 的。

从第一阶段开始 ,有

f1 ( s1 ) = max
x

1
∈ D

1
( s

1
)
v1 ( s1 , x1 )  其中 s1 = T

*
1 ( s2 , x1 )

解得最优解 x1 = x1 ( s2 )和最优值 f1 ( s2 )。若 D1 ( s1 ) 只有一个决策 , 则 x1 ∈ D1 ( s1 )就写成

x1 = x1 ( x2 )。
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在第二阶段 ,有

f2 ( s3 ) = max
x

3
∈ D

2
( s

2
)
[ v2 ( s2 , x1 ) * f1 ( s2 ) ]

其中 s2 = T *
2 ( s3 , x2 ) , 解得最优解 x2 = x2 ( s3 ) 和最优值 f2 ( x3 )

如此类推 ,直到第 n 阶段 ,有

f n ( sn + 1 ) = max
x

n
∈ D

n
( s

n
)
[ vn ( sn , xn ) * f n - 1 ( sn ) ]

其中 sn = T
*
n ( sn + 1 , xn ) 。解得最优解 xn = xn ( sn + 1 )和最优值 f n ( sn + 1 )。

由于终止状态 sn + 1 是已知的 ,故 xn = xn ( sn + 1 )和 f n ( sn + 1 ) 是确定的。再按计算过程的

相反顺序推算上去 ,就可逐步确定出每阶段的决策及效益。

应指出的是 ,若将状态变量的记法改为 s0 , s1 , ⋯ , sn , 决策变量记法不变 , 则按顺序解

法 ,此时的最优值函数为 f k ( sk )。因而 ,这个符号与逆推解法的符号一样 , 但含义是不同

的 ,这里的 sk 是表示 k 阶段末的结束状态。

例 4  将例 3 用顺推解法解之。

解  设 s1 = c,令最优值函数 f k ( sk + 1 ) 表示第 k 阶段末的结束状态为 sk + 1 ,从 1 阶段到

k 阶段的最大值。

设 s2 = x1 , s2 + x2 = s3 , s3 + s3 = s4 = c

则有 x1 = s2 , 0≤ x2 ≤ s3 , 0≤ x3 ≤ s4

于是用顺推解法 ,从前向后依次有

f1 ( s2 ) = max
x

1
= s

2

( s1 ) = x2 及最优解 x
*

1 = s2 。

f2 ( s3 ) = max
0≤ x

2
≤ s

3

[ x2
2 · f1 ( s2 ) ] = max

0 ≤ x
2
≤ s

3

[ x2
2 ( s3 - x2 ) ] =

4
27

x3
3

及最优解 x *
2 =

2
3

s3 。

f3 ( s4 ) = max
0≤ x

2
≤ s

1

[ x3 · f2 ( s3 ) ] = max
0 ≤ x

3
≤ s

4

x3 ·
4

27
( s4 - x3 )3 =

1
64

S4
4

及最优解 x *
3 =

1
4

s3 。

由于已知 s4 = c, 故易得到最优解为 x *
1 =

1
4

c, x *
2 =

1
2

c, x *
3 =

1
4

c; 相应的最大值为

max z =
1
64

c4

现在再考虑若是已知初始状态 s1 = c, 将例 3 用顺推解法又如何进行呢 ?

因这时的状态转移函数为 sk = sk + 1 + xk , k = 1 , 2 , 3。为了保证决策变量非负 , 必须有

sk + 1 ≤ sk ≤ c

因此 ,设 x1 + s2 = S1 = c, x2 + s3 = s2 , x3 + S4 = s3

则有 x1 = s1 - s2 = c - s2 , 0≤ x2 ≤ s2 - s3 ≤ c - s3 ,

0≤ x3 ≤ s3 - s4 ≤ c - s4

于是用顺推解法 ,从前向后依次有

f1 ( s2 ) = max
x

1
= c - s

2

( x1 ) = c - s2  及最优解  x *
1 = c - s2

f2 ( s3 ) = max
0≤ x

2
≤ c - s

3

[ x
2
2 f1 ( s2 ) ] = max

0 ≤ x
2
≤ c - s

3

[ x
2
2 ( c - s3 - x2 ) ]
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=
4

27
( c - s3 )

3
 及最优解  x

*
2 =

2
3

( c - s3 )

f3 ( s4 ) = max
0≤ x

3
≤ c - s

4

x3 f2 ( s3 ) = max
0≤ x

3
≤ c - s

4

x3 ·
4

27
( c - s4 - x3 )3

=
1

64
( c - s4 )

3
 及最优解  x

*
3 =

1
4

( c - s4 )

由于终止状态 s4 不知道 ,故须再对 s4 求一次极值 , 即

max
0≤ s

4
≤ c

f 3 ( s4 ) = max
0≤ s

4
≤ c

1
64

( c - s4 )
3

显然 ,只有当 s4 = 0 时 , f3 ( s4 )才能达到最大值。然后按计算顺序反推算可求出各阶段的最

优决策及最优值。最后得到最优解为 x
*

1 =
1
4

c, x
*

2 =
1
2

c, x
*

3 =
1
4

c;最大值为

max z = f3 (0 ) =
1

64
c3

注意  若记状态变量为 s0 、s1 、s2 、s3 , 取 s0 = c; 决策变量记法不变 ; 令最优值函数

f k ( sk ) 表示第 k 阶段末的结束状态为 sk , 从 1 阶段到 k 阶段的最大值 , 则按顺推解法 , 从

前向后依次为

f1 ( s1 ) = max
x

1
= c - s

1

( x1 )

f2 ( s2 ) = max
0≤ x

2
≤ c - s

2

[ x2
2 f1 ( s1 ) ]

f3 ( s3 ) = max
0≤ x≤ c - s

3

[ x3 f2 ( s2 ) ]

例 5  用动态规划方法解下面问题

max F = 4 x2
1 - x2

2 + 2 x2
3 + 12

3 x1 + 2 x2 + x3 ≤9

xi≥0 ,  i = 1 , 2 , 3

解  按问题中变量的个数分为三个阶段。设状态变量为 s0 、s1 、s2 、s3 , 并记 s3 ≤9 ; 取

x1 、x2 、x3 为各阶段的决策变量 ; 各阶段指标函数按加法方式结合。令最优值函数 f k ( sk )

表示第 k 阶段的结束状态为 sk ,从 1 阶段至 k 阶段的最大值。

设 3 x1 = s1 , s1 + 2 x2 = s2 , s2 + x3 = s3 ≤9

则有 x1 = s1/ 3 , 0≤ x2 ≤ s2 / 2 , 0≤ x3 ≤ s3

于是用顺推方法 ,从前向后依次有

f1 ( s1 ) = max
x

1
= x

1
/ 3

(4 x2
1 ) =

4
9

s21  及最优解  x *
1 = s1/ 3

f2 ( s2 ) = max
0≤ x

2
≤ s

2
/ 2

[ - x
2
2 + f1 ( s1 ) ] = max

0 ≤ x
2
≤ s

2
/ 2

- x
2
2 +

4
9

( s2 - 2 x2 )
2

= max
0≤ x

2
≤ s

2
/ 2

h2 ( s2 , x2 )

由
d h2

d x2
=

14
9

x2 -
16
9

s2 = 0  解得  x2 =
8
7

s2

因该点不在允许决策集合内 ,故无须判别。因而 h2 ( s2 , x2 )的最大值必在两个端点上选取。

而 h2 (0 ) =
4
9

s
2
2 , h2

s2

2
= - s

2
2/ 4
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所以 h2 ( s2 , x2 )的最大值点在 x2 = 0 处 ,故得到 f2 ( s2 ) =
4
9

s
2
2 及相应的最优解 x

*
4 = 0。

        f 3 ( s3 ) = max
0≤ x

3
≤ s

3

[2 x
2
3 + 12 + f2 ( s2 ) ]

= max
0≤ x

3
≤ s

3

2 x
2
3 + 12 +

4
9

( s3 - x3 )
2

= max
0≤ x

3
≤ s

3

h3 ( s3 , x3 )

由
d h3

d x3
=

44
9

x3 -
8
9

s3 = 0  解得  x3 =
2

11
s3

又
d

2
h3

d x
2
3

=
44
9

> 0 , 故该点为极小值点。

而 h3 ( 0) =
4
9

s23 + 12 ,  h3 ( s3 ) = 2 s23 + 12

故 h3 ( s2 , x3 )的最大值点在 x3 = s3 处 , 所以得 f3 ( x3 ) = 2 s23 + 12 及相应的最优解 x *
3 = s3 。

由于 s3 不知道 ,故须再对 s3 求一次极值 , 即

max
0≤ s

3
≤ 9

f3 ( s3 ) = max
0≤ s

3
≤ 9

[2 s
2
3 + 12]

显然 ,当 s3 = 9 时 f3 ( s3 )才能达到最大值。所以 f1 (9 ) = 2×9
2

+ 12 = 174 为最大值。

再按计算的顺序反推算可求得最优解为 x
*

1 = 0 , x
*

2 = 0 , x3 = 9; 最大值为

max F = f 1 (9 ) = 174

注意

(1 ) 若先作代换 , 令 y1 = 3 x1 , y2 = 2 x2 , y3 = x3 , 将原问题变为

max F =
4
9

y
2
1 -

1
4

y
2
2 + 2 y

2
3 + 12

y1 + y2 + y3 ≤9

yi≥0 ,  i = 1 , 2 , 3

再解此问题 ,然后换回 xi 也可以。

(2 ) 在计算 h2 和 h3 的最大值中 , 若学习了凸函数的性质 , 也可利用凸函数的性质来

确定最大值。

4. 3  动态规划的计算框图

在实际问题中 ,函数序列 f k ( sk ) 往往不能表示为解析形式 ; 状态变量 sk 和决策变量

x k 即使是离散的 , 其集合也很大。这样 ,求 f k ( sk )和最优策略的数值解计算量就很大 , 一

般要用计算机来解决。

下面讨论逆序解法的迭代计算程序。由于始端可能是自由状态或固定状态两种情

况 ,终端也可能是自由状态或固定状态两种情况 , 因而组合起来就有四种情况。这里 , 仅

讨论终端自由而且始端自由或固定的两种情况的计算框图。至于终端固定的情况框图类

似 ,就不讨论了。

为明确起见 ,假设 : 决策变量 xk 是连续实变数 , 允许决策集合 Dk ( sk ) 是实数集合 ; 状

态变量 sk 也是连续实变数 ,各段可达状态集合 Sk 的实数闭区间是 [ sk , sk ] ,对于始端固定的

状态变量 ,各段可达状态集合 s
1
k 的实数闭区间是 [ s

1
k , s

-
1
k ]。在计算前 ,先要把 sk 离散化。为

此 ,要选好适当的增量Δs。在第 k 段 , 计算将在点列{ sk , sk +Δs,⋯ , sk + mkΔs}上进行 , 其中
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mk 是满足

sk + mkΔs≤ S
-

k ≤ S
-

k + ( mk + 1)Δs的正整数。

根据一般的逆序动态规划的基本方程 :

f n + 1 ( sn + 1 ) = 0

f k ( sk ) = opt
x

k
∈ D

k
( s

k
)
{ vk ( sk , xk ) + f k + 1 ( sk + 1 )} ,  k = n, ⋯ , 2 , 1

其中 sk + 1 = Tk ( sk , sk ) , 且当 s1 固定时 , sk ∈ S1
k ;当 s1 自由时 , sk ∈ Sk 。因而可得动态规划的

逆序解法计算程序框图 (见图 8 -7 ) , 下面对框图作几点说明。

(1 ) 图 8 -7 中 , 左边部分是指标函数序列{ f k ( sk )}的递推计算 ,它是逆序的 ,即 k 由 n

逐步减少到 1;右边部分是最优决策序列{ x *
k }的递推计算 , 它是顺序的 , 即 k 由 1 逐步增

大到 n。

图 8 -7  动态规划逆序解法计算程序框图

(2 ) 若实际问题要求的不只是整个过程的最优解 , 而且要求出从各段出发的最优策

略和最优值。则在程序中 ,对每一 k 段 , 计算完 f k ( sk )和 x
*
k ( sk ) 后就可输出 , 如图中的虚

线所示。如不需要输出 sk ,可把右边部分框图取消。

(3 ) 框图中包含①固定始端和②自由始端两种情况。它们的区别是 , 左边部分输入

数据不同 ,右边部分在自由始端②情况下 , 还需多求一次最优值计算。

(4 ) 因 f k + 1 ( sk + 1 ) 只在计算 k 段时有用 , 到 k - 1 段就没用了。故在计算 k 段时 ,

f k ( sk ) 都要存入内存 , 在计算 k - 1 段时 , 可用 f k ( sk ) 把 f k + 1 ( sk + 1 )替换掉。函数 x *
k ( sk ) 在
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左边部分计算出来后不要用 , 可送入外存。在右边部分求{ x
*
k }需用时 , 再依 k 的序列将

x k 由外存移入内存。

(5 ) 在计算 f k ( sk )时 , sk 在点列上取值 , 对于

点 sk = sk + jΔs(0≤ j≤ mk )

点 s
～

k + 1 = T k ( sk , xk ) ( xk ∈ Dk ( sk ) )

不一定在 sk + 1 的点列中 , 这时 ,必须选择适当的内插公式 , 由 f k + 1 ( sk + 1 ) 在点列上的值求它

在点 s
～

k + 1 上的值。

逆序解法计算程序框图 :①固定始端 ; ②自由始端。

最后应指出的是 ,在这节里运用递推关系逐步求出极值函数 f 1 ( s)、⋯、f n ( s) 及相应

的决策函数 x1 ( s)、⋯、xn ( s) , 这是一种通过函数值不断的迭代过程 , 而逐步达到最优值 ,

通常称为函数空间迭代法。这种迭代方法 ,不仅对像例 1 那样阶段数为确定有限值的定

期多阶段决策过程有效 ,而且 , 对在实际问题中 ,出现的动态规划基本方程 , 不是一个递推

方程 ,而是为某函数的泛函方程 , 那种阶段数为有限但不固定的不定期多阶段决策过程或

阶段数为无限 (或很大 ) 的无期多阶段决策过程也是一种重要的求解方法。还有对解上述

两类过程比函数空间迭代法的收敛速度要快些的策略空间迭代法。函数空间迭代法和策

略空间迭代法都是动态规划求解不定期或无期的多阶段决策过程的两种重要方法。由于

篇幅有限 ,这里就不介绍了。

注   记

通过这章的学习 ,大家看到 :任何一个多阶段决策过程的最优化问题 ,都可以用非线性规划 (特殊的

为线性规划 )模型来描述。从原则上说 ,一般也可以用非线性规划方法来求解。那么 , 用动态规划方法

有什么优越性呢 ?

( 1) 易于确定全局最优解。即使指标函数形式较简单 , 由于约束条件所确定的约束集合往往十分

复杂 ,故应用目前的非线性规划方法求全局最优解是非常困难的。而动态规划方法是一种逐步改善法 ,

它把原问题化成一系列结构相似的最优化子问题 ,而每个子问题的变量个数比原问题少得多 ,约束集合

也简单得多 , 故较易于确定全局最优解。特别是 , 对于一类其指标、状态转移和允许决策集合不能用分

析形式表出的过程最优化问题(如非线性整数规划、离散模型 ) ,用分析方法无法求出最优解 , 而用动态

规划却很容易。基于这点 ,目前有相当多的最优化问题 ,动态规划是求出其全局最优解的唯一方法。

( 2) 能得到一族解 ,有利于分析结果。非线性规划的方法是对问题的整体求解 ,是单阶段进行的 ,

它只能得到全过程的解。而动态规划方法是将求解分成多阶段进行 , 求出的不仅是全过程的解 ,而且包

括所有子过程的一族解。在某些情况下 , 这些解族正是实际问题所需要的 , 它有助于分析结果是否有用

等 ,这时 ,动态规划方法比其他方法更显示出优越性 ,且大大节省了计算量。

( 3) 能利用经验 , 提高求解的效率。动态规划方法反映了过程逐段演变的前后联系 , 较之非线性规

划与实际过程联系得更紧密 ,因而在计算中 , 能更有效地利用经验 , 提高求解的效率。如在策略空间迭

代法中 , 初始策略的选取对于迭代的收敛速度有很大的影响 ,故利用经验能帮助选好初始策略。有的问

题 ,不一定要知道最优解的值 , 而关心的是最优解的结构或过程中某些参数的依赖关系等 ,这时利用动

态规划方法分析较方便。

动态规划方法也存在不足之外 :

( 1) 到目前为止 , 没有一个统一的标准模型可供应用。由于实际问题不同 , 其动态规划模型也就有

异 ,虽然理论上说可以把某些静态规划的问题转化为动态规划模型来求解 , 但这种转化有时将变得十分

困难 ,需要丰富的想像力和灵活的技巧性。
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( 2) 应用的局限性。由于构造动态规划模型时 , 状态变量必须满足“无后效性”条件 , 这条件不仅依

赖于状态转移规律 ,还依赖于允许决策集合和指标函数的结构 ,是一个相当强的条件。不少实际问题在

取其自然特征作为状态变量往往不能满足这条件 , 这就降低了动态规划的通用性。虽然 , 从原则上说 ,

采取适当增多状态变量的办法 ,总能人为地把过程变为无后效的 ,但由于动态规划的常规算法还存在局

限性 ,故这种作法目前不可取。

( 3) 在数值求解时 ,存在“维数障碍”。由于在大多数问题中 , 函数{ f k ( sk ) }必须以状态集合 sk 内格

点上的数值来表示。故在电子计算机上计算时 ,每递推一段 ,都必须把前一段算出的最优值函数在相应

的状态集合上的全部值存入内存中。设每一状态变量的集合是实数区间 , 如果每区间都分成 m - 1 个

格子 ,则在一维情况下 , 表示 f k 之值的格点数为 m , 而在 n 维情况下 , 格点数为 mn。可见当维数增大

时 ,所需的内存量成指数倍增长。例如 ,若计算机的内存量为 216 = 32768 字节 ,由

维数 n 1 ¯2 Æ3 Ý4 ô5 �

每维格点数 32768 �181 ô32 ô13 �8 �

可见 ,在这样内存限制下 , 超过三维 (包括三维 )的问题用通常的动态规划方法是不可取的。为了克服

“维数障碍”,目前已找出了不少方法。如多项式逼近法、逐次逼近法、状态微增法、拉格朗日乘数法等

等。它们对于不同范围内的问题已经证明在一定程度上可以克服这个障碍。但是目前尚无一般的解决

办法。

应指出的是 , 动态规划方法虽存在许多不足之处 , 但应用是广泛的。许多专家学者结合实际已成功

解决了许多实际问题。我国情况也是如此 ,如张勇传院士等 ,在 1985 年前 ,将动态规划方法应用于水电

站水库优化调度方面作出了成绩 ,曾获 1985 年国家科委公颁的一等奖 (见光明日报 1985 年 10 月8 日 )。

随着计算机的日益普及 ,用动态规划基本思想去处理问题更加广泛。许多介绍算法的书里 ,都提到

用动态规划方法 , 如何巧妙地解决了科学技术和实际生活中问题的例子 , 称这种算法是高效率的算法

之一。

习   题

8. 1  试分析本章第 1 节之例 2 问题中 ( 1 ) 阶段的划分 ; ( 2 ) 状态变量和它的取

值范围 ; ( 3) 决策变量和它的允许决策集合 ; ( 4 ) 状态转移方程 ; ( 5 ) 指标函数和最优值

函数。

8. 2  设某工厂自国外进口一部精密机器 , 由机器制造厂至出口港有三个港口可供选

择 ,而进口港又有三个可供选择 , 进口后可经由两个城市到达目的地 , 其间的运输成本如

图 8 -8 中所标的数字 ,试求运费最低的路线 ?

图  8 -8

8. 3  计算从 A 到 B、C和 D 的最短路线。已知各段路线的长度如图 8 -9 所示。
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图  8 -9

  8. 4  写出下列问题的动态规划的基本方程。

(1 ) max z = ∑
n

i = 1

�i ( xi )        ( 2) min z = ∑
n

i = 1

ci x
2
i

   
∑

n

i = 1

x i = b  ( b> 0 )

x i≥0 ,  ( i = 1 , 2 ,⋯ , n)
   

∑
n

i = 1

ai x i≥ b  ( ai > 0)

x i≥0 ,  ( i = 1 , 2 , ⋯ , n)

8. 5  用递推方法求解下列问题

(1 ) max z = 4 x1 + 9 x2 + 2 x
2
3 ( 2) max z = 4 x1 + 9 x2 + 2 x

2
3

   
x1 + x2 + x3 = 10

x i≥0 ,  i = 1 , 2 , 3
   

2 x1 + 4 x2 + 3 x3 ≤10

x i≥0 ,  i = 1 ,2 ,3

(3) max z = x1 ⋯ xn (4) min z = 3 x1 - 5 x1 + 3 x2
2 - 3 x2 + 2 x2

3 - 7 x3

   
∑

n

i = 1

x i = c  ( c > 0)

x i≥0 ,  i = 1 , 2 , ⋯ , n
   

2 x1 + 3 x2 + 2 x3 ≥16

x i≥0 ,  i = 1 ,2 ,3

(5 ) max z = 3 x
3
1 - 4 x1 + 2 x

2
2 - 5 x2 + 2 x3 ( 6) min z = ∑

n

i = 1

x
p
i ( p > 1 )

   
4 x1 + 2 x2 + 3 x3 ≤18

x i≥0 ,  i = 1 , 2 , 3
   

∑
n

i = 1

xi = c  ( c > 0 )

x i≥0 ,  i = 1 ,2 ,⋯ , n

8. 6  设某人有 400 万元金额 , 计划在四年内全部用于投资中去。已知在一年内若投

资用去 x 万元就能获得 x万元的效用。每年没有用掉的金额 , 连同利息 (年利息 10% ) 可

再用于下一年的投资。而每年已打算用于投资的金额不计利息。试制定金额的使用计

划 ,而使四年内获得的总效用最大 ?

(1 ) 用动态规划方法求解 ;

(2 ) 用拉格朗日乘数法求解 ;

(3 ) 比较两种解法 , 并说明动态规划方法有哪些优点。
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第 9 章  动态规划应用举例

第 1 节  资源分配问题

  所谓分配问题 ,就是将数量一定的一种或若干种资源 (例如原材料、资金、机器设备、

劳力、食品等等 ) ,恰当地分配给若干个使用者 , 而使目标函数为最优。

1. 1  一维资源分配问题

设有某种原料 ,总数量为 a, 用于生产 n 种产品。若分配数量 xi 用于生产第 i 种产

品 ,其收益为 gi ( x i )。问应如何分配 , 才能使生产 n种产品的总收入最大 ?

此问题可写成静态规划问题 :

max z = g1 ( x1 ) + g2 ( x2 ) + ⋯ + gn ( xn )

x1 + x2 + ⋯ + xn = a

xi≥0 ,  i = 1 , 2 ,⋯ , n

当 gi ( xi )都是线性函数时 ,它是一个线性规划问题 ; 当 gi ( xi ) 是非线性函数时 , 它是

一个非线性规划问题。但当 n比较大时 , 具体求解是比较麻烦的。然而 ,由于这类问题的

特殊结构 ,可以将它看成一个多阶段决策问题 , 并利用动态规划的递推关系来求解。

在应用动态规划方法处理这类“静态规划”问题时 , 通常以把资源分配给一个或几个

使用者的过程作为一个阶段 ,把问题中的变量 xi 为决策变量 , 将累计的量或随递推过程

变化的量选为状态变量。

设状态变量 sk 表示分配用于生产第 k 种产品至第 n 种产品的原料数量。

决策变量 uk 表示分配给生产第 k 种产品的原料数 ,即 uk = xk

状态转移方程 :

sk + 1 = sk - uk = sk - xk

允许决策集合 :

Dk ( sk ) = { uk | 0≤ uk = xk ≤ sk }

令最优值函数 f k ( sk )表示以数量为 sk 的原料分配给第 k 种产品至第 n 种产品所得

到的最大总收入。因而可写出动态规划的逆推关系式为 :

f k ( sk ) = max
0 ≤ x

k
≤ s

k

{ gk ( xk ) + f k + 1 ( sk - xk ) } ,  k = n - 1 , ⋯ , 1

f n ( sn ) = max
x

n
= s

n

gn ( xn )

利用这个递推关系式进行逐段计算 ,最后求得 f1 ( a)即为所求问题的最大总收入。

例 1  某工业部门根据国家计划的安排 , 拟将某种高效率的设备五台 , 分配给所属

的甲、乙、丙三个工厂 , 各工厂若获得这种设备之后 , 可以为国家提供的盈利如表 9 -1

所示。
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  表  9 -1

工

厂

盈
利

万
元

数台备设

 / 甲 乙 丙

0 e0 �0 ©0 �

1 e3 �5 ©4 �

2 e7 �10 À6 �

3 e9 �11 À11 "

4 e12 �11 À12 "

5 e13 �11 À12 "

问 :这五台设备如何分配给各工厂 , 才能使国家得到的盈利最大。

解  将问题按工厂分为三个阶段 ,甲、乙、丙三个工厂分别编号为 1、2、3

设 sk 表示为分配给第 k 个工厂至第 n 个工厂的设备台数。

xk 表示为分配给第 k 个工厂的设备台数。

则 sk + 1 = sk - xk 为分配给第 k + 1 个工厂至第 n个工厂的设备台数。

Pk ( xk )表示为 xk 台设备分配到第 k 个工厂所得的盈利值。

f k ( sk ) 表示为 sk 台设备分配给第 k 个工厂至第 n 个工厂时所得到的最大盈利值。

因而可写出逆推关系式为

f k ( sk ) = max
0≤ x

k
≤ s

k

[ Pk ( xk ) + f k + 1 ( sk - xk ) ] ,  k = 3 ,2 ,1

f 4 ( s4 ) = 0

下面从最后一个阶段开始向前逆推计算。

第三阶段 :

设将 s3 台设备 ( s3 = 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 )全部分配给工厂丙时 ,则最大盈利值为

f3 ( s3 ) = max
x

3

 [ P3 ( x3 ) ]

其中 x3 = s3 = 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5

因为此时只有一个工厂 ,有多少台设备就全部分配给工厂丙 , 故它的盈利值就是该段

的最大盈利值。其数值计算如表 9 -2 所示。

表  9 -2

   x3

s3   

p3 ( x3 )

0 |1 ð2 d3 Ø4 L5 À
f3 ( s3 ) x*

3 )

0 «0 |0 ‘0 "

1 «4 ð4 ‘1 "

2 «6 d6 ‘2 "

3 «11 ï11 ¨3 "

4 «12 c12 ¨4 "

5 «12 ×12 ¨5 "
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  表中 x
*

3 表示使 f3 ( s3 ) 为最大值时的最优决策。

第二阶段 :

设把 s2 台设备 ( s2 = 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5) 分配给工厂乙和工厂丙时 , 则对每个 s2 值 , 有一种

最优分配方案 ,使最大盈利值为

f2 ( s2 ) = max
x

2

 [ P2 ( x2 ) + f3 ( s2 - x2 ) ]

其中 x2 = 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5

因为给乙工厂 x2 台 , 其盈利为 p2 ( x2 ) , 余下的 s2 - x2 台就给丙工厂 , 则它的盈利最

大值为 f3 ( s2 - x2 )。现要选择 x2 的值 , 使 p2 ( x2 ) + f3 ( s2 - x2 )取最大值。其数值计算如

表 9 -3所示。

表  9 -3

   x2

s2   

p2 ( x2 ) + f3 ( s2 - x2 )

0 |1 ð2 d3 Ø4 L5 À
f2 ( s2 ) x*

2 )

0 «0 |0 ‘0 "

1 «0 + 4 Á5 + 0 55 ‘1 "

2 «0 + 6 Á5 + 4 510 + 0 À10 ¨2 "

3 «0 + 11 Ø5 + 6 510 + 4 À11 + 0 414 ¨2 "

4 «0 + 12 Ø5 + 11 L10 + 6 À11 + 4 411 + 0 ¨16 ¨1 ,2 P

5 «0 + 12 Ø5 + 12 L10 + 11 ×11 + 6 411 + 4 ¨11 + 0 �21 ¨2 "

第一阶段 :

设把 s1 台 (这里只有 s1 = 5 的情况 ) 设备分配给甲、乙、丙三个工厂时 , 则最大盈利

值为

f1 ( 5) = max
x

1

 [ p1 ( x1 ) + f2 (5 - x1 ) ]

其中 x1 = 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5

因为给甲工厂 x1 台 , 其盈利为 p1 ( x1 ) , 剩下的 5 - x1 台就分给乙和丙两个工厂 , 则

它的盈利最大值为 f2 (5 - x1 ) 。现要选择 x1 值 , 使 p1 ( x1 ) + f2 (5 - x1 ) 取最大值 ,它就是

所求的总盈利最大值 ,其数值计算如表 9 -4 所示。

表  9 -4

   x1

s1   

p1 ( x1 ) + f2 (5 - x1 )

0 |1 ð2 d3 Ø4 L5 À
f1 (5 ) x*

1 )

5 «0 + 21 Ø3 + 16 L7 + 14 À9 + 10 412 + 5 ¨13 + 0 �21 ¨0 ,2 P

然后按计算表格的顺序反推算 ,可知最优分配方案有两个 :

(1 ) 由于 x
*

1 = 0 ,根据 s2 = s1 - x
*

1 = 5 - 0 = 5 , 查表 9 -3 知 x
*

2 = 2 , 由 s3 = s2 - x
*

2 =

5 - 2 = 3 , 故 x
*

3 = s3 = 3。即得甲工厂分配 0 台 ,乙工厂分配 2 台 , 丙工厂分配3 台。

(2 ) 由于 x
*

1 = 2 ,根据 s2 = s1 - x
*

1 = 5 - 2 = 3 , 查表 9 -3 知 x
*

2 = 2 , 由 s3 = s2 - x
*

2 =
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3 - 2 = 1 , 故 x
*

3 = s3 = 1。即得甲工厂分配 2 台 ,乙工厂分配 2 台 , 丙工厂分配1 台。

以上两个分配方案所得到的总盈利均为 21 万元。

在这个问题中 ,如果原设备的台数不是 5 台 , 而是 4 台或 3 台 ,用其他方法解时 , 往往

要从头再算 ,但用动态规划解时 , 这些列出的表仍旧有用。只需要修改最后的表格 , 就可

以得到 :

当设备台数为 4 台时 ,最优分配方案为 : x *
1 = 1 , x *

2 = 2 , x *
3 = 1; 或 x *

1 = 2 , x *
2 = 2 ,

x
*

3 = 0 , 总盈利为 17 万元。

当设备台数为 3 台时 ,最优分配方案为 : x
*

1 = 0 , x
*

2 = 2 , x
*

3 = 1 ,总盈利为 14 万元。

这个例子是决策变量取离散值的一类分配问题。在实际中 ,如销售店分配问题 , 投资

分配问题 ,货物分配问题等等 , 均属于这类分配问题。这种只将资源合理分配不考虑回收

的问题 ,又称为资源平行分配问题。

在资源分配问题中 ,还有一种要考虑资源回收利用的问题 , 这里决策变量为连续值 ,

故称为资源连续分配问题。这类分配问题一般叙述如下 :

设有数量为 s1 的某种资源 ,可投入 A 和 B 两种生产。第一年若以数量 u1 投入生产

A ,剩下的量 s1 - u1 就投入生产 B ,则可得收入为 g( u1 ) + h( s1 - u1 ) , 其中 g( u1 ) 和 h( u1 )

为已知函数 ,且 g( 0) = h(0 ) = 0。这种资源在投入 A、B 生产后 , 年终还可回收再投入生

产。设年回收率分别为 0 < a < 1 和 0 < b < 1 , 则在第一年生产后 , 回收的资源量合计为

s2 = au1 + b( s1 - u1 )。第二年再将资源数量 s2 中的 u2 和 s2 - u2 分别再投入 A、B 两种生

产 ,则第二年又可得到收入为 g( u2 ) + h( s2 - u2 ) 。如此继续进行 n 年 , 试问 : 应当如何决

定每年投入 A 生产的资源量 u1 , u2 ,⋯ , un ,才能使总的收入最大 ?

此问题写成静态规划问题为

  max z = { g( u1 ) + h( s1 - u1 ) + g( u2 ) + h( s2 - u2 ) + ⋯ + g( un ) + h( sn - un ) }

s2  = au1 + b( s1 - u1 )

s3  = au2 + b( s2 - u2 )

    …

sn + 1 = aun + b( sn - un )

0≤ ui ≤ si ,  i = 1 ,2 ,⋯ , n

下面用动态规划方法来处理。

设 sk 为状态变量 , 它表示在第 k 阶段 (第 k 年 )可投入 A、B 两种生产的资源量。

uk 为决策变量 , 它表示在第 k 阶段 (第 k 年 )用于 A 生产的资源量 , 则 sk - uk 表示用

于 B 生产的资源量。

状态转移方程为 sk + 1 = auk + b( sk - uk )

最优值函数 f k ( sk )表示有资源量 sk , 从第 k 阶段至第 n 阶段采取最优分配方案进行

生产后所得到的最大总收入。

因此可写出动态规划的逆推关系式为

f n ( sn ) = max
0 ≤ u

n
≤ s

n

{ g( un ) + h( sn - un ) }

f k ( sk ) = max
0 ≤ u

k
≤ s

k

{ g( uk ) + h( sk - uk ) + f k + 1 [ auk + b( sk - uk ) ]}

k = n - 1 ,⋯ , 2 , 1

( 9 -1)
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最后求出 f1 ( s1 )即为所求问题的最大总收入。

例 2  机器负荷分配问题。某种机器可在高低两种不同的负荷下进行生产 , 设机器

在高负荷下生产的产量函数为 g = 8 u1 , 其中 u1 为投入生产的机器数量 , 年完好率

a = 0 .7 ; 在低负荷下生产的产量函数为 h = 5 y , 其中 y 为投入生产的机器数量 , 年完好率

为b= 0 .9。

假定开始生产时完好的机器数量 s1 = 1000 台 , 试问每年如何安排机器在高、低负荷

下的生产 ,使在五年内生产的产品总产量最高。

先构造这个问题的动态规划模型 :

设阶段序数 k 表示年度。

状态变量 sk 为第 k 年度初拥有的完好机器数量 , 同时也是第 k - 1 年度末时的完好

机器数量。

决策变量 uk 为第 k 年度中分配高负荷下生产的机器数量 , 于是 sk - uk 为该年度中分

配在低负荷下生产的机器数量。

这里 sk 和 u k 均取连续变量 , 它们的非整数值可以这样理解 ,如 sk = 0 .6 , 就表示一台

机器在 k 年度中正常工作时间只占 6/ 10; uk = 0 .3 ,就表示一台机器在该年度只有 3/ 10 的

时间能在高负荷下工作。

状态转移方程为

sk + 1 = auk + b( sk - uk ) = 0 .7 uk + 0 .9( sk - uk ) ,  k = 1 , 2 , ⋯ , 5

k 段允许决策集合为 D k ( sk ) = { uk | 0≤ uk ≤ sk }

设 vk ( sk , uk )为第 k 年度的产量 , 则

vk = 8 uk + 5( sk - uk )

故指标函数为

V1 , 5 = ∑
5

k = 1

vk ( sk , uk )

令最优值函数 f k ( sk )表示由资源量 sk 出发 , 从第 k 年开始到第 5 年结束时所生产的

产品的总产量最大值。因而有逆推关系式 :

f6 ( s6 ) = 0

f k ( sk ) = max
u

k
∈ D

k
( s

k
)
{8 uk + 5 ( sk - uk ) + f k + 1 [0 .7 uk + 0 .9 ( sk - uk ) ]}

k = 1 ,2 ,3 ,4 ,5

从第 5 年度开始 ,向前逆推计算。

当 k = 5 时 , 有

f5 ( s5 ) = max
0≤ u

5
≤ s

5

{8 u5 + 5 ( s5 - u5 ) + f 6 [ 0 .7 u5 + 0 .9 ( s5 - u5 ) ] }

= max
0≤ u

5
≤ s

5

{8 u5 + 5 ( s5 - u5 )}

= max
0≤ u

5
≤ s

5

{3 u5 + 5 s5 }

因 f5 是 u5 的线性单调增函数 ,故得最大解 u
*

5 = s5 ,相应的有 f5 ( s5 ) = 8 s5 。

当 k = 4 时 , 有

f4 ( s4 ) = max
0≤ u

4
≤ s

4

{8 u4 + 5 ( s4 - u4 ) + f 5 [ 0 .7 u4 + 0 .9 ( s4 - u4 ) ] }
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= max
0≤ u

4
≤ s

4

{8 u4 + 5 ( s4 - u4 ) + 8 [0 .7 u4 + 0 .9( s4 - u4 ) ]}

= max
0≤ u

4
≤ s

4

{13 .6 u4 + 12 .2 ( s4 - u4 )}

= max
0≤ u

4
≤ s

4

{1 .4 u4 + 12 .2 s4 }

故得最大解 , u*
4 = s4 , 相应的有 f4 ( s4 ) = 13 .6 s4 依此类推 , 可求得

u
*

3 = s3 , 相应的 f3 ( s3 ) = 17 .5 s3

u
*

2 = 0 ,相应的 f2 ( s2 ) = 20 .8 s2

u*
1 = 0 ,相应的 f1 ( s1 ) = 23 .7 s1

因 s1 = 1000 , 故 f1 ( s1 ) = 23700 (台 )。

计算结果表明 :最优策略为 u*
1 = 0 , u*

2 = 0 , u*
3 = s3 , u*

4 = s4 , u*
5 = s5 ,即前两年应把年

初全部完好机器投入低负荷生产 ,后三年应把年初全部完好机器投入高负荷生产。这样

所得的产量最高 ,其最高产量为 23700 台。

在得到整个问题的最优指标函数值和最优策略后 ,还需反过来确定每年年初的状态 ,

即从始端向终端递推计算出每年年初完好机器数。已知 s1 = 1000 台 ,于是可得

s2 = 0 .7 u*
1 + 0 .9( s1 - u*

1 ) = 0 .9 s1 = 900 (台 )

s3 = 0 .7 u
*

2 + 0 .2( s2 - u
*

2 ) = 0 .9 s2 = 810 (台 )

s4 = 0 .7 u
*

3 + 0 .9( s3 - u
*

3 ) = 0 .7 s3 = 567 (台 )

s5 = 0 .7 u*
4 + 0 .9( s4 - u*

4 ) = 0 .7 s4 = 397 (台 )

s6 = 0 .7 u
*

5 + 0 .9( s5 - u
*

5 ) = 0 .7 s5 = 278 (台 )

上面所讨论的最优策略过程 ,始端状态 s1 是固定的 , 终端状态 s6 是自由的。由此所

得出的最优策略称为始端固定终端自由的最优策略 , 实现的目标函数是五年里的产品总

产量最高。

如果在终端也附加上一定的约束条件 ,如规定在第五年度结束时 , 完好的机器数量为

500 台 (上面只有 278 台 ) ,问应如何安排生产 , 才能在满足这一终端要求的情况下产量最

高 ? 读者作为练习自己计算之。

下面进一步来讨论始端固定、终端自由的一般情况。

设有 n个年度 , 在高、低负荷下生产的产量函数分别为 g = cu1 , h = du2 , 其中 c、d > 0 ,

c > d。而年回收率分别为 a和 b , 0 < a < b< 1。试求出最优策略的一般关系式。显然 , 这

时状态转移方程为

sk + 1 = auk + b( sk - uk ) ,   k = 1 ,2 ,⋯ , n

k 段的指标函数为

vk = cuk + d( sk - uk ) ,   k = 1 ,2 ,⋯ , n

令 f k ( sk )表示由状态 sk 出发 , 从第 k 年至第 n 年末时所生产的产品的总产量最大值。

因而可写出逆推关系式为 :

f n + 1 ( sn + 1 ) = 0

f k ( sk ) = max
0≤ u

k
≤ s

k

{cuk + d( sk - uk ) + f k + 1 [ auk + b( sk - uk ) ] }

k = 1 , 2 ,⋯ , n

( 9 -2)

我们知道 ,在低负荷下生产的时间愈长 , 机器完好率愈高 , 但生产产量少。而在高负
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荷下生产产量会增加 ,但机器损坏大。这样 , 即使每台产量高 ,总起来看产量也不高。

从前面的数字计算可以看出 ,前几年一般是全部用于低负荷生产 , 后几年则全部用于

高负荷生产 , 这样才产量最高。如果总共为 n 年 , 从低负荷转为高负荷生产的是第 t 年 ,

1≤ t≤ n。即是说 , 从 1 至 t - 1 年在低负荷下生产 , t 至 n 年在高负荷下生产。现在要分析

t 与系数 a、b、c、d 是什么关系。

从回收率看 , ( b - a) 值愈大 ,表示在高负荷下生产时 , 机车损坏情况比在低负荷时严

重得多 ,因此 t 值应选大些。从产量看 , ( c - d) 值愈大 , 表示在高负荷下生产较有利 , 故 t

应选小些。下面我们从 (9 -2)式这一基本方程出发来求出 t 与 ( b - a)、( c - d)的关系。

令ζk = uk/ sk。则在低负荷生产时有 ζk = 0 , 高负荷生产时有ζk = 1。对第 n 段 , 我

们有

f n ( sn ) = max
0 ≤ u

n
≤ s

n

{ cun + d( sn - un ) }

= max
0 ≤ u

n
≤ s

n

{ ( c - d) un + dsn }

= max
0 ≤ζ

n
≤1

{ ( c - d)ζn + d} sn

由于 c > d, 所以ζn 应选 1 才能使 f n ( sn ) 最大。也就是说 , 最后一年应全部投入高负

荷生产。故 f n ( sn ) = csn

对 n - 1 段 ,根据 ( 9 -2) 式有

f n - 1 ( sn - 1 ) = max
0≤ u

n - 1
≤ s

n - 1

{ cun - 1 + d( sn - 1 - un - 1 ) + f n ( sn ) }

= max
u

n - 1

{cun - 1 + d( sn - 1 - un - 1 ) + csn }

= max
u

n - 1

{cun - 1 + d( sn - 1 - un - 1 ) + c[ aun - 1 + b( sn - 1 - un - 1 ) ] }

= max
u

n - 1

{[ ( c - d) - c( b - a) ] un - 1 + ( d + cb) sn - 1 }

= max
ζ

n - 1

{[ ( c - d) - c( b - a) ]ζn - 1 + ( d + cb)} sn - 1 ( 9 -3)

因此 ,欲要满足上式极值关系的条件是当

c - d > c( b - a) ( 9 -4)

时 ,应取ζ
*
n - 1 = 1。即 n - 1 年仍应全部在高负荷下生产。否则 ,当 (9 -4 )式不满足时 ,应取

ζ*
n - 1 = 0 ,即 n - 1 年应全部投入低负荷生产。

由前面知道 ,只要在第 k 年投入低负荷生产 , 那么递推计算结果必然是从第 1 年到第

k 年均为低负荷生产 ,即有ζ
*

1 =ζ
*

2 = ⋯ =ζ
*
k = 0。可见 , 算出ζ

*
k = 0 后 , 前几年就没有必

要再计算了。故只需研究哪一年由低负荷转入高负荷生产 , 即ζ从那一年开始变为 1

就行。

根据这点 ,现只分析满足 ( 9 -4 )式的情况。由于ζ
*
n - 1 = 1 ,故 ( 9 -3 )式变为

f n - 1 ( sn - 1 ) = ( c + ca) sn - 1 = c(1 + a) sn - 1

又由于 sn - 1 = aun - 2 + b( sn - 2 - un - 2 ) , 将它代入上式得

f n - 1 ( sn - 1 ) = c( 1 + a) [ ( a - b) un - 2 + bsn - 2 ]

对 n - 2 段 ,由 ( 9 -2) 式有

f n - 2 ( sn - 2 ) = max
0≤ u

n - 2
≤ s

n - 2

{ cun - 2 + d( sn - 2 - un - 2 ) + f n - 1 ( sn - 1 ) }

= max
u

n - 2

{cun - 2 + d( sn - 2 - un - 2 ) + c( 1 + a) [ ( a - b) un - 2 + bsn - 2 ] }
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= max
u

n - 2

{[ ( c - d) - c(1 + a) ( b - a) ] un - 2 + [ d+ c(1 + a) b] sn - 2 }

= max
ζ

n - 2

{[ ( c - d) - c(1 + a) ( b - a) ]ζn - 2 + d + cb( 1 + a) } sn - 2

由此可知 ,只要满足极值条件式

c - d > c(1 + a) ( b - a)

就应选ζ
*
n - 2 = 1 ,否则为 0 , 即应继续在高负荷下生产。

依次类推 ,如果转入高负荷下生产的是第 t 年 ,则由

f t ( st ) = max
u

t

{cut + d( st - ut ) + f t + 1 ( st + 1 ) }

可以推出 ,应满足极值关系的条件必然是 :

c - d > c(1 + a + a2 + ⋯ + an - ( t + 1 ) ) ( b - a)

c - d < c(1 + a + a2 + ⋯ + an - t ) ( b - a)
( 9 -5)

相应的有最优策略

ζ*
n =ζ*

n - 1 = ⋯ =ζ*
t = 1

ζ
*

1 =ζ
*

2 = ⋯ =ζ
*
t - 1 = 0

它就是例 2 在始端固定终端自由情况下最优策略的一般结果。

从这个例子看到 ,应用动态规划 ,可以在不求出数值解的情况下 ,确定出最优策略的结构。

可见 ,只要知道了 a, b, c, d 四个值 ,就总可找到一个 t 值 ,满足 ( 9 -5 )式 ,且

1≤ t≤ n - 1

例如题中给定的 a= 0 .7 , b= 0 .8 , c = 8 , d = 5 , 代入 ( 9 -5) 式 ,应有

c - d
c ( b - a)

=
1 - d/ c

b - a
=

1 - 5/ 8
0 .9 - 0 .7

=
3

1 .6
= 1 .875 > (1 + a) = 1 + 0 .7

可见 , n - t - 1 = 5 - t - 1 = 1 ,所以 t = 3。即从第三年开始将全部机器投入高负荷生产 , 五

年内总产量最高。

从这个例子可看到 :当 g( x )、h( x )是线性函数时 , 问题是易于求解的 , 当它们为复杂

函数时 ,求解就困难多了。但是 , 当 g( x )、h( x) 为凸函数且 h(0 ) = g(0 ) = 0 时 , 可以证明

在每个阶段上的最优决策总是取其上限或下限。因此 , 对于解的结构来说 , 它与 g( x )、

h( x) 为线性的情况是类似的。

上面的讨论表明 :当 x 在 [0 , s1 ]上离散地变化时 , 利用递推关系式逐步计算或表格法

而求出数值解。当 x 在 [ 0 , s1 ] 上连续地变化时 ,若 g( x )和 h( x ) 是线性函数或凸函数时 ,

根据递推关系式运用解析法不难求出 f k ( x)和最优解 ; 若 g( x) 和 h( x) 不是线性函数或凸

函数时 ,一般来说 , 解析法不能奏效 ,那只好利用递推关系式 ( 9 -1 )求其数值解。首先要把

问题离散化 ,即把区间 [ 0 , s1 ]进行分割 ,令 x = 0 ,Δ, 2Δ, ⋯ , mΔ= s1 。其Δ的大小 , 应根据

计算精度和计算机容量等来确定。然后规定所有的 f k ( x )和决策变量只在这些分割点上

取值。这样 ,递推关系式 ( 9 -1 )便可写为

f n ( iΔ) = max
0≤ j≤ i

{ g( jΔ) + h( iΔ - jΔ) }

f k ( iΔ) = max
0 ≤ j≤ i

{ g( jΔ) + h( iΔ - jΔ) + f k + 1 [ a( jΔ) + b( iΔ - jΔ) ]}

k = n - 1 ,⋯ , 2 , 1

对 i = 0 , 1 , ⋯ , m 依次计算 , 可逐步求出 f n ( iΔ) , f n - 1 ( iΔ) , ⋯ , f1 ( iΔ)及相应的最优决策 ,
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最后求得 f1 ( mΔ) = f1 ( s1 ) 就是所求的最大总收入。这种离散化算法可以编成程序在计

算机中计算。

1. 2  二维资源分配问题

设有两种原料 ,数量各为 a 和 b 单位 ,需要分配用于生产 n种产品。如果第一种原料

以数量 xi 为单位 , 第二种原料以数量 yi 为单位 , 用于生产第 i 种产品 , 其收入为

gi ( xi , y i )。问应如何分配这两种原料于 n种产品的生产使总收入最大 ?

此问题可写成静态规划问题 :

max [ g1 ( x1 , y1 ) + g2 ( x2 , y2 ) + ⋯ + gn ( xn , yn ) ]

x1 + x2 + ⋯ + xn = a

y1 + y2 + ⋯ + yn = b

xi≥0 ,  yi≥0 ,  ( i = 1 , 2 , ⋯ , n)且为整数

用动态规划方法来解 ,状态变量和决策变量要取二维的。

设状态变量 ( x , y) :

x———分配用于生产第 k 种产品至第 n 种产品的第一种原料的单位数量。

y———分配用于生产第 k 种产品至第 n 种产品的第二种原料的单位数量。

决策变量 ( xk , yk ) :

xk ———分配给第 k 种产品用的第一种原料的单位数量。

yk ———分配给第 k 种产品用的第二种原料的单位数量。

状态转换关系 :

x
～

= x - xk

y
～

= y - yk

式中 x
～
和 y

～
分别表示用来生产第 k + 1 种产品至第 n 种产品的第一种和第二种原料的单

位数量。

允许决策集合 :

Dk ( x , y ) = uk

0≤ xk ≤ x

0≤ yk ≤ y

f k ( x , y)表示以第一种原料数量为 x 单位 ,第二种原料数量为 y 单位 ,分配用于生产

第 k 种产品至第 n 种产品时所得到的最大收入。故可写出逆推关系为

f n ( x , y ) = gn ( x , y)

f k ( x , y ) = max
0≤ x

k
≤ x

0 ≤ y
k
≤ y

[ gk ( xk , yk ) + f k + 1 ( x - xk , y - yk ) ]

k = n - 1 , ⋯ , 1

最后求得 f1 ( a, b)即为所求问题的最大收入。

在实际问题中 ,由于 g( x , y) 的复杂性 ,一般计算较难 , 常利用这个递推关系进行数值

计算 ,并采用下面的方法进行降维和简化处理 , 以求得它的解或近似解。

1. 拉格朗日乘数法

引入拉格朗日乘数λ, 将二维分配问题化为
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 max { g1 ( x1 , y1 ) + g2 ( x2 , y2 ) + ⋯ + gn ( xn , yn ) - λ( y1 + y2 + ⋯ + yn ) }

满足条件

x1 + x2 + ⋯ + xn = a

xi≥0 , yi≥0 ,  i = 1 ,2 ,⋯ , n且为整数

其中λ作为一个固定的参数。

令 hi ( x i ) = hi ( xi ,λ) = max
y

i
≥ 0

[ gi ( xi , y i ) - λy i ]

为了使此式有意义 ,可设 lim
y

i
→ ∞

gi ( xi , y i )
y i

= 0

于是问题变为

max [ h1 ( x1 ) + h2 ( x2 ) + ⋯ + hn ( xn ) ]

满足

x1 + x2 + ⋯ + x n = a,  x i≥0 且为整数

这是一个一维分配问题 ,可用对一维的方法去求解。这里 , 由于λ是参数 ,因此 ,最优

解 xi 是参数λ的函数 ,相应的 yi 也是λ的函数。即 x i = x i (λ) , yi = y i (λ) 为其解。如果

∑
n

i = 1

y i (λ) = b, 则可证明{ xi , yi }为原问题的最优解。如果 ∑
n

i = 1

y i (λ)≠ b, 我们将调整λ的

值 (利用插值法逐渐确定λ) , 直到 ∑
n

i = 1

yi (λ) = b满足为止。

这样的降维方法在理论上有保证在计算上是可行的 , 故对于高维的问题可以用上述

拉格朗日乘数法的思想来降低维数。

2. 逐次逼近法

这是另一种降维方法 ,先保持一个变量不变 , 对另一个变量实现最优化 , 然后交替地

固定 ,以迭代的形式反复进行 , 直到获得某种要求的程度为止。

先设 x( 0 ) = { x ( 0 )
1 , x( 0 )

2 , ⋯ , x( 0 )
n }为满足 ∑

n

i = 1

x( 0 )
i = a 的一个可行解 , 固定 x 在 x ( 0 ) , 先

对 y 求解 ,则二维分配问题变为一维问题 :

max [ g1 ( x( 0 )
1 , y1 ) + g2 ( x ( 0 )

2 , y2 ) + ⋯ + gn ( x( 0 )
n , yn ) ]

y1 + y2 + ⋯ + yn = b, yi≥0 且为整数

可用对一维的方法来求解。设这解为 y
( 0 )

= { y
( 0 )
1 , y

( 0 )
2 ,⋯ , y

( 0 )
n } , 然后再固定 y 为 y

( 0 )
, 对

x 求解 , 即

max ∑
n

i = 1

gi ( x i , y( 0 )
i )

∑
n

i = 1

xi = a,  x i≥0 且为整数

设其解为 x
( 1 )

= { x
( 1 )
1 , x

( 1 )
2 ,⋯ , x

( 1 )
n } ,再固定 x 为 x

( 1 )
, 对 y 求解 , 这样依次轮换下去得到

一系列的解{ x
( k)

} , { y
( k )

}( k = 0 ,1 ,⋯ )

因为

∑
n

i = 1

gi ( x( 0 )
i , yi ) ≤∑

n

i = 1

gi ( x( 0 )
i , y( 0 )

i )≤ ∑
n

i = 1

gi ( x( 1 )
i , y( 0 )

i )
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故函数值序列 ∑
n

i = 1

gi ( x( k)
i , y( k)

i ) 是单调上升的 , 但不一定收敛到绝对的最优解 , 一般只

收敛到某一局部最优解。因此 , 在实际计算时 , 可选择几个初始点 x
( 0 )

进行计算 , 然后从

所得到的几个局部最优解中选出一个最好的。

3. 粗格子点法 (疏密法 )

在采用离散化的方法计算时 ,先将矩形定义域 : 0≤ x≤ a, 0≤ y≤ b 分成网格 , 然后在

这些格子点上进行计算。如将 a、b各分为 m1 和 m2 等份 , 则总共有 ( m1 + 1) · ( m2 + 1) 个

格点 ,故对每个 k 值需要计算的 f k ( x , y )共有 ( m1 + 1) · ( m2 + 1 )个。因此 , 这里的计算

量是相当大的。随着分点加多 ,格子点数也增多 , 那时的计算量将大得惊人。为了使计算

可行 ,往往根据问题要求的精确度 , 采用粗格子点法逐步缩小区域来减少计算量。

粗格子点法是先用少数的格子点进行粗糙的计算 ,在求出相应的最优解后 , 再在最优

解附近的小范围内进一步细分 ,并求在细分格子点上的最优解 , 如此继续细分下去直到满

足要求为止。这方法也可能出现最优解“漏网”的情况 ,因此 , 应用此法时要结合对指标函

数的特性进行分析。

逐次逼近法和粗格子点法虽有缺点 , 但在实际问题中 , 这两种方法的应用是比较广

泛的。

1. 3  固定资金分配问题

设有 n个生产行业 , 都需要某两种资源。对于第 k 个生产行业 , 如果用第 1 种资源

xk 和第 2 种资源 yk 进行生产 ,可获得利润为 rk ( xk , yk )。若第 1 种资源的单位价格为 a,

第 2 种资源的单位价格为 b, 现有资金 Z。问应购买第 1 种资源多少单位 (设为 X ) , 第 2

种资源多少单位 (设为 Y ) , 分配到 n个生产行业 , 使总利润最大 ?

此问题的数学模型可写为

       max ∑
n

k = 1

rk ( xk , yk )

∑
n

k = 1

xk = X    xk 为非负整数

∑
n

k = 1

yk = Y    yk 为非负整数

a X + bY≤ Z

解决这个问题 ,可以从固定资金开始 , 找出所有满足 a X + bY≤ Z 的 X 和 Y ; 然后将

资源量最优地分配给 n 个生产行业 , 找出获利最大的。这当然是一个算法 , 但不是有

效的。

如果我们把资源分配换算成资金分配 ,那样做要简单些。

(1 ) 把资源分配利润表换算成资金分配利润表 , 即将 rk ( xk , yk ) 换算成 Rk ( z ) ,

z = 0 ,1 ,⋯ , Z。但必须注意 ,分配的资金应先使较贵的资源单位最大。

设有资金 z( 0≤ z≤ Z) 分配到第 k 个生产行业 ,则由 Z = aX + bY 知 ,在给定 z 的情况
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下 ,若购买第 2 种资源 yk 单位 , 则留下的资金只能购买第 1 种资源 xk 单位 , xk =

z - byk

a
,于是得到资金利润函数 Rk ( z)为

Rk ( z) = max
y

k
= 0 , 1 , ⋯ , ( z/ b)

rk
z - byk

a
, yk

式中 ( z/ b) 指以资金 z 购买第 2 种资源的最大单位数 ,
z - byk

a
指以资金 z 购买了第 2 种

资源 yk 单位以后能购买第 1 种资源的最大单位数。

(2 ) 计算最优资金分配所获得最大利润。规定最优值函数 f k ( z)表示以总的资金 z

分配到 k 至 n 个生产行业可能获得的最大利润。

则有逆推关系式 :

f k ( z) = max
z

k
= 0 , 1 , ⋯ , z

[ Rk ( zk ) + f k + 1 ( z - zk ) ]

f n ( z) = Rn ( z)

(3 ) 求出 f1 ( z) , 即为问题的解。这样 ,就把一个原含有两个状态变量的问题转化为

只含有一个状态变量的问题。

第 2 节  生产与存储问题

在生产和经营管理中 ,经常遇到要合理地安排生产 ( 或购买 )与库存的问题 , 达到既要

满足社会的需要 ,又要尽量降低成本费用。因此 , 正确制定生产 (或采购 ) 策略 ,确定不同

时期的生产量 (或采购量 ) 和库存量 ,以使总的生产成本费用和库存费用之和最小 , 这就是

生产与存储问题的最优化目标。

2. 1  生产计划问题

设某公司对某种产品要制定一项 n个阶段的生产 ( 或购买 )计划。已知它的初始库存

量为零 ,每阶段生产 ( 或购买 )该产品的数量有上限的限制 ; 每阶段社会对该产品的需求量

是已知的 ,公司保证供应 ; 在 n阶段末的终结库存量为零。问该公司如何制定每个阶段的

生产 (或采购 ) 计划 ,从而使总成本最小。

设 dk 为第 k 阶段对产品的需求量 , xk 为第 k 阶段该产品的生产量 ( 或采购量 ) , vk 为

第 k 阶段结束时的产品库存量。则有 vk = vk - 1 + xk - dk

ck ( xk )表示第 k 阶段生产产品 x k 时的成本费用 ,它包括生产准备成本 K 和产品成本

axk ( 其中 a 是单位产品成本 )两项费用。即

ck ( xk ) =

0       当 xk = 0

K + axk     当 xk = 1 , 2 ,⋯ , m

∞      当 xk > m

hk ( vk )表示在第 k 阶段结束时有库存量 v k 所需的存储费用。

故第 k 阶段的成本费用为 ck ( xk ) + hk ( xk )。

m 表示每阶段最多能生产该产品的上限数。
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因而 ,上述问题的数学模型为

     min g = ∑
n

k = 1

[ ck ( xk ) + hk ( vk ) ]

v0 = 0 , vn = 0

vk = ∑
k

j = 1

( x j - dj )≥0   k = 2 , ⋯ , n - 1

0≤ xk ≤ m        k = 1 , 2 , ⋯ , n

xk 为整数        k = 1 , 2 , ⋯ , n

用动态规划方法来求解 ,把它看作一个 n 阶段决策问题。令

vk - 1 为状态变量 ,它表示第 k 阶段开始时的库存量。

xk 为决策变量 , 它表示第 k 阶段的生产量。

状态转移方程为

vk = vk - 1 + xk - dk   k = 1 , 2 , ⋯ , n

最优值函数 f k ( vk )表示从第 1 阶段初始库存量为 0 到第 k 阶段末库存量为 v k 时的

最小总费用。

因此可写出顺序递推关系式为 :

f k ( vk ) = min
0 ≤ x

k
≤σ

k

[ ck ( xk ) + hk ( vk ) + f k - 1 ( vk - 1 ) ]   k = 1 , ⋯ , n

其中σk = min ( vk + dk , m) 。这是因为一方面每阶段生产的上限为 m; 另一方面由于保证

供应 ,故第 k - 1 阶段末的库存量 vk - 1 必须非负 ,即 vk + dk - xk≥0 ,所以 xk ≤ vk + dk 。

边界条件为 f0 ( v0 ) = 0 ( 或 f1 ( v1 ) = min
x
1

= σ
1

[ c1 ( x1 ) + h1 ( v1 ) ] ) , 从边界条件出发 , 利用

上面的递推关系式 ,对每个 k, 计算出 f k ( vk ) 中的 vk 在 0 至 min ∑
n

j = k+ 1

dj , m - dk 之间的

值 ,最后求得的 f n ( 0)即为所求的最小总费用。

注 :若每阶段生产产品的数量无上限的限制 , 则只要改变 ck ( xk )和σk 就行。即

ck ( x k ) =
0      当 xk = 0

K + a xk   当 xk = 1 , 2 , ⋯

σk = vk + dk

对每个 k ,需计算 f k ( vk )中的 vk 在 0 至 ∑
n

j = k+ 1

dj 之间的值。

例 3  某工厂要对一种产品制订今后四个时期的生产计划 , 据估计在今后四个时期

内 ,市场对于该产品的需求量如表 9 -5 所示。

表  9 -5

时期 ( k) 1 ð2 Ø3 À4 h

需求量 ( dk ) 2 ð3 Ø2 À4 h

假定该厂生产每批产品的固定成本为 3 千元 ,若不生产就为 0; 每单位产品成本为 1

千元 ;每个时期生产能力所允许的最大生产批量为不超过 6 个单位 ; 每个时期末未售出的

产品 ,每单位需付存储费 0 .5 千元。还假定在第一个时期的初始库存量为 0 , 第四个时期
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之末的库存量也为 0。试问该厂应如何安排各个时期的生产与库存 , 才能在满足市场需

要的条件下 ,使总成本最小。

解  用动态规划方法来求解 ,其符号含义与上面相同。

按四个时期将问题分为四个阶段。由题意知 ,在第 k 时期内的生产成本为

ck ( x k ) =

0 当 xk = 0

3 + 1· xk 当 x k = 1 , 2 , ⋯ , 6

∞ 当 xk > 6

第 k 时期末库存量为 v k 时的存储费用为

hk ( vk ) = 0 .5 vk

故第 k 时期内的总成本为 ck ( xk ) + hk ( vk )

而动态规划的顺序递推关系式为

 f k ( vk ) = min
0≤ x

k
≤σ

k

[ ck ( xk ) + hk ( vk ) + f k - 1 ( vk + dk - xk ) ] ,  k = 2 , 3 , 4

其中σk = min ( vk + dk , 6)

和边界条件 f1 ( v1 ) = min
x

1
= min ( v

1
+ d

1
, 5 )

[ c1 ( x1 ) + h1 ( v1 ) ]

当 k = 1 时 , 由

f1 ( v1 ) = min
x
1

= mi n( v
1

+ 2 , 5 )
[ c1 ( x1 ) + h1 ( v1 ) ]

对 v1 在 0 至 min[ ∑
4

j = 2

dj , m - d1 ] = min [9 , 6 - 2] = 4 之间的值分别进行计算。

v1 = 0 时 ,  f1 (0 ) = min
x
1

= 2
 [3 + x1 + 0 .5×0 ] = 5   所以 x1 = 2

v1 = 1 时 ,  f1 (1 ) = min
x
1

= 3
 [3 + x1 + 0 .5×1 ] = 6 .5  所以 x1 = 3

v1 = 2 时 ,  f1 (2 ) = min
x
1

= 4
 [3 + x1 + 0 .5×2 ] = 8   所以 x1 = 4

同理得

f1 (3 ) = 9 .5   所以 x1 = 5

f1 ( 4) = 11    所以 x1 = 6

当 k = 2 时 , 由

f 2 ( v2 ) = min
0 ≤ x

2
≤σ

2

[ c2 ( x2 ) + h2 ( v2 ) + f1 ( v2 + 3 - x2 ) ]

其中σ2 = min( v2 + 3 , 6 )。对 v2 在 0 至 min ∑
4

j = 3

dj , 6 - 3 = min [ 6 , 3] = 3 之间的值分别

进行计算。从而有

f 2 (0 ) = min
0≤ x

2
≤3

[ c2 ( x2 ) + h2 (0 ) + f 1 ( 3 - x2 ) ]

= min

c2 ( 0) + h2 ( 0) + f1 (3 )

c2 ( 1) + h2 ( 0) + f1 (2 )

c2 ( 2) + h2 ( 0) + f1 (1 )

c2 ( 3) + h2 ( 0) + f1 (0 )

= min

0 + 9 .5

4 + 8

5 + 6 .5

6 + 5

= 9 .5  所以 x2 = 0

f2 ( 1) = min
0≤ x

2
≤ 4

[ c2 ( x2 ) + h2 ( 1) + f1 (4 - x2 ) ] = 11 .5   所以 x2 = 0

f2 ( 2) = min
0≤ x

2
≤ 5

[ c2 ( x2 ) + h2 ( 2) + f1 (5 - x2 ) ] = 14 所以 x2 = 5
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f2 ( 3) = min
0≤ x

2
≤ 6

[ c2 ( x2 ) + h2 ( 3) + f1 (6 - x2 ) ] = 15 .5 所以 x2 = 6

注意 :在计算 f 2 ( 2)和 f2 ( 3) 时 ,由于每个时期的最大生产批量为 6 单位 , 故 f1 (5 ) 和

f 1 (6 )是没有意义的 , 就取 f1 (5 ) = f1 ( 6) = ∞ , 其余类推。

当 k = 3 时 , 由

f 3 ( v3 ) = min
0 ≤ x

3
≤σ

3

[ c3 ( x3 ) + h3 ( v3 ) + f2 ( v3 + 2 - x3 ) ]

其中σ3 = min( v3 + 2 , 6 )。对 v3 在 0 至 min[ 4 , 6 - 2 ] = 4 之间的值分别进行计算 , 从而有

f 3 (0 ) = 14     所以  x3 = 0

f 3 (1 ) = 16 所以  x3 = 0 或 3

f 3 (2 ) = 17 .5 所以  x3 = 4

f 3 (3 ) = 19 所以  x3 = 5

f 3 (4 ) = 20 .5 所以  x3 = 6

当 k = 4 时 , 因要求第 4 时期之末的库存量为 0 ,即 v4 = 0 , 故有

f 4 (0 ) = min
0≤ x

1
≤4

[ c4 ( x4 ) + h4 (0 ) + f 3 ( 4 - x4 ) ]

= min

c4 ( 0) + f 3 (4 )

c4 ( 1) + f 3 (3 )

c4 ( 2) + f 3 (2 )

c4 ( 3) + f 3 (1 )

c4 ( 4) + f 3 (0 )

= min

0 + 20 .5

4 + 19

5 + 17 .5

6 + 16

7 + 14

= 20 .5   所以 x4 = 0

再按计算的顺序反推算 ,可找出每个时期的最优生产决策为 :

x1 = 5 , x2 = 0 , x3 = 6 , x4 = 0

其相应的最小总成本为 20 .5 千元。

如果把上面例题中的有关数据列成表 9 -6 , 然后分析这些数据 , 可找出一些规律性的

东西。

表  9 -6

阶段 i 0 Á1 L2 ×3 b4 "

需求量 di — 2 L3 ×2 b4 "

生产量 xi — 5 L0 ×6 b0 "

库存量 vi 0 Á3 L0 ×4 b0 "

由表中的数字可以看到 ,这样的库存问题有如下特征 :

(1 ) 对每个 i, 有 vi - 1 · xi = 0 , ( i = 1 ,2 ,3 ,4 )其中 v0 = 0。

(2 ) 对于最优生产决策来说 , 它被裂解为两个子问题 , 一个是从第 1 阶段到第 2 阶

段 ,另一个是从第 3 阶段到第 4 阶段。每个子问题的最优生产决策特别简单 , 它们的最小

总成本之和就等于原问题的最小总成本。

这种现象不是偶然的 ,而是反映着这类库存问题数学模型的特征。研究这类问题 , 注

意到 (2 )的规律 , 就可将计算量大量地减少。

如果对每个 i ,都有 vi - 1 x i = 0 , 则称该点的生产决策 ( 或称一个策略 x = x1 , ⋯ , xn ) 具
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有再生产点性质 (又称重生性质 ) 。如果 vi = 0 ,则称阶段 i 为再生产点 ( 又称重生点 )。

由假设 v0 = 0 和 vn = 0 , 故阶段 0 和 n 是再生产点。可以证明 : 若库存问题的目标函

数 g( x )在凸集合 S 上是凹函数 (或凸函数 ) , 则 g( x ) 在 S 的顶点上具有再生产点性质的

最优策略。下面运用再生产点性质来求库存问题为凹函数的解。

设 c( j , i) ( j≤ i)为阶段 j 到阶段 i 的总成本 , 给定 j - 1 和 i 是再生产点 , 并且阶段 j

到阶段 i 期间的产品全部由阶段 j 供给。则

c( j , i) = cj ∑
i

s = j

d s + ∑
i

s = j + 1

cs (0 ) + ∑
i - 1

s = j

hs ∑
i

t = s+ 1

dt ( 9 -6)

根据两个再生点之间的最优策略 ,可以得到一个更有效的动态规划递推关系式。

设最优值函数 f i 表示在阶段 i 末库存量 v i = 0 时 , 从阶段 1 到阶段 i 的最小成本。

则对应的递推关系式为

f t = min
1≤ j≤ i

 [ f j - 1 + c( j , i) ]  i = 1 , 2 , ⋯ , n ( 9 -7)

边界条件为 f0 = 0 ( 9 -8)

为了确定最优生产决策 , 逐个计算 f1 , f2 , ⋯ , f n 。则 f n ( 0 ) 为 n 个阶段的最小总成

本。设 j( n)为计算 f n 时 , 使 (9 -7)式右边最小的 j 值 , 即

f n = min
1 ≤ j≤ n

 [ f j - 1 + c( j , n) ] = f j ( n) - 1 + c( j( n) , n)

则从阶段 j( n)到阶段 n的最优生产决策为 :

      x j ( n) = ∑
n

s = j ( n )

ds

xs = 0    当 s = j ( n) + 1 , j( n) + 2 , ⋯ , n 时

故阶段 j( n) - 1 为再生产点。为了进一步确定阶段 j ( n) - 1 到阶段 1 的最优生产决策 ,

记 m = j ( n) - 1 ,而 j ( m)是在计算 f m 时 , 使 ( 9 -7) 式右边最小的 j 值 ,则从阶段 j ( m)到阶

段 j( n)的最优生产决策为 :

      x j ( m) = ∑
m

s = j ( m)

ds

xs = 0    当 s = j ( m) + 1 , j ( m) + 2 ,⋯ , m 时

故阶段 j( m) - 1 为再生产点 ,其余依此类推。

例 4  利用再生产点性质解例 3。

解  因 ci ( xi ) =

0      xi = 0

3 + xi    x i = 1 , 2 , ⋯ , 6。和 hi ( vi ) = 0 .5 vi

∞     xi > 6

都是凹函数 ,故可利用再生产点性质来计算。

(1 ) 按 ( 9 -6 )式计算 c( j , i) ,  1≤ j≤ i ,  i = 1 ,2 ,3 ,4

c(1 , 1 ) = c( 2) + h(0 ) = 5

c(1 , 2 ) = c( 5) + h(3 ) = 3 + 5 + 0 .5×3 = 9 .5

c(1 , 3 ) = c( 7) + h(5 ) + h( 2) = ∞ + 0 .5×5 + 0 .5×2 = ∞

c(1 , 4 ) = c( 11 ) + h( 9) + h(6 ) + h( 4) = ∞

  c( 2 , 2) = c(3 ) + h( 0) = 6      c( 2 , 3) = c(5 ) + h(2 ) = 9

  c( 2 , 4) = c(9 ) + h( 6) + h(4 ) = ∞ c( 3 , 3) = c(2 ) + h(0 ) = 5
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  c( 3 , 4) = c(6 ) + h( 4) = 11 c( 4 , 4) = c(4 ) = 7

(2 ) 按 ( 9 -7 )式和 ( 9 -8) 式计算 f i

  f 0 = 0

    f 1 = f 0 + c( 1 , 1) = 0 + 5 = 5              所以 j( 1) = 1

    f 2 = min [ f0 + c( 1 , 2) , f1 + c( 2 , 2) ]

= min [0 + 9 .5 , 5 + 6 ] = 9 .5 所以 j( 2) = 1

    f 3 = min [ f0 + c( 1 , 3) , f1 + c( 2 , 3) , f2 + c(3 , 3 ) ]

= min [0 + ∞ , 5 + 9 , 9 .5 + 5 ] = 14 所以 j( 3) = 2

    f 4 = min [ f0 + c( 1 , 4) , f1 + c( 2 , 4) , f2 + c(3 , 4 ) , f3 + c(4 , 4 ) ]

= min [0 + ∞ , 5 + ∞ , 9 .5 + 11 ,14 + 7 ]

= 20 .5 所以 j( 4) = 3

(3 ) 找出最优生产决策

由       j (4 ) = 3 ,   故 x3 = d3 + d4 = 6 , x4 = 0

因 m = j( 4) - 1 = 3 - 1 = 2 ,            所以 j( m) = j( 2) = 1

故 x1 = d1 + d2 = 5 , x2 = 0

所以最优生产决策为 : x1 = 5 , x2 = 0 , x3 = 6 , x4 = 0

相应的最小总成本为 20 .5 千元。

还应指出的是 ,这种利用再生产点性质求解确定性需求不允许缺货的库存问题 , 可以

推广到确定性需求在某些阶段上允许延迟交货的库存问题 , 有兴趣的读者可参看参考资

料 [8 ]。

例 5  某车间需要按月在月底供应一定数量的某种部件给总装车间 , 由于生产条件

的变化 ,该车间在各月份中生产每单位这种部件所需耗费的工时不同 , 各月份的生产量于

当月的月底前 ,全部要存入仓库以备后用。已知总装车间的各个月份的需求量以及在加

工车间生产该部件每单位数量所需工时数如表 9 -7 所示。

表  9 -7

月份 k 0 d1 52 �3 ×4 ¨5 y6 •

需求量 dk 0 d8 55 �3 ×2 ¨7 y4 •

单位工时 ak 11 d18 513 �17 ×20 ¨10 y

设仓库容量限制为 H = 9 , 开始库存量为 2 , 期终库存量为 0 , 需要制定一个半年的逐

月生产计划 ,既使得满足需要和库容量的限制 , 又使得生产这种部件的总耗费工时数为

最少。

解  按月份划分阶段 ,用 k 表示月份序号。

设状态变量 sk 为第 k 段开始时 ( 本段需求量送出之前 , 上段产品送入之后 ) 部件库

存量。

决策变量 uk 为第 k 段内的部件生产量。

状态转移方程 :

sk + 1 = sk + uk - dk   k = 0 , 1 ,⋯ , 6 ( 9 -9)
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且

d k≤ sk ≤ H (9 -10)

故允许决策集合为

Dk ( sk ) = { uk : uk ≥0 , dk + 1 ≤ sk + uk - dk ≤ H} (9 -11)

最优值函数 f k ( sk )表示在第 k 段开始的库存量为 sk 时 , 从第 k 段至第 6 段所生产部

件的最小累计工时数。

因而可写出逆推关系式为

f k ( sk ) = min
u

k
∈ D

k
( s

k
)
[ ak u k + f k + 1 ( sk + uk - dk ) ] ,  k = 0 , 1 , ⋯ , 6

f7 ( s7 ) = 0
(9 -12)

当 k = 6 时 , 因要求期终库存量为 0 , 即 s7 = 0。因每月的生产是供应下月的需要 , 故

第 6 个月不用生产 ,即 u6 = 0。因此 f6 ( s6 ) = 0 , 而由 ( 9 -9)式有 s6 = d6 = 4

当 k = 5 时 , 由 (9 -9)式有 s6 = s5 + u5 - d5 , 故 u5 = 11 - s5

所以 f 5 ( s5 ) = min
u

5
= 11 - s

5

( a5 u5 ) = 10( 11 - s5 ) = 110 - 10 s5

及最优解 u
*

5 = 11 - s5

当 k = 4 时 , 有

f4 ( s4 ) = min
u
4
∈ D

4
( s

4
)
[ a4 u4 + f5 ( s4 + u4 - d4 ) ]

= min
u

4

 [ 20 u4 + 110 - 10( s4 + u4 - 2 ) ]

= min
u

4

 [ 10 u4 - 10 s4 + 130 ]

其中 u4 的允许决策集合 D4 ( s4 )由 ( 9 -11 )式确定为

由  d5 ≤ s4 + u4 - d4 ≤ H ,故有 9 - s4 ≤ u4 ≤11 - s4

又  u4 ≥0 , 因而 max [0 , 9 - s4 ]≤ u4 ≤11 - s4

而由 (9 -10 )式知 : s4 ≤9 , 所以 D4 ( s4 ) 为

9 - s4 ≤ u4 ≤11 - s4

故得  f 4 ( s4 ) = 10 (9 - s4 ) - 10 s4 + 130 = 220 - 20 s4  及最优解  u*
4 = 9 - s4

当 k = 3 时 ,

f3 ( s3 ) = min
u
3
∈ D

3
( s

3
)
[ a3 u3 + f4 ( s3 + u3 - d3 ) ]

= min
u

3

 [ 17 u3 + 220 - 20( s3 + u3 - 3 ) ]

= min
u

3

 [ - 3 u3 - 20 s3 + 280]

由 (9 -11 )式得 D3 ( s3 ) 为   max [0 , 5 - s3 ]≤ u3 ≤12 - s3

故得 f3 ( s3 ) = 244 - 17 s3  及最优解  u
*

3 = 12 - s3

当 k = 2 时 ,

f2 ( s2 ) = min
u
2
∈ D

2
( s

2
)
[ a2 u2 + f3 ( s2 + u2 - d2 ) ]

= min
u

2

 [ - 4 u2 - 17 s2 + 329]

其中 D2 ( s2 ) 为 max [ 0 , 8 - s2 ]≤ u2 ≤14 - s2

故得  f 2 ( s2 ) = 273 - 13 s2  及最优解  u
*

2 = 14 - s2
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当 k = 1 时 ,

f1 ( s1 ) = min
u
1
∈ D

1
( s

1
)
[ a1 u1 + f2 ( s1 + u1 - d1 ) ]

= min
u

1

 [ 5 u1 - 13 s1 + 377]

其中 D1 ( s1 ) 为 13 - s1 ≤ u1 ≤17 - s1

故得  f 1 ( s1 ) = 442 - 18 s1  及最优解  u*
1 = 13 - s1

当 k = 0 时 ,

f0 ( s0 ) = min
u
0
∈ D

0
( s

0
)
[ a0 u0 + f1 ( s0 + u0 - d0 ) ]

= min
u

0

[ - 7 u0 + 442 - 18 s0 ]

其中 D0 ( s0 )  为   8 - s0 ≤ u0 ≤9 - s0

故得 f 0 ( s0 ) = 379 - 11 s0  及最优解  u*
0 = 9 - s0

因 s0 = 2 ,  所以  f0 = 357  和  u*
0 = 7

再按计算顺序反推之 ,并结合 ( 9 -9 )式的运算 ,即得各阶段的最优决策为 :

u*
0 = 7 ,  u*

1 = 4 ,  u*
2 = 9 ,  u*

3 = 3 ,  u*
4 = 0 ,  u*

5 = 4

所以从 0 月至 5 月的最优生产计划为 :7 , 4 , 9 , 3 , 0 , 4 ,相应的最小总工时数为 357。

2. 2  不确定性的采购问题

在实际问题中 ,还遇到某些多阶段决策过程 , 不是像前面所讨论的确定性那样 , 状态

转移是完全确定的 ,而是出现了随机性因素 , 状态转移不能完全确定 , 它是按照某种已知

的概率分布取值的。具有这种性质的多阶段决策过程就称为随机性的决策过程。同处理

确定性问题类似 ,用动态规划的方法也可处理这种随机性问题 , 有的又称此为随机性动态

规划。下面举一个简单的例子加以说明。

例 6  采购问题。某厂生产上需要在近五周内必须采购一批原料 , 而估计在未来五

周内价格有波动 ,其浮动价格和概率已测得如表 9 -8 所示。试求在哪一周以什么价格购

入 ,使其采购价格的数学期望值最小 , 并求出期望值。

表  9 -8

单   价 概   率

500 Á0 i.3

600 Á0 i.3

700 Á0 i.4

解  这里价格是一个随机变量 ,是按某种已知的概率分布取值的。用动态规划方法

处理 ,按采购期限 5 周分为 5 个阶段 , 将每周的价格看作该阶段的状态。设

yk ———状态变量 ,表示第 k 周的实际价格。

xk ———决策变量 , 当 xk = 1 ,表示第 k 周决定采购 ; 当 xk = 0 , 表示第 k 周决定等待。

ykE ———第 k 周决定等待 ,而在以后采取最优决策时采购价格的期望值。
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  f k ( yk ) ———第 k 周实际价格为 y k 时 , 从第 k 周至第 5 周采取最优决策所得的最小期

望值。

因而可写出逆序递推关系式为

f k ( yk ) = min{ yk , ykE } ,   yk ∈ sk (9 -13)

f5 ( yk ) = y5 , y5 ∈ s5 (9 -14)

其中

sk = {500 , 600 , 700} ,   k = 1 , 2 , 3 , 4 , 5 (9 -15)

由 ykE 和 f k ( yk )的定义可知 :

yk E = E f k + 1 ( yk + 1 ) = 0 .3 f k + 1 (500 ) + 0 .3 f k + 1 ( 600) + 0 .4 f k + 1 (700 ) (9 -16)

并且得出最优决策为 :

xk =
1(采购 )  当 f k ( yk ) = yk

0(等待 )  当 f k ( yk ) = ykE

(9 -17)

从最后一周开始 ,逐步向前递推计算 , 具体计算过程如下。

k = 5 时 , 因 f 5 ( y5 ) = y5 , y5 ∈ s5 , 故有

f5 ( 500) = 500 , f 5 (600 ) = 600 , f5 ( 700) = 700

即在第五周时 , 若所需的原料尚未买入 , 则无论市场价格如何 , 都必须采购 , 不能

再等。

k = 4 时 , 由 ( 9 -16 )式可知

y4 E = 0 .3 f5 ( 500) + 0 .3 f5 ( 600) + 0 .4 f5 ( 700)

= 0 .3×500 + 0 .3×600 + 0 .4×700 = 610

于是 ,由 ( 9 -13)式得

f4 ( y4 ) = min
y
4
∈ s

4

{ y4 , y4 E } = min
y
4
∈ s

4

{ y4 , 610}

=

500   若 y4 = 500

600   若 y4 = 600

610   若 y4 = 700

由 (9 -17 )式可知 ,第四周的最优决策为

x4 =
1 (采购 )   若 y4 = 500 或 600

0 (等待 )   若 y4 = 700

同理求得

f3 ( y3 ) = min
y
3
∈ s

3

{ y3 , y3 E } = min
y
3
∈ s

3

{ y3 , 574}

=
500   若 y3 = 500

574   若 y3 = 600 或 700

所以            x3 =
1   若 y3 = 500

0   若 y3 = 600 或 700

f2 ( y2 ) = min
y

2
∈ s

2

{ y2 , y2 E } = min
y

2
∈ s

2

{ y2 , 551 .8}

=
500   若 y2 = 500

551 .8  若 y2 = 600 或 700
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所以         x2 =
1   若 y2 = 500

0   若 y2 = 600 或 700

f 1 ( y1 ) = min
y

1
∈ s

1

{ y1 , y1 E } = min
y

1
∈ s

1

{ y1 , 536 .26}

=
500 若 y1 = 500

536 .26 若 y1 = 600 或 700

所以         x1 =
1   若 y1 = 500

0   若 y1 = 600 或 700

由上可知 ,最优采购策略为 : 在第一、二、三周时 , 若价格为 500 就采购 , 否则应该等

待 ;在第四周时 , 价格为 500 或 600 应采购 ,否则就等待 ; 在第五周时 , 无论什么价格都要

采购。

依照上述最优策略进行采购时 ,价格 ( 单价 )的数学期望值为

   500×0 .3 [1 + 0 .7 + 0 .72 + 0 .73 + 0 .73 ×0 .4] +

 600×0 .3 [0 .73 + 0 .4×0 .73 ] + 700×0 .42 ×0 .73

= 500×0 .80106 + 600×0 .14406 + 700×0 .05488

= 525 .382≈525

且 0 .80106 + 0 .14406 + 0 .05488 = 1

第 3 节 *  背 包 问 题

有一个人带一个背包上山 ,其可携带物品重量的限度为 a 公斤。设有 n 种物品可供

他选择装入背包中 ,这 n 种物品编号为 1 , 2 , ⋯ , n。已知第 i 种物品每件重量为 w i 公斤 ,

在上山过程中的作用 (价值 ) 是携带数量 x i 的函数 c i ( xi )。问此人应如何选择携带物品

(各几件 ) ,使所起作用 ( 总价值 )最大。这就是著名的背包问题 , 类似的问题有工厂里的下

料问题 ,运输中的货物装载问题 , 人造卫星内的物品装载问题等等。

设 xi 为第 i 种物品的装入件数 , 则问题的数学模型为

      max f = ∑
n

i = 1

ci ( xi )

∑
n

i = 1

wi x i≤ a

xi≥0 且为整数  ( i = 1 , 2 ,⋯ , n)

它是一个整数规划问题。如果 xi 只取 0 或 1 , 又称为 0—1 背包问题。下面用动态规划的

方法来求解。

设按可装入物品的 n种类划分为 n 个阶段。

状态变量 w 表示用于装第 1 种物品至第 k 种物品的总重量。

决策变量 xk 表示装入第 k 种物品的件数。则状态转移方程为

w
～

= w - xk w k

允许决策集合为

Dk ( w) = xk | 0≤ xk ≤
w

w k
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最优值函数 f k ( w) 是当总重量不超过 w 公斤 ,背包中可以装入第 1 种到第 k 种物品

的最大使用价值。

即 f k ( w) = max
∑
k

i = 1
w

i
x

i
≤ w

x
i
≥0 , 且为 整 数 ( i = 1 , 2 , ⋯ , k)

∑
k

i = 1

ci ( xi )

因而可写出动态规划的顺序递推关系为 :

    f 1 ( w) = max
x

1
= 0 , 1 , ⋯ , [ w/ w

1
]
c1 ( x1 )

f k ( w) = max
x

k
= 0 , 1 , ⋯ , [ w/ w

k
]
{ck ( xk ) + f k - 1 ( w - wk x k )}2≤ k≤ n

然后 ,逐步计算出 f1 ( w) , f2 ( w) , ⋯ , f n ( w) 及相应的决策函数 x1 ( w) , x2 ( w) ,⋯ , xn ( w) ,

最后得出的 f n ( a)就是所求的最大价值 , 其相应的最优策略由反推运算即可得出。

例 7 max f = 4 x1 + 5 x2 + 6 x3

3 x1 + 4 x2 + 5 x3 ≤10

x i≥0  且为整数 ,  i = 1 ,2 ,3

解  用动态规划方法来解 ,此问题变为求 f3 ( 10 )。

而 f3 (10) = max
3 x

1
+ 4 x

2
+ 5 x

3
≤ 10

x
i
≥ 0 , 整数 , i = 1 , 2 , 3

{4 x1 + 5 x2 + 6 x3 }

= max
3 x

1
+ 4 x

2
≤1 0 - 5 x

3
x

i
≥ 0 , 整数 , i = 1 , 2 , 3

{4 x1 + 5 x2 + ( 6 x3 ) }

= max
1 0 - 5 x

3
≥0

x
3
≥ 0 , 整数

{6 x3 + max
3 x

1
+ 4 x

2
+ 5 x

3
≤ 10 - 5 x

3
x

1
≥0 , x

2
≥0 , 整数

[ 4 x1 + 5 x2 ]}

= max
x

3
= 0 , 1 , 2

{6 x3 + f2 ( 10 - 5 x3 ) }

= max{0 + f2 ( 10 ) , 6 + f2 ( 5) , 12 + f2 ( 0) }

由此看到 ,要计算 f3 ( 10 ) ,必须先计算出 f2 ( 10 ) , f 2 (5 ) , f 2 (0 )。而

f2 ( 10 ) = max
3 x

1
+ 4 x

2
≤1 0

x
1
≥ 0 , x

2
≥ 0 , 整 数

{4 x1 + 5 x2 }

= max
3 x

1
≤ 10 - 4 x

2
x
1
≥ 0 , x

2
≥ 0 , 整 数

{4 x1 + (5 x2 )}

= max
10 - 4 x

2
≥ 0

x
2
≥ 0 , 整 数

{5 x2 + max
3 x

1
≤ 10 - 4 x

2
x

1
≥0 , 整 数

(4 x1 ) }

= max
x

2
= 0 , 1 , 2

{5 x2 + f 1 (10 - 4 x2 )}

= max{ f1 (10) , 5 + f1 (6 ) , 10 + f1 (2 )}

f2 ( 5) = max
3 x

1
+ 4 x

2
≤ 5

x
1
≥0 , x

2
≥ 0 , 整数

{4 x1 + 5 x2 } = max
x

2
= 0 , 1

{5 x2 + f1 ( 5 - 4 x2 )}

= max{ f 1 ( 5) , 5 + f1 (1 )}

f2 ( 0) = max
3 x

1
+ 4 x

2
≤ 0

x
1
≥0 , x

2
≥ 0 , 整数

{4 x1 + 5 x2 } = max
x

2
= 0

{5 x2 + f1 (0 - 4 x2 ) } = f 1 ( 0)

为了要计算出 f2 (10) , f2 ( 5) , f2 ( 0 ) , 必须先计算出 f1 ( 10) , f1 ( 6 ) , f1 (5 ) , f1 ( 2 ) , f 1

(1 ) , f 1 (0 ) , 一般地有
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f1 ( w) = max
3 x

1
≤ w

x
1
≥ 0 , 整数

( 4 x1 ) = 4× (不超过 w/ 3 的最大整数 ) = 4× [ w/ 3 ]

相应的最优决策为 x1 = [ w/ 3 ] ,于是得到

      f 1 (10) = 4×3 = 12    ( x1 = 3 )

f 1 (6 ) = 4×2 = 8 ( x1 = 2 )

f 1 (5 ) = 4×1 = 4 ( x1 = 1 )

f 1 (2 ) = 4×0 = 0 ( x1 = 0 )

f 1 (1 ) = 4×0 = 0 ( x1 = 0 )

f 1 (0 ) = 4×0 = 0 ( x1 = 0 )

从而

      f 2 (10) = max{ f1 ( 10 ) , 5 + f1 ( 6) , 10 + f2 ( 0) }

= max{12 , 5 + 8 ,10 + 0} = 13 ( x1 = 2 , x2 = 1)

f 2 ( 5 ) = max{ f1 (5 ) , 5 + f1 ( 1) }

= max{4 , 5 + 0} = 5 ( x1 = 0 , x2 = 1)

f 2 ( 0 ) = f1 (0 ) = 0 ( x1 = 0 , x2 = 0)

故最后得到

f 3 (10) = max{ f2 ( 10 ) , 6 + f2 ( 5) , 12 + f2 ( 0) }

= max{13 , 6 + 5 ,12 + 0}

= 13 ( x1 = 2 , x2 = 1 , x3 = 0)

所以 ,最优装入方案为 x *
1 = 2 , x *

2 = 1 , x *
3 = 0 ,最大使用价值为 13。

注意

(1 ) 若使用计算机进行计算时 , 对 f1 ( w)和 f2 ( w) ( w = 0 , 1 , ⋯ , 10) 的值都应算出并

存储起来以备用。

(2 ) 在实际问题中 , 当 a不大时 , 为了计算的简便 , 可将单位重量 wi 排成递减序列 ,

然后逐个分析 xi 能取值的可能性 , 并适当加以比较调整 ,再删掉某些可能性 , 这样能节省

计算量。

(3 ) 当 n 很大时 ,就会产生存储量过大的困难。如果 ci ( xi ) 都是线性函数 ci x i 的情

形 ,可按单位重量的价值ρi = ci/ wi ( i = 1 , 2 , ⋯ , n) 由小到大进行排列。设有ρ1 ≤ρ2 ≤⋯≤

ρn - 1 ≤ρn , 则对于给定的可供装入重量 w ,如果 w < wn , 背包内当然无法容纳第 n 种物品 ,

即最优解中 x *
n = 0; 如果 w = kwn ( k 为正整数 ) ,背包内必然仅含有第 n 种物品 ,即最优解

为 x *
n = k, x *

i = 0 ( i≠ n) ; 如果 w > wn , 且不是 wn 的整数倍 ,这时背包容纳了第 n 种物品 ,

甚至可能不是最优解。但可以找到一个粗略的估算公式 :当 w≥
ρn

ρn - ρn - 1
wn 成立时 ,最优

解中 x *
n 一定大于或等于 1 ,即一定要装入第 n种物品。

上面例子我们只考虑了背包重量的限制 ,它称为“一维背包问题。”如果还增加背包体

积的限制为 b, 并假设第 i 种物品每件的体积为 v i 立方米 , 问应如何装使得总价值最大。

这就是“二维背包问题”,它的数学模型为
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     max f = ∑
n

i = 1

ci ( xi )

∑
n

i = 1

wi x i ≤ a

∑
n

i = 1

vi x i≤b

xi ≥0  且为整数 ,  i = 1 , 2 , ⋯ , n

用动态规划方法来解 ,其思想方法与一维背包问题完全类似 , 只是这时的状态变量是

两个 (重量和体积的限制 ) ,决策变量仍是一个 ( 物品的件数 )。设最优值函数 f k ( w , v) 表

示当总重量不超过 w 公斤 ,总体积不超过 v 立方米时 , 背包中装入第 1 种到第 k 种物品

的最大使用价值。故

f k ( w , v) = max

∑
k

i = 1

w
i
x

i
≤ w

∑
k

i = 1

v
i
x

i
≤ v

x
i
≥ 0 , 整 数 i = 1 , 2 , ⋯ , k

∑
k

i = 1

ci ( xi )

因而可写出顺序递推关系式为

f k ( w , v) = max
0≤ x

k
≤ min

w
w

k
,

v
v

k

{ck ( xk ) + f k - 1 ( w - wk x k , v - vk x k ) }

1≤ k≤ n

f0 ( w, v) = 0

最后算出 f n ( a, b)即为所求的最大价值。

第 4 节 *  复合系统工作可靠性问题

若某种机器的工作系统由 n个部件串联组成 , 只要有一个部件失灵 ,整个系统就不能

工作。为提高系统工作的可靠性 ,在每一个部件上均装有主要元件的备用件 , 并且设计了

备用元件自动投入装置。显然 ,备用元件越多 , 整个系统正常工作的可靠性越大。但备用

元件多了 ,整个系统的成本、重量、体积均相应加大 , 工作精度也降低。因此 , 最优化问题

是在考虑上述限制条件下 , 应如何选择各部件的备用元件数 , 使整个系统的工作可靠性

最大。

设部件 i( i = 1 , 2 ,⋯ , n)上装有 ui 个备用件时 ,它正常工作的概率为 pi ( ui )。

因此 ,整个系统正常工作的可靠性 , 可用它正常工作的概率衡量。即

P = ∏
n

i = 1

pi ( ui )

设装一个部件 i 备用元件费用为 c i , 重量为 wi , 要求总费用不超过 c, 总重量不超过

w, 则这个问题有两个约束条件 ,它的静态规划模型为 :

max P = ∏
n

i = 1

pi ( ui )
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∑
n

i = 1

ci ui≤ c

∑
n

i = 1

wi u i≤ w

ui ≥0 且为整数 ,  i = 1 , 2 , ⋯ , n

这是一个非线性整数规划问题 , 因 ui 要求为整数 , 且目标函数是非线性的。非线性

整数规划是个较为复杂的问题 ,但是用动态规划方法来解还是比较容易的。

为了构造动态规划模型 ,根据有两个约束条件 , 就取二维状态变量 , 采用两个状态变

量符号 xk , yk 来表达 , 其中

xk ———由第 k 个到第 n 个部件所容许使用的总费用。

yk ———由第 k 个到第 n 个部件所容许具有的总重量。

决策变量 uk 为部件 k 上装的备用元件数 ,这里决策变量是一维的。

这样 ,状态转移方程为 :

xk + 1 = xk - uk ck

yk + 1 = yk - uk w k   ( 1≤ k≤ n)

允许决策集合为

Dk ( xk , yk ) = { uk : 0≤ uk ≤min( [ xk/ ck ] , [ yk/ wk ] ) }

最优值函数 f k ( xk , yk )为由状态 xk 和 y k 出发 , 从部件 k 到部件 n 的系统的最大可

靠性。

因此 ,整机可靠性的动态规划基本方程为 :

f k ( xk , yk ) = max
u

k
∈ D

k
( x

k
, y

k
)
[ pk ( uk ) f k + 1 ( xk - ck u k , yk - wk u k ) ]

         k = n, n - 1 ,⋯ , 1

f n + 1 ( xn + 1 , yn + 1 ) = 1

边界条件为 1 , 这是因为 xn + 1 、yn + 1 均为零 , 装置根本不工作 , 故可靠性当然为 1。最后计

算得 f1 ( c, w) 即为所求问题的最大可靠性。

这个问题的特点是指标函数为连乘积形式 ,而不是连加形式 , 但仍满足可分离性和递

推关系 ;边界条件为 1 而不是零。它们是由研究对象的特性所决定的。另外 , 这里可靠性

pi ( ui ) 是 ui 的严格单调上升函数 , 而且 pi ( ui ) ≤1。

在这个问题中 ,如果静态模型的约束条件增加为三个 , 例如要求总体积不许超过 v,

则状态变量就要取为三维的 ( xk , yk , zk ) 。它说明静态规划问题的约束条件增加时 , 对应

的动态规划的状态变量维数也需要增加 ,而决策变量维数可以不变。

例 8  某厂设计一种电子设备 , 由三种元件 D1 、D2 、D3 组成。已知这三种元件的价

格和可靠性如表 9 -9 所示 ,要求在设计中所使用元件的费用不超过 105 元。试问应如何

设计使设备的可靠性达到最大 (不考虑重量的限制 ) 。
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  表  9 -9

元   件 单位/ 元 可靠性

D1 j30 ×0 Ý.9

D2 j15 ×0 Ý.8

D3 j20 ×0 Ý.5

解  按元件种类划分为三个阶段 , 设状态变量 sk 表示能容许用在 Dk 元件至 D3 元件

的总费用 ;决策变量 xk 表示在 Dk 元件上的并联个数 ; pk 表示一个 Dk 元件正常工作的概

率 ,则 ( 1 - pk ) x
k 为 x k 个 D k 元件不正常工作的概率。令最优值函数 f k ( sk )表示由状态 sk

开始从 D k 元件至 D3 元件组成的系统的最大可靠性。因而有

       f 3 ( s3 ) = max
1≤ x

3
≤ [ s

3
/ 20 ]

[ 1 - ( 0 .5)
x

3 ]

f 2 ( s2 ) = max
1≤ x

2
≤ [ s

2
/ 15 ]

{ [1 - (0 .2 )
x

2 ] f 3 ( s2 - 15 x2 )}

f 1 ( s1 ) = max
1≤ x

1
≤ [ s

1
/ 30 ]

{ [1 - (0 .1 )
x

1 ] f 2 ( s1 - 30 x1 )}

由于 s1 = 105 ,故此问题为求出 f 1 ( 105)即可。

而   f 1 (105 ) = max
1≤ x

1
≤3

{ [1 - (0 .1 ) x
1 ] f2 (105 - 30 x1 )}

= max {0 .9 f2 ( 75 ) , 0 .99 f2 (45) , 0 .999 f2 (15) }

但 f 2 ( 7 5 ) = max
1 ≤ x

2
≤4

{ [1 - (0 .2 )
x

2 ] f 3 ( 75 - 15 x2 ) }

= max {0 .8 f3 (60) , 0 .96 f3 (45) , 0 .992 f3 (30) , 0 .9984 f3 (15)}

可是 f 3 ( 6 0 ) = max
1 ≤ x

3
≤3

[ 1 - ( 0 .5) x
3 ] = max{0 .5 , 0 .75 ,0 .875} = 0 .875

f 3 ( 4 5 ) = max {0 .5 , 0 .75} = 0 .75

f 3 ( 3 0 ) = 0 .5

f 3 ( 1 5 ) = 0

所以 f 2 ( 7 5 ) = max {0 .8×0 .875 ,0 .96×0 .75 , 0 .992×0 .5 ,0 .9984×0}

= max {0 .7 , 0 .72 ,0 .496} = 0 .72

同理 f 2 ( 4 5 ) = max {0 .8 f3 ( 30 ) , 0 .96 f3 (15) }

= max {0 .4 , 0} = 0 .4

f 2 ( 1 5 ) = 0

故 f 1 (105 ) = max {0 .9×0 .72 , 0 .99×0 .4 , 0 .999×0}

= max {0 .648 , 0 .396} = 0 .648。

从而求得 x1 = 1 , x2 = 2 , x3 = 2 为最优方案 , 即 D1 元件用 1 个 , D2 元件用 2 个 , D3 元

件用 2 个。其总费用为 100 元 ,可靠性为 0 .648。

第 5 节  排 序 问 题

设有 n个工件需要在机床 A、B 上加工 ,每个工件都必须经过先 A 而后 B 的两道加

工工序 (见图 9 -1 )。以 ai、bi 分别表示工件 i (1≤ i≤ n) 在 A、B 上的加工时间。问应如何
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图  9 -1

在两机床上安排各工件加工的顺序 , 使在机床 A

上加工第一个工件开始到在机床 B 上将最后一

个工件加工完为止 ,所用的加工总时间最少 ?

加工工件在机床 A 上有加工顺序问题 , 在

机床 B 上也有加工顺序问题。它们在 A、B 两台

机床上加工工件的顺序是可以不同的。当机床

B 上的加工顺序与机床 A 不同时 ,意味着在机床

A 上加工完毕的某些工件 , 不能在机床 B 上立即

加工 ,而是要等到另一个或一些工件加工完毕之后才能加工。这样 , 使机床 B 的等待加

工时间加长 ,从而使总的加工时间加长了。可以证明 : 最优加工顺序在两台机床上可同时

产生。因此 ,最优排序方案只能在机床 A、B 上加工顺序相同的排序中去寻找。即使如

此 ,所有可能的方案仍有 n ! 个 , 这是一个不小的数 , 用穷举法是不现实的。下面用动态

规划方法来研究同顺序两台机床加工 n个工件的排序问题。

当加工顺序取定之后 ,工件在 A 上加工时没有等待时间 ,而在 B 上则常常等待。因此 ,

寻求最优排序方案只有尽量减少在 B 上等待加工的时间 ,才能使总加工时间最短。设第 i

个工件在机床 A 上加工完毕以后 , 在 B 上要经过若干时间才能加工完 ,故对同一个工件来

说 ,在 A、B 上总是出现加工完毕的时间差 ,我们以它来描述加工状态。

现在 ,我们以在机床 A 上更换工件的时刻作为时段。以 X 表示在机床 A 上等待加

工的按取定顺序排列的工件集合。以 x 表示不属于 X 的在 A 上最后加工完的工件。以

t 表示在 A 上加工完 x 的时刻算起到 B 上加工完 x 所需的时间。这样 , 在 A 上加工完一

个工件之后 ,就有 ( X , t) 与之对应。

选取 ( X , t)作为描述机床 A、B 在加工过程中的状态变量。这样选取状态变量 , 则当

X 包含有 s 个工件时 , 过程尚有 s段 ,其时段数已隐含在状态变量之中 , 因而 , 指标最优值

函数只依赖于状态而不明显依赖于时段数。

令 f ( X , t)为由状态 ( X, t)出发 , 对未加工的工件采取最优加工顺序后 , 将 X 中所有

工件加工完所需时间。

f ( X , t , i)为由状态 ( X , t)出发 , 在 A 上加工工件 i , 然后再对以后的加工工件采取最

优顺序后 ,把 X 中工件全部加工完所需要的时间。

f ( X , t , i, j) 为由状态 ( X , t)出发 , 在 A 上相继加工工件 i 与 j 后 , 对以后加工的工件

采取最优顺序后 ,将 X 中的工件全部加工完所需要的时间。

因而 ,不难得到

f ( X , t, i) =
ai + f ( X/ i , t - ai + bi )  当 t≥ ai 时

ai + f ( X/ i , bi )     当 t≤ ai 时

式中状态 t 的转换关系参看示意图 9 -1。

记 zi ( t) = max ( t - ai , 0 ) + bi

上式就可合并写成

f ( X , t, i) = ai + f [ X/ i, zi ( t) ]

其中 X/ i 表示在集合 X 中去掉工件 i 后剩下的工件集合。

由定义 ,可得
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f ( X , t, i , j) = ai + aj + f [ X/ { i , j} , zi j ( t) ]

其中 zi j ( t) 是在机床 A 上从 X 出发相继加工工件 i、j ,并从它将 j 加工完的时刻算起 , 至

在 B 上相继加工工件 i、j 并将工件加工完所需时间。故 ( X/ { i , j} , zi j ( t) )是在 A 加工 i、

j 后所形成的新状态。即在机床 A 上加工 i、j 后由状态 ( X , t) 转移到状态 ( X/ { i , j} ,

zi j ( t) )。

仿照 zi ( t)的定义 , 以 X/ { i , j}代替 X/ { i} , zi ( t)代替 t , aj 代替 ai , bj 代替 bi , 则可得

zi j ( t) = max [ zi ( t) - aj , 0] + bj

故 zi j ( t) = max [ max( t - ai , 0) + bi - aj , 0] + bj

= max [ max( t - ai - aj + bi , bi - aj ) , 0 ] + bj

= max [ t - ai - aj + bi + bj , bi + bj - aj , bj ]

将 i、j 对调 , 可得

f ( X , t , j , i) = ai + aj + f [ X/ { i, j} , zi j ( t) ]

zj i ( t) = max [ t - ai - aj + bi + bj , bi + bj - ai , bi ]

由于 f ( X , t)为 t 的单调上升函数 , 故当 zi j ( t)≤ zj i ( t)时 ,有

f ( X , t, i , j)≤ f ( X , t, j , i)

因此 ,不管 t 为何值 ,当 zi j ( t)≤ zj i ( t)时 , 工件 i 放在工件 j 之前加工可以使总的加工时

间短些。而由 zi j ( t) 和 zj i ( t)的表示式可知 , 这只需要下面不等式成立就行。即

max ( bi + bj - aj , bj )≤max ( bi + bj - ai , bi )

将上不等式两边同减去 bi 与 bj ,得

max ( - aj , - bi )≤max ( - ai , - bj )

即有

min ( ai , bj )≤min ( aj , bi )

这个条件就是工件 i 应该排在工件 j 之前的条件。即对于从头到尾的最优排序而

言。它的所有前后相邻接的两个工件所组成的对 ,都必须满足上不等式。根据这个条件 ,

得到最优排序的规则如下 :

(1 ) 先作工件的加工时间的工时矩阵

M =
a1 a2  ⋯  an

b1 b2  ⋯  bn

(2 ) 在工时矩阵 M 中找出最小元素 ( 若最小的不止一个 , 可任选其一 ) ; 若它在上行 ,

则将相应的工件排在最前位置 ;若它在下行 , 则将相应的工件排在最后位置。

(3 ) 将排定位置的工件所对应的列从 M 中划掉 , 然后对余下的工件重复按 ( 2) 进行。

但那时的最前位置 (或最后位置 ) 是在已排定位置的工件之后 (或之前 )。如此继续下去 ,

直至把所有工件都排完为止。

这个同顺序两台机床加工 n个工件的最优排序规则 , 是 Johnson 在 1954 年提出的。

概括起来说 ,它的基本思路是 : 尽量减少在机床 B 上等待加工的时间。因此 , 把在机床 B

上加工时间长的工件先加工 ,在 B 上加工时间短的工件后加工。

例 9  设有 5 个工件需在机床 A、B 上加工 , 加工的顺序是先 A 后 B , 每个工件所需加

工时间 (单位 : 小时 )如表 9-10 所示。问如何安排加工顺序 , 使机床连续加工完所有工件

的加工总时间最少 ? 并求出总加工时间。
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表  9 -10

机床加 工 时 间
小 时

码号件工

   / A B

1 M3 À6 �

2 M7 À2 �

3 M4 À7 �

4 M5 À3 �

5 M7 À4 �

解  工件的加工工时矩阵为

M =
3  7  4  5  7

6  2  7  3  4

根据最优排序规则 ,故最优加工顺序为 :

1→3→5→4→2

总加工时间为 28 小时。

第 6 节  设备更新问题

在工业和交通运输企业中 ,经常碰到设备陈旧或部分损坏需要更新的问题。从经济

上来分析 ,一种设备应该用多少年后进行更新为最恰当 , 即更新的最佳策略应该如何 , 从

而使在某一时间内的总收入达到最大 (或总费用达到最小 ) 。

现以一台机器为例 ,随着使用年限的增加 , 机器的使用效率降低 ,收入减少 , 维修费用

增加。而且机器使用年限越长 ,它本身的价值就越小 , 因而更新时所需的净支出费用就愈

多。设 :

I j ( t)———在第 j 年机器役龄为 t 年的一台机器运行所得的收入。

Oj ( t)———在第 j 年机器役龄为 t 年的一台机器运行时所需的运行费用。

Cj ( t) ———在第 j 年机器役龄为 t 年的一台机器更新时所需更新净费用。

α———折扣因子 (0≤α≤1) , 表示一年以后的单位收入的价值视为现年的α单位。

T———在第一年开始时 ,正在使用的机器的役龄。

n———计划的年限总数。

gj ( t)———在第 j 年开始使用一个役龄为 t年的机器时 ,从第 j 年至第 n年内的最佳收入。

x j ( t)———给出 gj ( t) 时 ,在第 j 年开始时的决策 ( 保留或更新 )。

为了写出递推关系式 ,先从两方面分析问题。若在第 j 年开始时购买了新机器 ,则从

第 j 年至第 n 年得到的总收入应等于在第 j 年中由新机器获得的收入 , 减去在第 j 年中

的运行费用 ,减去在第 j 年开始时役龄为 t 年的机器的更新净费用 , 加上在第 j + 1 年开

始使用役龄为 1 年的机器从第 j + 1 年至第 n 年的最佳收入 ;若在第 j 年开始时继续使用

役龄为 t 年的机器 , 则从第 j 年至第 n 年的总收入应等于在第 j 年由役龄为 t 年的机器得

到的收入 ,减去在第 j 年中役龄为 t 年的机器的运行费用 , 加上在第 j + 1 年开始使用役
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龄为 t + 1 年的机器从第 j + 1 年至第 n 年的最佳收入。然后 , 比较它们的大小 , 选取大

的 ,并相应得出是更新还是保留的决策。

将上面这段话写成数学形式 ,即得递推关系式为 :

gj ( t) = max
R : I j (0 ) - Oj (0 ) - Cj ( t) +αgj + 1 (1 )

K : I j ( t) - Oj ( t) +αgj + 1 ( t + 1 )

( j = 1 , 2 , ⋯ , n    t = 1 ,2 ,⋯ , j - 1 , j + T - 1)

其中“K”是 K eep 的缩写 , 表示保留使用 ;“R”是 Replacement 的缩写 ,表示更新机器。

由于研究的是今后 n年的计划 , 故还要求

gn + 1 ( t) = 0

对于 g1 ( · )来说 , 允许的 t 值只能是 T。因为当进入计划过程时 , 机器必然已使用了

T 年。

应指出的是 :这里研究的设备更新问题 , 是以机龄作为状态变量 , 决策是保留和更新

两种。但它可推广到多维情形 ,如还考虑对使用的机器进行大修作为一种决策 , 那时所需

的费用和收入 ,不仅取决于机龄和购置的年限 , 也取决于上次大修后的时间。因此 , 必须

使用两个状态变量来描述系统的状态 ,其过程与此类似。

例 10  假设 n = 5 ,α= 1 , T = 1 , 其有关数据如表 9 -11 所示。试制定 5 年中的设备更

新策略 ,使在 5 年内的总收入达到最大。

表  9 -11

序年品产

机
龄项 目

第一年 第二年 第三年 第四年 第五年 期  前

0 Ÿ1 62 ð3 ª4 d0 A1 Ø2 ’3 L0 �1 z2 �0 ¨1 �0 m1 32 §3 34 ¾5 P

收   入 22 “21 M20 �18 Á16 {27 525 ï24 ©22 c29 �26 ‘24 �30 ¨28 332 y18 316 ¾16 J14 Õ14 g

运行费用 6 “6 M8 �8 Á10 {5 56 ï8 ©9 c5 �5 ‘6 �4 ¨5 34 y8 38 ¾9 J9 Õ10 g

更新费用 27 “29 M32 �34 Á37 {29 531 ï34 ©36 c31 �32 ‘33 �32 ¨33 334 y32 334 ¾36 J36 Õ38 g

解  先解释符号的意思。因第 j 年开始机龄为 t 年的机器 ,其制造年序应为 j - t 年 ,

因此 , I5 (0 )为第五年新产品的收入 ,故 I5 ( 0 ) = 32。 I3 ( 2 )为第一年的产品其机龄为 2 年

的收入 ,故 I3 ( 2) = 20。同理 O5 (0 ) = 4 , O3 (2 ) = 8。而 C5 (1 )是第 5 年机龄为 1 年的机器

(应为第四年的产品 ) 的更新费用 , 故 C5 ( 1 ) = 33。同理 C5 ( 2 ) = 33 , C3 ( 1 ) = 31 , 其余

类推。

当 j = 5 时 , 由于设 T = 1 ,故从第 5 年开始计算时 , 机器使用了 1、2、3、4、5 年 , 则递推

关系式为

g5 ( t) = max
R : I5 ( 0) - O5 ( 0) - C5 ( t) + 1· g6 (1 )

K: I5 ( t) - O5 ( t) + 1· g6 ( t + 1 )

因此

g5 (1 ) = max
R : 32 - 4 - 33 + 0 = - 5

K : 28 - 5 + 0 = 23
= 23  所以 x5 (1 ) = K
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g5 (2 ) = max
R : 32 - 4 - 33 + 0 = - 5

K : 24 - 6 + 0 = 18
= 18  所以 x5 (2 ) = K

同理 g5 (3 ) = 13 , x5 ( 3) = K ; g5 (4 ) = 6 , x5 ( 4) = K

g5 (5 ) = 4 , x5 (5 ) = K

当 j = 4 时 , 递推关系为

g4 ( t) = max
R : I4 ( 0) - O4 ( 0) - C4 ( t) + g5 ( 1)

K: I4 ( t) - O4 ( t) + g5 ( t + 1)

故 g4 (1 ) = max
R : 30 - 4 - 32 + 23 = 17

K : 26 - 5 + 18 = 39
= 39  所以 x4 (1 ) = K

同理 g4 (2 ) = 29 , x4 ( 2) = K ; g4 (3 ) = 16 , x4 (3 ) = K

g4 (4 ) = 13 , x4 ( 4) = R

当 j = 3 时 , 有

g3 ( t) = max
R : I3 ( 0) - O3 ( 0) - C3 ( t) + g4 ( 1)

K: I3 ( t) - O3 ( t) + g4 ( t + 1)

故 g3 (1 ) = max
R : 29 - 5 - 31 + 39 = 32

K : 25 - 6 + 29 = 48
= 48  所以 x3 (1 ) = K

同理 g3 (2 ) = 31 , x3 ( 2) = R; g3 (3 ) = 27 , x3 (3 ) = R

当 j = 2 时 , 有

g2 ( t) = max
R : I2 ( 0) - O2 ( 0) - C2 ( t) + g3 ( 1)

K: I2 ( t) - O2 ( t) + g3 ( t + 1)

故 g2 (1 ) = max
R : 27 - 5 - 29 + 48 = 41

K : 21 - 6 + 31 = 46
= 46  所以 x2 (1 ) = K

g2 (2 ) = max
R : 27 - 5 - 34 + 48 = 36

K : 16 - 8 + 27 = 35
= 36    x2 ( 2) = R

当 j = 1 时 , 有

g1 ( t) = max
R : I1 ( 0) - O1 ( 0) - C1 ( t) + g2 ( 1)

K: I1 ( t) - O1 ( t) + g2 ( t + 1)

故 g1 (1 ) = max
R: 22 - 6 - 32 + 46 = 30

K : 18 - 8 + 36 = 46
= 46  所以 x1 (1 ) = K

最后 ,根据上面计算过程反推之 , 可求得最优策略如表 9 -12 所示 , 相应的最佳收益为 46

单位。

表  9 -12

年 机   龄 最 佳 策 略

1 M1 ÀK

2 M2 ÀR

3 M1 ÀK

4 M2 ÀK

5 M3 ÀK
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第 7 节 *  货郎担问题

货郎担问题在运筹学里是一个著名的命题 ,有一个串村走户卖货郎 , 他从某个村庄出

发 ,通过若干个村庄一次且仅一次 , 最后仍回到原出发的村庄 ,问应如何选择行走路线 , 能

使总的行程最短。类似的问题有旅行路线问题 ,应如何选择行走路线 , 使总路程最短或费

用最少。

现在把问题一般化。设有 n 个城市 ,以 1 , 2 ,⋯ , n表示之。 di j 表示从 i 城到 j 城的距

离。一个推销员从城市 1 出发到其他每个城市去一次且仅仅是一次 , 然后回到城市 1。

问他如何选择行走的路线 ,使总的路程最短。这个问题属于组合最优化问题 , 当 n不太大

时 ,利用动态规划方法求解是很方便的。

由于规定推销员是从城市 1 开始的 ,设推销员走到 i 城 ,记

N i = {2 , 3 ,⋯ , i - 1 , i + 1 ,⋯ , n}表示由 1 城到 i 城的中间城市集合。

S 表示到达 i 城之前中途所经过的城市的集合 , 则有  S� Ni

因此 ,可选取 ( i , S)作为描述过程的状态变量 ,决策为由一个城市走到另一个城市 , 并

定义最优值函数 f k ( i , S) 为从 1 城开始经由 k 个中间城市的 S 集到 i 城的最短路线的距

离 ,则可写出动态规划的递推关系为

f k ( i , S) = min
j∈ s

[ f k - 1 ( j , S \ { j} ) + dj i ]

( k = 1 , 2 , ⋯ , n - 1。 i = 2 , 3 , ⋯ , n。 S� Ni )

边界条件为  f 0 ( i,Φ) = d1 i

Pk ( i , S)为最优决策函数 , 它表示从 1 城开始经 k 个中间城市的 S 集到 i 城的最短路

线上紧挨着 i 城前面的那个城市。

表  9 -13

距

离

    i

j     

1 ð2 Ø3 À4 h

1 �0 ð8 Ø5 À6 h

2 �6 ð0 Ø8 À5 h

3 �7 ð9 Ø0 À5 h

4 �9 ð7 Ø8 À0 h

例 11  求解四个城市旅行推销员问题 , 其距离矩阵如表 9 -13 所示。当推销员从 1

城出发 ,经过每个城市一次且仅一次 , 最后回到 1 城 ,问按怎样的路线走 , 使总的行程距离

最短。

解  由边界条件可知 :

f 0 (2 ,Φ) = d1 2 = 8 ,  f0 ( 3 ,Φ) = d13 = 5 ,  f0 ( 4 ,Φ) = d14 = 6

当 k = 1 时 , 即从 1 城开始 ,中间经过一个城市到达 i 城的最短距离是 :

f1 (2 , {3} ) = f0 ( 3 ,Φ) + d32 = 5 + 9 = 14
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f1 (2 , {4} ) = f0 ( 4 ,Φ) + d42 = 6 + 7 = 13

f1 (3 , {2} ) = 8 + 8 = 16   f1 ( 3 , {4}) = 6 + 8 = 14

f1 (4 , {2} ) = 8 + 5 = 13   f1 ( 4 , {3}) = 5 + 5 = 10

当 k = 2 时 , 即从 1 城开始 , 中间经过二个城市 ( 它们的顺序随便 ) 到达 i 城的最短距

离是 :

   f 2 (2 , {3 , 4} ) = min [ f 1 ( 3 , {4}) + d32 ,   f1 ( 4 , {3}) + d42 ]

= min [14 + 9 , 10 + 7 ] = 17  所以 p2 (2 , {3 , 4} ) = 4

f 2 (3 , {2 , 4} ) = min [13 + 8 , 13 + 8 ] = 21  所以 p2 (3 , {2 , 4} ) = 2 或 4

f 2 (4 , {2 , 3} ) = min [14 + 5 , 16 + 5 ] = 19  所以 p2 (4 , {2 , 3} ) = 2

当 k = 3 时 , 即从 1 城开始 ,中间经过三个城市 ( 顺序随便 )回到 1 城的最短距离是 :

f 3 (1 , {2 , 3 , 4} ) = min [ f 2 ( 2 , {3 , 4}) + d21 , f2 ( 3 , {2 , 4}) + d31 ,

f 2 (4 , {2 , 3} ) + d41 ] = min [ 17 + 6 , 21 + 7 , 19 + 9] = 23

所以 p3 (1 , {2 , 3 , 4} ) = 2

由此可知 ,推销员的最短旅行路线是 1→3→4→2→1 , 最短总距离为 23。

实际中很多问题都可以归结为货郎担这类问题。如物资运输路线中 , 汽车应走怎

样的路线使路程最短 ; 工厂里在钢板上要挖些小圆孔 , 自动焊机的割嘴应走怎样的路

线使路程最短 ;城市里在一些地方铺设管道时 , 管子应走怎样的路线使管子耗费最少

等等。

注   记

这一章列举了一些典型问题 ,介绍了如何用动态规划方法去求解。但这些问题大多数都是确定型

的 ,而对于连续型、随机型问题接触较少。应该指出 ,动态规划方法是解决最优控制的一种重要方法之

一 ,这在许多最优控制理论书中都有明确的叙述。在随机性方面 , [美 ] R .A 霍华特著 .动态规划与马尔

柯夫过程 .赖炎连等译 .上海科学技术出版社 , 1963 , 以马氏过程作为模型 , 以动态规划的迭代方法作为

手段 , 提供了实际计算的可能性。中国科学院应用数学研究所董泽清编著了《马尔科夫决策规划》1981

年中国科学院应用数学研究所印 ,详细地叙述了这方面的基本理论和各种模型及应用。

至于本章所列举的典型问题 , 有些问题并未完全解决。如背包问题、货郎担问题 , 在理论和算法上

还有许多问题 ,有些书还介绍了它们的近似算法 , 如卢开澄著 .组合数学———算法及分析 (下册 )。清华

大学出版社 , 1983。此书就介绍了一些近似算法。排序问题在三台以上机器的情形未得到解决 ,中国科

学院应用数学研究所越民义、韩继业写的《排序问题中的一些数学问题》(数学的实践与认识 , 1976 年第

3 期和第 4 期 )在这方面有所介绍。

习   题

9. 1  有一部货车每天沿着公路给四个零售店卸下 6 箱货物 , 如果各零售店出售该货

物所得利润如表 9 -14 所示 , 试求在各零售店卸下几箱货物 , 能使获得总利润最大 ? 其值

是多少 ?
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  表  9 -14

利

润箱
数

     零售店

1 ð2 Ø3 À4 h

0 �0 ð0 Ø0 À0 h

1 �4 ð2 Ø3 À4 h

2 �6 ð4 Ø5 À5 h

3 �7 ð6 Ø7 À6 h

4 �7 ð8 Ø8 À6 h

5 �7 ð9 Ø8 À6 h

6 �7 ð10 Ø8 À6 h

9. 2  设有某种肥料共 6 个单位重量 , 准备供给四块粮田用。其每块田施肥数量与增

产粮食数字关系如表 9 -15 所示。试求对每块田施多少单位重量的肥料 , 才使总的增产粮

食最多。

表  9 -15

施   肥
粮   田

1 ð2 Ø3 À4 h

0 �0 ð0 Ø0 À0 h

1 �20 ð25 Ø18 À28 h

2 �42 ð45 Ø39 À47 h

3 �60 ð57 Ø61 À65 h

4 �75 ð65 Ø78 À74 h

5 �85 ð70 Ø90 À80 h

6 �90 ð73 Ø95 À85 h

9. 3  某公司打算向它的三个营业区增设六个销售店 , 每个营业区至少增设一个。从

各区赚取的利润 (单位为万元 ) 与增设的销售店个数有关 ,其数据如下。

销售店增加数 A 区利润 B 区利润 C 区利润

0 e100 5200 ×150 9

1 e200 5210 ×160 9

2 e280 5220 ×170 9

3 e330 5225 ×180 9

4 e340 5230 ×200 9

试求各区应分配几个增设的销售店 ,才能使总利润最大 ? 其值是多少 ?
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  9. 4  某工厂有 100 台机器 , 拟分四个周期使用 , 在每一周期有两种生产任务。据经

验 ,把机器 x1 台投入第一种生产任务 ,则在一个生产周期中将有 x1 / 3 台机器作废 ;余下的

机器全部投入第二种生产任务 ,则有 1/ 10 台机器作废。如果干第一种生产任务每台机器可

收益 10 ,干第二种生产任务每台机器可收益 7。问怎样分配机器 ,使总收益最大 ?

9. 5  用逐次逼近法求解下述问题

max z = x2
1 y1 + 3 x2 y2

2 + 4 x2
3 y3

2 x1 + 3 x2 + 4 x3 ≤24

3 y1 + 2 y2 + 5 y3 ≤30

x i≥0 , y j ≥0 且为整数。 ( i = 1 , 2 , 3  j = 1 , 2 , 3)

9. 6  设有三种资源 , 每单位的成本分别为 a、b、c。给定的利润函数为

ri ( x i , yi , zi ) ,  ( i = 1 ,2 ,⋯ , n)

现有资金为 W ,应购买各种资源多少单位分配给 n 个行业 , 才能使总利润最大。试

给出动态规划的公式 ,并写出它的一维递推关系式。

9. 7  若例 3 每个时期的生产数量无限制 , 其余条件不变 ,试解之。

9. 8  利用再生产点性质解上题。

9. 9  某厂生产一种产品 , 估计该产品在未来 4 个月的销售量分别为 400、500、300、

200 件。该项产品的生产准备费用每批为 500 元 ,每件的生产费用为 1 元 , 存储费用每件

每月为 1 元。假定 1 月初的存货为 100 件 , 4 月底的存货为零。试求该厂在这 4 个月内

的最优生产计划。

9. 10  某电视机厂为生产电视机而需生产喇叭 ,生产以万只为单位。根据以往记录 ,

一年的四个季度需要喇叭分别是 3 万、2 万、3 万、2 万只。设每万只存放在仓库内一个季

度的存储费为 0 .2 万元 ,每生产一批的装配费为 2 万元 , 每万只的生产成本费为 1 万元。

问应该怎样安排四个季度的生产 ,才能使总的费用最小 ?

9. 11  某公司需要对某产品决定未来半年内每个月的最佳存储量 , 以使总费用极小

化。已知半年里对该产品的需求量和单位订货费用、单位存储费用的数据如表 9 -16

所示。

表  9 -16

月份 k 1 Ø2 ©3 z4 K5 �6 P

需求量 dk 50 ï55 À50 ‘45 b40 330 g

单位订货费用 ck 825 ï775 À850 ‘850 b775 3825 g

单位存储费用 pk 40 ï30 À35 ‘20 b40 3

9. 12  某罐头制造公司需要在近五周内必须采购一批原料 , 估计在未来五周内价格

有波动 ,其浮动价格和概率如表 9 -17 所示。试求各周以什么价格购入 , 使采购价格的数

学期望值最小。
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  表  9 -17

单   价 概   率

9 “0 i.4

8 “0 i.3

7 “0 i.3

9. 13  求下列问题的最优解

(1 ) max z = 10 x1 + 22 x2 + 17 x3

   
2 x1 + 4 x2 + 3 x3 ≤20

x i≥0 且为整数  ( i = 1 , 2 , 3)

(2 ) max z = x1 x2 x3 x4

   
2 x1 + 3 x2 + x3 + 2 x4 = 11

x i≥0。整数  ( i = 1 , 2 , 3 , 4 )

(3 ) max z = 4 x1 + 5 x2 + 8 x3

   

x1 + x2 + x3 ≤10

x1 + 3 x2 + 6 x3 ≤13

x i≥0 , 整数  ( i = 1 , 2 , 3)

(4 ) max z = g1 ( x1 ) + g2 ( x2 ) + g3 ( x3 )

   
x2

1 + x2
2 + x2

3 ≤20

x i≥0 且为整数  ( i = 1 , 2 , 3)

其中 xi 与 gi ( x i ) 的关系如表 9 -18 所示。

表  9 -18

xi 0 d1 ª2 ï3 54 z5 À6 �7 K8 •9 Ö10 !

g1 ( x1 ) 2 d4 ª7 ï11 L13 ‘15 ×18 �22 b18 §15 í11 !

g2 ( x2 ) 5 d10 ª15 ï20 L24 ‘18 ×12 �9 b5 §3 í1 !

g3 ( x3 ) 8 d12 ª17 ï22 L19 ‘16 ×14 �11 b9 §7 í4 !

9. 14  某工厂生产三种产品 ,各产品重量与利润关系如表 9 -19 所示。现将此三种产

品运往市场出售 ,运输能力总重量不超过 6 吨。问如何安排运输使总利润最大 ?

表  9 -19

种  类 1 �2 ©3 �

重  量 2 �3 ©4 �

利  润 80 �130 ©180 �

9. 15  某工厂在一年进行了 A、B、C 三种新产品试制 , 由于资金不足 , 估计在年内这

三种新产品研制不成功的概率分别为 0 .40、0 .60、0 .80 , 因而都研制不成功的概率为

0 .40×0 .60×0 .80 = 0 .192 , 为了促进三种新产品的研制 ,决定增拨 2 万元的研制费 , 并要
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资金集中使用 ,以万元为单位进行分配。其增拨研制费与新产品不成功的概率如表 9 -20

所示。试问如何分配费用 ,使这三种新产品都研制不成功的概率为最小。

表  9 -20

    新产品

研制费 S    

不  成  功  概  率

A B C

0 e0 Â.40 0 d.60 0 Æ.80

1 e0 Â.20 0 d.40 0 Æ.50

2 e0 Â.15 0 d.20 0 Æ.30

9. 16  某一印刷厂有六项加工任务 ,对印刷车间和装订车间所需时间 (单位为天 ) 如

表 9 -21 所示 , 试求最优的加工顺序和总加工天数。

表  9 -21

    任务

车间    
J1 qJ2 BJ3 �J4 äJ5 µJ6

印刷车间 3 d10 L5 �2 ×9 ¨11 

装订车间 8 d12 L9 �6 ×5 ¨2 

9. 17  试制定五年中的一台机器更新策略 ,使总收入达到最大。设α= 1 , T = 2 ,有关

数据如表 9 -22 所示。

表  9 -22

序年

机
龄

项 目

第一年 第二年 第三年

0 Á1 Ø2 ï3 �4 �0 41 K2 b3 y0 y1 a2 9

收   入 20 Ø19 ï18 �16 �14 425 K23 b22 y20 •27 •24 x22 P

运行费用 4 Ø4 ï6 �6 �8 43 K4 b6 y7 •3 •3 x4 P

更新费用 25 Ø27 ï30 �32 �35 427 K29 b32 y34 •29 •30 x31 P

序年

机
龄

项 目

第四年 第五年 期  前

0 �1 ï0 À2 c3 ×4 K5 ¿6 


收   入 28 526 �30 ×16 z14 î14 b12 Ö12 !

运行费用 2 53 �2 ×6 z6 î7 b7 Ö8 !

更新费用 30 531 �32 ×30 z32 î34 b34 Ö36 !
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  表  9 -23

距
离

    i

j     

1 62 d3 ’4 À5 î6 P

1 Ù0 610 {20 ©30 ×40 �50 g

2 Ù12 60 {18 ©30 ×25 �21 g

3 Ù23 69 {0 ©5 ×10 �15 g

4 Ù34 632 {4 ©0 ×8 �16 g

5 Ù45 627 {11 ©10 ×0 �18 g

6 Ù56 622 {16 ©20 ×12 �0 g

9. 18  求解六个城市旅行推销员问题。其距离矩阵如表 9 -23 所示。设推销员从 1

城出发 ,经过每个城市一次且仅一次 , 最后回到 1 城。问按怎样的路线走 , 使总的行程

最短。

参 考 资 料

[1]  马仲蕃 ,魏权龄 ,赖炎连数学规划讲义 . 北京 :中国人民大学出版社 , 1981

[2]  俞玉森主编 . 数学规划的原理和方法 . 武汉 :华中工学院出版社 , 1985

[3]  傅清祥 ,王晓东编著 . 算法与数据结构 . 北京 : 电子工业出版社 , 1998

[4]  Dreyfus S E , Law A M .The ar t and theory of Dynamic Programming . Academic Press , 1977

·152·



    六、图与网络分析     

第 10 章  图与网络优化

  图论是应用十分广泛的运筹学分支 , 它已广泛地应用在物理学、化学、控制论、信息

论、科学管理、电子计算机等各个领域。在实际生活、生产和科学研究中 , 有很多问题可以

用图论的理论和方法来解决。例如 ,在组织生产中 , 为完成某项生产任务 , 各工序之间怎

样衔接 ,才能使生产任务完成得既快又好。一个邮递员送信 , 要走完他负责投递的全部街

道 ,完成任务后回到邮局 , 应该按照怎样的路线走 ,所走的路程最短。再例如 , 各种通信网

络的合理架设 ,交通网络的合理分布等问题 , 应用图论的方法求解都很简便。

欧拉在 1736 年发表图论方面的第一篇论文 , 解决了著名的哥尼斯堡七桥问题。哥尼

斯堡城中有一条河叫普雷格尔河 ,该河中有两个岛 , 河上有七座桥。如图 10-1( a )所示。

图  10-1

当时那里的居民热衷于这样的问题 :一个散步者能否走过七座桥 , 且每座桥只走过一

次 ,最后回到出发点。

1736 年欧拉将此问题归结为如图 10-1 ( b )所示图形的一笔画问题。即能否从某一点

开始 ,不重复地一笔画出这个图形 , 最后回到出发点。欧拉证明了这是不可能的 , 因为图

10-1( b)中的每个点都只与奇数条线相关联 , 不可能将这个图不重复地一笔画成。这是古

典图论中的一个著名问题。

随着科学技术的发展以及电子计算机的出现与广泛应用 , 20 世纪 50 年代 , 图论得到

进一步发展。将庞大复杂的工程系统和管理问题用图描述 , 可以解决很多工程设计和管

理决策的最优化问题。例如 ,完成工程任务的时间最少、距离最短、费用最省等。图论受

到数学、工程技术及经营管理等各个方面越来越广泛的重视。

第 1 节  图的基本概念

在实际生活中 ,人们为了反映一些对象之间的关系 , 常常在纸上用点和线画出各种各

样的示意图。
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图  10-2

例 1  图 10-2 是我国北京、上海等十个城市间的铁路交

通图 ,反映了这十个城市间的铁路分布情况。这里用点代表

城市 ,用点和点之间的连线代表这两个城市之间的铁路线。

诸如此类的还有电话线分布图、煤气管道图、航空线图等。

例 2  有甲、乙、丙、丁、戊五个球队 ,它们之间比赛的情

况 ,也可以用图表示出来。已知甲队和其他各队都比赛过

一次 ,乙队和甲、丙队比赛过 ,丙队和甲、乙、丁队比赛过 , 丁

队和甲、丙、戊队比赛过 ,戊队和甲、丁队比赛过。为了反映

这个情况 ,可以用点 v1 , v2 , v3 , v4 , v5 分别代表这五个队 , 某

两个队之间比赛过 , 就在这两个队所相应的点之间联一条

线 ,这条线不过其他的点 , 如图 10 -3 所示。

图  10 -3 图  10 -4

  例 3  某单位储存八种化学药品 ,其中某些药品是不能存放在同一个库房里的。为了

反映这个情况 ,可以用点 v1 , v2 ,⋯ , v8 分别代表这八种药品 ,若药品 vi 和药品 vj 是不能存放

在同一个库房的 ,则在 vi 和 vj 之间联一条线。如图 10 -4 所示。从这个图中可以看到 ,至少

要有四个库房 ,因为 v1 , v2 , v5 , v8 必须存放在不同的库房里。事实上 ,四个库房就足够了。例

如 , {v1 }, { v2 , v4 , v7 } , {v3 , v5 }, { v6 , v8 }各存放在一个库房里 (这一类寻求库房的最少个数问题 ,

属于图论中的所谓染色问题 ,一般情况下是尚未解决的)。

从以上几个例子可见 ,可以用由点及点与点的连线所构成的图 , 去反映实际生活中某

些对象之间的某个特定的关系。通常用点代表研究的对象 (如城市、球队、药品等 ) , 用点

与点的连线表示这两个对象之间有特定的关系 (如两个城市间有铁路线、两个球队比赛过、

两种药品不能存放在同一个库房里等 )。

因此 ,可以说图是反映对象之间关系的一种工具 ,在一般情况下 ,图中点的相对位置如

何 ,点与点之间连线的长短曲直 ,对于反映对象之间的关系 ,并不重要。如例 2 ,也可以用图

10 -5 所示的图去反映五个球队的比赛情况 , 这与图 10 -3没有本质的区别。所以 , 图论中的

图与几何图、工程图是不同的。

图  10 -5
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前面几个例子中涉及到的对象之间的“关系”具有“对称性”,就是说 ,如果甲与乙有这种关

系 ,那么同时乙与甲也有这种关系。例如甲药品不能和乙药品放在一起 ,那么 ,乙药品当然也

不能和甲药品放在一起。在实际生活中 ,有许多关系不具有这种对称性。比如人们之间的认

识关系 ,甲认识乙并不意味着乙也认识甲。比赛中的胜负关系也是这样 ,甲胜乙和乙胜甲是不

图  10 -6

同的。反映这种非对称的关系 ,只用一条连线就不行了。如例 2 ,如

果人们关心的是五个球队比赛的胜负情况 ,那么从图 10 -3 中就看

不出来了。为了反映这一类关系 ,可以用一条带箭头的连线表示。

例如球队 v1 胜了球队 v2 , 可以从 v1 引一条带箭头的连线到 v2 。

图 10 -6反映了五个球队比赛的胜负情况 ,可见 v1 三胜一负 , v4 打了

三场球 ,全负等。类似胜负这种非对称性的关系 ,在生产和生活中

是常见的 ,如交通运输中的“单行线”,部门之间的领导与被领导的

关系、一项工程中各工序之间的先后关系等。

综上所述 ,一个图是由一些点及一些点之间的连线 ( 不带箭头或带箭头 )所组成的。

为了区别起见 ,把两点之间的不带箭头的连线称为边 , 带箭头的连线称为弧。

如果一个图 G是由点及边所构成的 ,则称之为无向图 (也简称为图 ) ,记为 G = ( V, E) , 式

中 V, E 分别是 G的点集合和边集合。一条连结点 vi , vj ∈V 的边记为[ vi , vj ](或[ vj , vi ] )。

如果一个图 D 是由点及弧所构成的 , 则称为有向图 , 记为 D = ( V , A) , 式中 V , A 分

别表示 D 的点集合和弧集合。一条方向是从 vi 指向 v j 的弧记为 ( vi , v j ) 。

图 10 -7 是一个无向图。

V = { v1 , v2 , v3 , v4 } , E = {e1 , e2 , e3 , e4 , e5 , e6 , e7 }

其中

e1 = [ v1 , v2 ] , e2 = [ v1 , v2 ] , e3 = [ v2 , v3 ] , e4 = [ v3 , v4 ]

e5 = [ v1 , v4 ] , e6 = [ v1 , v3 ] , e7 = [ v4 , v4 ]

图 10 -8 是一个有向图 ,

V = { v1 , v2 , v3 , v4 , v5 , v6 , v7 } , A = { a1 , a2 , a3 , a4 ,⋯ , a1 1 }

其中

a1 = ( v1 , v2 ) , a2 = ( v1 , v3 ) , a3 = ( v3 , v2 ) , a4 = ( v3 , v4 )

a5 = ( v2 , v4 ) , a6 = ( v4 , v5 ) , a7 = ( v4 , v6 ) , a8 = ( v5 , v3 )

a9 = ( v5 , v4 ) , a10 = ( v5 , v6 ) , a1 1 = ( v6 , v7 )

图  10 -7 图  10 -8
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  图 G或 D 中的点数记为 p( G)或 p( D) ,边 (弧 )数记为 q( G) ( q( D) )。在不会引起混

淆的情况下 ,也分别简记为 p, q。

下面介绍常用的一些名词和记号 ,先考虑无向图 G = ( V , E) 。

若边 e = [ u, v] ∈ E,则称 u, v 是 e 的端点 , 也称 u, v 是相邻的。称 e是点 u( 及点 v) 的

关连边。若图 G中 , 某个边 e的两个端点相同 , 则称 e是环 (如图 10 -7 中的 e7 ) , 若两个点

之间有多于一条的边 ,称这些边为多重边 ( 如图 10 -7 中的 e1 , e2 )。一个无环 , 无多重边的

图称为简单图 ,一个无环 , 但允许有多重边的图称为多重图。

以点 v为端点的边的个数称为 v 的次 , 记为 dG ( v)或 d( v)。如图 10 -7 中 , d( v1 ) = 4 ,

d( v2 ) = 3 , d( v3 ) = 3 , d( v4 ) = 4 (环 e7 在计算 d( v4 )时算作两次 ) 。

称次为 1 的点为悬挂点 ,悬挂点的关连边称为悬挂边 , 次为零的点称为孤立点。

定理 1  图 G = ( V , E)中 , 所有点的次之和是边数的两倍 ,即

∑
v∈ V

d ( v) = 2 q

这是显然的 ,因为在计算各点的次时 , 每条边被它的端点各用了一次。

次为奇数的点 ,称为奇点 , 否则称为偶点。

定理 2  任一个图中 ,奇点的个数为偶数。

证明  设 V1 和 V2 分别是 G中奇点和偶点的集合 , 由定理 1 , 有

∑
v∈ V

1

d( v) + ∑
v∈ V

2

d( v) = ∑
v∈ V

d( v) = 2q

因∑
v∈ V

d ( v) 是偶数 , ∑
v∈ V

2

d( v) 也是偶数 , 故 ∑
v∈ V

1

d( v) 必定也是偶数 , 从而 V1 的点数是

偶数。

给定一个图 G = ( V , E) , 一个点、边的交错序列 ( vi
1

, ei
1

, vi
2

, ei
2

, ⋯ , vi
k - 1

, ei
k - 1

, vi
k

) , 如

果满足 ei
t

= [ vi
t
, vi

t + 1
] ( t = 1 , 2 , ⋯ , k - 1 ) , 则称为一条联结 vi

1
和 vi

k
的链 , 记为 ( vi

1
,

vi
2

,⋯ , vi
k

) ,有时称点 vi
2

, vi
3

, ⋯ , vi
k - 1

为链的中间点。

链 ( vi
1

, vi
2

,⋯ , vi
k

)中 ,若 vi
1

= vi
k

, 则称之为一个圈 , 记为 ( vi
1

, vi
2

, ⋯ , vi
k - 1

, vi
1

)。若

链 ( vi
1

, vi
2

,⋯ , vi
k

)中 , 点 vi
1

, vi
2

, ⋯ , vi
k
都是不同的 , 则称之为初等链 ; 若圈 ( vi

1
, vi

2
, ⋯ ,

vi
k - 1

, vi
1

) 中 , vi
1

, vi
2

, ⋯ , vi
k - 1

都是不同的 , 则称之为初等圈 ; 若链 (圈 )中含的边均不相同 ,

则称之为简单圈。以后说到链 (圈 ) ,除非特别交代 , 均指初等链 (圈 ) 。

图  10 -9

例如图 10 -9 中 , ( v1 , v2 , v3 , v4 , v5 , v3 , v6 , v7 )

是一条简单链 , 但不是初等链 , ( v1 , v2 , v3 , v6 , v7 )

是一条初等链。这个图中 , 不存在联结 v1 和 v9 的

链。 ( v1 , v2 , v3 , v4 , v1 ) 是一个初等圈 , ( v4 , v1 , v2 ,

v3 , v5 , v7 , v6 , v3 , v4 )是简单圈 , 但不是初等圈。

图 G中 , 若任何两个点之间 , 至少有一条链 ,

则称 G是连通图 , 否则称为不连通图。若 G 是不

连通图 , 它的每个连通的部分称为 G 的一个连通

分图 (也简称分图 ) 。如图 10 -9 是一个不连通图 , 它有两个连通分图。
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  给了一个图 G = ( V , E) , 如果图 G′= ( V′, E′) ,使 V = V′及 E′� E, 则称 G′是 G 的一

个支撑子图。

设 v∈V ( G) ,用 G-v 表示从图 G 中去掉点 v 及 v 的关联边后得到的一个图。

例如若 G如图 10 -10( a) 所示 ,则 G-v3 见图 10 -10 ( b )。图 10 -10( c) 是图 G 的一个支

撑子图。

图  10 -10

现在讨论有向图的情形。设给了一个有向图 , D = ( V , A) ,从 D 中去掉所有弧上的箭

头 ,就得到一个无向图 , 称之为 D 的基础图 ,记之为 G( D) 。

给 D 中的一条弧 a = ( u, v) ,称 u为 a 的始点 , v 为 a 的终点 ,称弧 a 是从 u 指向 v 的。

设 ( vi
1

, ai
1

, vi
2

, ai
2

,⋯ , vi
k - 1

, ai
k - 1

, vi
k

)是 D 中的一个点弧交错序列 , 如果这个序列在

基础图 G( D)中所对应的点边序列是一条链 , 则称这个点弧交错序列是 D 的一条链。类

似定义圈和初等链 (圈 ) 。

如果 ( vi
1

, ai
1

, vi
2

, ai
2

, ⋯ , vi
k - 1

, ai
k - 1

, vi
k

) 是 D 中的一条链 , 并且对 t = 1 , 2 , ⋯ , k - 1 ,

均有 ai
t

= ( vi
t
, vi

t + 1
) , 称之为从 vi

1
到 vi

k
的一条路。若路的第一个点和最后一点相同 , 则

称之为回路。类似定义初等路 (回路 ) 。

例如图 10 -8 中 , ( v3 , ( v3 , v2 ) , v2 , ( v2 , v4 ) , v4 , ( v4 , v5 ) , v5 , ( v5 , v3 ) , v3 ) 是一个回路 ,

( v1 , ( v1 , v3 ) , v3 , ( v3 , v4 ) , v4 , ( v4 , v6 ) , v6 ) 是从 v1 到 v6 的路 , ( v1 , ( v1 , v3 ) , v3 , ( v5 , v3 ) ,

v5 , ( v5 , v6 ) , v6 )是一条链 , 但不是路。

对无向图 ,链与路 ( 圈与回路 )这两个概念是一致的。

类似于无向图 ,可定义简单有向图、多重有向图 ,图 10 -8 是一个简单有向图。以后除

特别交代外 ,说到图 ( 有向图 )均指简单图 ( 简单有向图 )。

第 2 节  树

2. 1  树及其性质

  在各式各样的图中 ,有一类图是极其简单然而却是很有用的 , 这就是树。

例 4  已知有五个城市 ,要在它们之间架设电话线 , 要求任何两个城市都可以互相通

话 (允许通过其他城市 ) ,并且电话线的根数最少。
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图  10 -11

用五个点 v1 , v2 , v3 , v4 , v5 代表五个城市 , 如果在某两

个城市之间架设电话线 ,则在相应的两个点之间连一条边 ,

这样一个电话线网就可以用一个图来表示。为了使任何两

个城市都可以通话 ,这样的图必须是连通的。其次 , 若图中

有圈的话 ,从圈上任意去掉一条边 , 余下的图仍是连通的 ,

这样可以省去一根电话线。因而 , 满足要求的电话线网所

对应的图必定是不含圈的连通图。图 10 -11 代表了满足要

求的一个电话线网。

定义 1  一个无圈的连通图称为树。

例 5  某工厂的组织机构如下所示 :

厂长———

———

行

政

办

公

室

———

———生产计划科

———技术科———
———设计组

———工艺组

———供销科

———财务科

———行政科

———

生

产

办

公

室

———

———一车间———
———铸造工段

———锻压工段

———二车间

———三车间

———四车间

如果用图表示 ,该工厂的组织机构图就是一个树 ( 如图 10 -12 所示 )。

图  10 -12

下面介绍树的一些重要性质。

定理 3  设图 G = ( V , E)是一个树 , p( G) ≥2 , 则 G 中至少有两

个悬挂点。

证明  令 P = ( v1 , v2 ,⋯ , vk ) 是 G中含边数最多的一条初等链 ,

因 p( G)≥2 ,并且 G 是连通的 , 故链 P 中至少有一条边 , 从而 v1 与

vk 是不同的。现在来证明 : v1 是悬挂点 , 即 d ( v1 ) = 1。用反证法 ,

如果 d( v1 )≥2 , 则存在边 [ v1 , vm ] , 使 m≠2。若点 vm 不在 P 上 , 那

么 ( vm , v1 , v2 , ⋯ , vk ) 是 G 中的一条初等链 , 它含的边数比 P 多一

条 , 这与 P 是含边数最多的初等链矛盾。若点 vm 在 P 上 ,那么 ( v1 ,

v2 ,⋯ , vm , v1 ) 是 G 中的一个圈 , 这与树的定义矛盾。于是必有

d( v1 ) = 1 , 即 v1 是悬挂点。同理可证 vk 也是悬挂点 ,因而 G 至少有

两个悬挂点。

定理 4  图 G = ( V , E) 是一个树的充分必要条件是 G 不含圈 ,

且恰有 p - 1 条边。

证明  必要性  设 G是一个树 , 根据定义 , G不含圈 , 故只要证明 G恰有 p - 1 条边。

对点数 p 施行数学归纳法。 p = 1 , 2 时 ,结论显然成立。

假设对点数 p≤ n时 , 结论成立。设树 G含 n + 1 个点。由定理 3 , G 含悬挂点 , 设 v1

是 G的一个悬挂点 , 考虑图 G - v1 , 易见 p( G - v1 ) = n, q( G - v1 ) = q( G) - 1。因 G - v1
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是 n个点的树 , 由归纳假设 , q( G - v1 ) = n - 1 , 于是

q( G) = q( G - v1 ) + 1 = ( n - 1) + 1 = n = p( G) - 1

充分性  只要证明 G是连通的。用反证法 , 设 G是不连通的 , G 含 s 个连通分图 G1 ,

G2 ,⋯ , Gs ( s≥2) 。因每个 Gi ( i = 1 , 2 ,⋯ , s)是连通的 , 并且不含圈 ,故每个 Gi 是树。设 Gi

有 pi 个点 ,则由必要性 , Gi 有 p i - 1 条边 , 于是

q( G) = ∑
s

i = 1

q( Gi ) = ∑
s

i = 1

( pi - 1 ) = ∑
s

i = 1

pi - s = p( G) - s ≤ p( G) - 2

这与 q( G) = p( G) - 1 的假设矛盾。

定理 5  图 G = ( V , E)是一个树的充分必要条件是 G 是连通图 ,并且

q( G) = p( G) - 1

证明  必要性  设 G是树 , 根据定义 , G是连通图 , 由定理 4 , q( G) = p( G) - 1

充分性  只要证明 G不含圈 , 对点数施行归纳。 p ( G) = 1 , 2 时 , 结论显然成立。设

p( G) = n( n≥1 )时结论成立。现设 p( G) = n + 1 , 首先证明 G 必有悬挂点。若不然 , 因 G

是连通的 ,且 p( G)≥2 ,故对每个点 vi ,有 d( vi )≥2。从而

q( G) =
1
2 ∑

p ( G)

i = 1

d( vi ) ≥ p( G)

这与 q( G) = p( G) - 1 矛盾 , 故 G必有悬挂点。设 v1 是 G 的一个悬挂点 , 考虑 G - v1 , 这

个图仍是连通的 , q( G - v1 ) = q( G) - 1 = p( G) - 2 = p( G - v1 ) - 1 , 由归纳假设知 G - v1 不

含圈 ,于是 G 也不含圈。

定理 6  图 G 是树的充分必要条件是任意两个顶点之间恰有一条链。

证明  必要性  因 G是连通的 ,故任两个点之间至少有一条链。但如果某两个点之间

有两条链的话 ,那么图 G中含有圈 ,这与树的定义矛盾 ,从而任两个点之间恰有一条链。

充分性  设图 G中任两个点之间恰有一条链 , 那么易见 G 是连通的。如果 G 中含有

圈 ,那么这个圈上的两个顶点之间有两条链 , 这与假设矛盾 ,故 G 不含圈 ,于是 G 是树。

由这个定理 ,很容易推出如下结论 :

图  10 -13

(1 ) 从一个树中去掉任意一条边 , 则余下的图是不连通的。由

此可知 ,在点集合相同的所有图中 , 树是含边数最少的连通图。这

样 ,例 4 中所要求的电话线网就是以这五个城市为点的一个树。

(2 ) 在树中不相邻的两个点间添上一条边 , 则恰好得到一个圈。

进一步地说 ,如果再从这个圈上任意去掉一条边 , 可以得到一个树。

如图 10 -11 中 , 添加 [ v2 , v1 ] , 就得到一个圈 ( v1 , v2 , v5 , v1 ) , 如

果从这个圈中去掉一条边 [ v1 , v5 ] , 就得到如图 10 -13 所示的树。

2. 2  图的支撑树

定义 2  设图 T = ( V , E′)是图 G = ( V , E) 的支撑子图 ,如果图 T = ( V , E′)是一个树 ,

则称 T 是 G 的一个支撑树。

例如图 10 -14( b)是图 10 -14 (a )所示图的一个支撑树。

若 T = ( V , E′)是 G = ( V , E)的一个支撑树 , 则显然 , 树 T 中边的个数是 p ( G) - 1 , G

中不属于树 T 的边数是 q( G) - p( G) + 1
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图  10 -14

定理 7  图 G 有支撑树的充分必要条件是图 G 是连通的。

证明  必要性是显然的。

充分性  设图 G 是连通图 ,如果 G 不含圈 , 那么 G本身是一个树 , 从而 G 是它自身的

一个支撑树。现设 G含圈 , 任取一个圈 ,从圈中任意地去掉一条边 , 得到图 G 的一个支撑

子图 G1 。如果 G1 不含圈 ,那么 G1 是 G的一个支撑树(因为易见 G1 是连通的 ) ;如果 G1 仍

含圈 ,那么从 G1 中任取一个圈 ,从圈中再任意去掉一条边 ,得到图 G的一个支撑子图 G2 ,如

此重复 , 最终可以得到 G的一个支撑子图 Gk ,它不含圈 ,于是 Gk 是 G的一个支撑树。

定理 5 充分性的证明 ,提供了一个寻求连通图的支撑树的方法。这就是任取一个圈 ,

从圈中去掉一边 ,对余下的图重复这个步骤 , 直到不含圈时为止 ,即得到一个支撑树 , 称这

种方法为“破圈法”。

例 6  在图 10 -15 中 , 用破圈法求出图的一个支撑树。

解  取一个圈 ( v1 , v2 , v3 , v1 ) ,从这个圈中去掉边 e3 = [ v2 , v3 ] ;在余下的图中 , 再取一

个圈 ( v1 , v2 , v4 , v3 , v1 ) ,去掉边 e4 = [ v2 , v4 ] ; 在余下的图中 ,从圈 ( v3 , v4 , v5 , v3 )中去掉边

e6 = [ v5 , v3 ] ; 再从圈 ( v1 , v2 , v5 , v4 , v3 , v1 ) 中去掉边 e8 = [ v2 , v5 ]。这时 , 剩余的图中不含

圈 ,于是得到一个支撑树 , 如图 10 -15 中粗线所示。

也可以用另一种方法来寻求连通图的支撑树。在图中任取一条边 e1 , 找一条与 e1 不

构成圈的边 e2 ,再找一条与{ e1 , e2 }不构成圈的边 e3 , 一般 , 设已有{ e1 , e2 , ⋯ , ek } , 找一条

与{e1 , e2 ,⋯ , ek }中的任何一些边不构成圈的边 ek + 1 。重复这个过程 ,直到不能进行为止。

这时 ,由所有取出的边所构成的图是一个支撑树 , 称这种方法为“避圈法”。

图  10 -15 图  10 -16

  例 7  在图 10 -16 中 , 用避圈法求出一个支撑树。

解  首先任取边 e1 , 因 e2 与 e1 不构成圈 ,所以可以取 e2 ,因为 e5 与{e1 , e2 }不构成圈 ,

故可以取 e5 (因 e3 与{e1 , e2 }构成一个圈 ( v1 , v2 , v3 , v1 ) , 所以不能取 e3 ) ; 因 e6 与{ e1 , e2 ,

e5 }不构成圈 , 故可取 e6 ;因 e8 与{e1 , e2 , e5 , e6 }不构成圈 , 故可取 e8 (注意 , 因 e7 与{ e1 , e2 ,

e5 , e6 }中的 e5 , e6 构成圈 ( v2 , v5 , v4 , v2 ) , 故不能取 e7 )。这时由{ e1 , e2 , e5 , e6 , e8 }所构成的

图就是一个支撑树 ,如图 10 -16 中粗线所示。
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实际上 ,由定理 4 , 5 可知 , 在“破圈法”中去掉的边数必是 q( G) - p( G) + 1 条 , 在“避

圈法”中取出的边数必定是 p( G) - 1 条。

2. 3  最小支撑树问题

定义 3  给图 G = ( V , E) ,对 G中的每一条边 [ vi , vj ] , 相应地有一个数 wi j , 则称这样

的图 G为赋权图 , wi j 称为边 [ vi , vj ]上的权。

这里所说的“权”,是指与边有关的数量指标。根据实际问题的需要 , 可以赋予它不同

的含义 ,例如表示距离、时间、费用等。

赋权图在图的理论及其应用方面有着重要的地位。赋权图不仅指出各个点之间的邻

接关系 ,而且同时也表示出各点之间的数量关系。所以 , 赋权图被广泛地应用于解决工程

技术及科学生产管理等领域的最优化问题。最小支撑树问题就是赋权图上的最优化问题

之一。

设有一个连通图 G = ( V , E) , 每一边 e= [ vi , v j ] ,有一个非负权

w( e) = wi j  ( wi j ≥0 )

定义 4  如果 T = ( V , E′) 是 G 的一个支撑树 ,称 E′中所有边的权之和为支撑树 T 的

权 ,记为 w( T)。即

w( T) = ∑
[ v

i
, v

j
] ∈ T

w i j

如果支撑树 T * 的权 w( T * )是 G 的所有支撑树的权中最小者 , 则称 T * 是 G 的最小

支撑树 (简称最小树 ) 。即

w( T
*

) = min
T

w ( T )

式中对 G的所有支撑树 T 取最小。

最小支撑树问题就是要求给定连通赋权图 G的最小支撑树。

假设给定一些城市 ,已知每对城市间交通线的建造费用。要求建造一个联结这些城

市的交通网 ,使总的建造费用最小 , 这个问题就是赋权图上的最小树问题。

下面介绍求最小树的两个方法。

1. 避圈法( kruskal)

开始选一条最小权的边 ,以后每一步中 , 总从与已选边不构成圈的那些未选边中 , 选

一条权最小的。 (每一步中 , 如果有两条或两条以上的边都是权最小的边 , 则从中任选一

条 )。

算法的具体步骤如下 :

第 1 步 :令 i = 1 , E0 = � , ( �表示空集 )。

第 2 步 : 选一 条边 ei ∈ E \ E i - 1 , 使 ei 是 使 ( V , Ei - 1 ∪ { e}) 不含 圈的 所有 边

e( e∈ E\ Ei - 1 ) 中权最小的边。令 Ei = Ei - 1 ∪{ei } , 如果这样的边不存在 , 则 T = ( V , Ei - 1 )

是最小树。

第 3 步 :把 i 换成 i + 1 , 转入第 2 步。

在证明这个方法的正确性之前 ,先介绍一个例子。

例 8  某工厂内联结六个车间的道路网如图 10 -17 ( a ) 所示。已知每条道路的长 , 要
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求沿道路架设联结六个车间的电话线网 ,使电话线的总长最小。

图  10 -17

解  这个问题就是求如图 10 -17( a )所示的赋权图上的最小树 ,用避圈法求解。

i = 1 , E0 = � , 从 E 中选最小权边 [ v2 , v3 ] , E1 = {[ v2 , v3 ] } ;

i = 2 , 从 E \ E1 中选最小权边 [ v2 , v4 ] ( [ v2 , v4 ] 与 [ v2 , v3 ] 不构成圈 ) , E2 = {[ v2 , v3 ] ,

[ v2 , v4 ] } ;

i = 3 , 从 E\ E2 中选 [ v4 , v5 ] ( ( V , E2 ∪{ [ v4 , v5 ]} )不含圈 ) ,令 E3 = { [ v2 , v3 ] , [ v2 , v4 ] ,

[ v4 , v5 ] } ;

i = 4 , 从 E\ E3 中选 [ v5 , v6 ] ( 或选 [ v4 , v6 ] ) ( ( V , E3 ∪{ [ v5 , v6 ] }) 不含圈 ) , 令 E4 =

{[ v2 , v3 ] , [ v2 , v4 ] , [ v4 , v5 ] , [ v5 , v6 ] } ;

i = 5 , 从 E\ E4 中选 [ v1 , v2 ] ( ( V , E4 ∪{ [ v1 , v2 ]} )不含圈 ) 。注意 ,因 [ v4 , v6 ] 与已选边

[ v4 , v5 ] , [ v5 , v6 ] 构成圈 , 所以虽然 [ v4 , v6 ] 的权小于 [ v1 , v2 ] 的权 , 但这时不能选 [ v4 ,

v6 ] ) , 令 E5 = { [ v2 , v3 ] , [ v2 , v4 ] , [ v4 , v5 ] , [ v5 , v6 ] , [ v1 , v2 ]} ;

i = 6 , 这时 ,任一条未选的边都与已选的边构成圈 , 所以算法终止。

( V , E5 )就是要求的最小树 , 即电话线总长最小的电话线网方案 (图 10 -17 ( b ) ) , 电话

线总长为 15 单位。

现在来证明方法一的正确性。

令 G = ( V , E)是连通赋权图 , 根据 2. 2 中所述可知 : 方法一终止时 , T = ( V , Ei - 1 ) 是支

撑树 ,并且这时 i = p( G)。记

E( T ) = {e1 , e2 , ⋯ , ep - 1 }

式中 p = p( G) , T 的权为 w ( T ) = ∑
p - 1

i = 1

w( ei )。

用反证法来证明 T 是最小支撑树 , 设 T 不是最小支撑树 , 在 G 的所有支撑树中 , 令

H 是与 T 的公共边数最大的最小支撑树。因 T 与 H 不是同一个支撑树 , 故 T 中至少有

一条边不在 H 中。令 ei ( 1≤ i≤ p - 1 ) 是第一个不属于 H 的边 , 把 ei 放入 H 中 , 必得到

一个且仅一个圈 ,记这个圈为 C。因为 T 是不含圈的 , 故 C中必有一条边不属于 T ,记这

条边为 e。在 H 中去掉 e ,增加 ei , 就得到 G 的另一个支撑树 T0 , 可见

w( T0 ) = w( H ) + w( ei ) - w( e)

因为 w( H )≤ w ( T0 ) ( 因 H 是最小支撑树 ) , 推出 w ( e) ≤ w ( ei )。但根据算法 , ei 是使

( V , {e1 , e2 , ⋯ , ei } )不含圈的权最小的边 ,而 ( V , { e1 , e2 , ⋯ , ei - 1 , e}) 也是不含圈的 , 故必有

w( e) = w( ei ) , 从而 w( T0 ) = w( H )。这就是说 T0 也是 G的一个最小支撑树 ,但是 T0 与

T 的公共边数比 H 与 T 的公共边数多一条 , 这与 H 的选取矛盾。

·162·



2. 破圈法

任取一个圈 ,从圈中去掉一条权最大的边 ( 如果有两条或两条以上的边都是权最大的

边 ,则任意去掉其中一条 ) 。在余下的图中 , 重复这个步骤 , 直至得到一个不含圈的图为

止 ,这时的图便是最小树。

例 9  用破圈法求图 10 -17 (a )所示赋权图的最小支撑树。

解  任取一个圈 ,比如 ( v1 , v2 , v3 , v1 ) , 边 [ v1 , v3 ] 是这个圈中权最大的边 , 于是丢去

[ v1 , v3 ] ; 再取圈 ( v3 , v5 , v2 , v3 ) , 去掉 [ v2 , v5 ] ; 取圈 ( v3 , v5 , v4 , v2 , v3 ) , 去掉 [ v3 , v2 ] ; 取圈

( v5 , v6 , v4 , v5 ) , 这个圈中 , [ v5 , v6 ] 及 [ v4 , v6 ] 都是权最大的边 , 去掉其中的一条 , 比如说

[ v4 , v6 ]。这时得到一个不含圈的图 (如图 10 -17 ( b)所示 ) ,即为最小树。

关于破圈法的正确性略去证明。

第 3 节  最短路问题

3. 1  引例

  例 10  已知如图 10 -18 所示的单行线交通网 ,每弧旁的数字表示通过这条单行线所

图  10 -18

需要的费用。现在某人要从 v1 出发 , 通过这个交

通网到 v8 去 ,求使总费用最小的旅行路线。

可见 ,从 v1 到 v8 的旅行路线是很多的 , 例如

可以从 v1 出发 , 依次经过 v2 , v5 , 然后到 v8 ; 也可

以从 v1 出发 , 依次经过 v3 , v4 , v6 , v7 , 然后到 v8

等。不同的路线 ,所需总费用是不同的。比如 , 按

前一个路线 ,总费用是 6 + 1 + 6 = 13 单位 ; 而按后

一个路线 , 总费用是 3 + 2 + 10 + 2 + 4 = 21 单位。

不难看到 ,用图的语言来描述 , 从 v1 到 v8 的旅行

路线与有向图中从 v1 到 v8 的路是一一对应的。一条旅行路线的总费用就是相应的从 v1

到 v8 的路中所有弧旁数字之和。当然 , 这里说到的路可以不是初等路。例如某人从 v1

到 v8 的旅行路线可以是从 v1 出发 ,依次经 v3 , v4 , v6 , v5 , v4 , v6 , v7 , 最后到达 v8 。这条路

线相应的路是 ( v1 , v3 , v4 , v6 , v5 , v4 , v6 , v7 , v8 ) , 总费用是 47 单位。

从这个例子可以引出一般的最短路问题 , 给定一个赋权有向图 , 即给了一个有向图

D = ( V , A) , 对每一个弧 a= ( vi , vj ) ,相应地有权 w( a) = wi j , 又给定 D 中的两个顶点 vs ,

vt 。设 P 是 D 中从 vs 到 v t 的一条路 ,定义路 P 的权是 P 中所有弧的权之和 , 记为 w( P)。

最短路问题就是要在所有从 vs 到 v t 的路中 , 求一条权最小的路 ,即求一条从 vs 到 v t 的路

P0 ,使

w( P0 ) = min
P

w ( P)

式中对 D 中所有从 vs 到 v t 的路 P 取最小 , 称 P0 是从 vs 到 v t 的最短路。路 P0 的权称

为从 vs 到 v t 的距离 ,记为 d( vs , vt ) 。显然 , d( vs , vt )与 d( vt , vs )不一定相等。
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最短路问题是重要的最优化问题之一 ,它不仅可以直接应用于解决生产实际的许多

问题 ,如管道铺设、线路安排、厂区布局、设备更新等 ,而且经常被作为一个基本工具 , 用于

解决其他的优化问题。

3. 2  最短路算法

本节将介绍在一个赋权有向图中寻求最短路的方法 , 这些方法实际上求出了从给定

一个点 vs 到任一个点 v j 的最短路。

如下事实是经常要利用的 ,如果 P 是 D 中从 vs 到 v j 的最短路 , vi 是 P 中的一个点 ,

那么 , 从 vs 沿 P 到 v i 的路是从 vs 到 v i 的最短路。事实上 , 如果这个结论不成立 ,设 Q 是

从 vs 到 v i 的最短路 ,令 P′是从 vs 沿 Q 到达 v i , 再从 vi 沿 P 到达 v j 的路 ,那么 , P′的权就

比 P 的权小 , 这与 P 是从 vs 到 v j 的最短路矛盾。

首先介绍所有 wi j ≥0 的情形下 ,求最短路的方法。当所有的 wi j ≥0 时 , 目前公认最

好的方法是由 Dijkst ra 于 1959 年提出来的。

Dijk st ra 方法的基本思想是从 vs 出发 , 逐步地向外探寻最短路。执行过程中 ,与每个

点对应 ,记录下一个数 ( 称为这个点的标号 ) , 它或者表示从 vs 到该点的最短路的权 (称为

P 标号 ) ,或者是从 vs 到该点的最短路的权的上界 ( 称为 T 标号 ) ,方法的每一步是去修改

T 标号 , 并且把某一个具 T 标号的点改变为具 P 标号的点 ,从而使 D 中具 P 标号的顶点

数多一个 ,这样 , 至多经过 p - 1 步 ,就可以求出从 vs 到各点的最短路。

在叙述 Dijk stra 方法的具体步骤之前 ,以例 10 为例说明一下这个方法的基本思想。

例 1 中 , s = 1。因为所有 wi j ≥0 ,故有 d( v1 , v1 ) = 0。这时 , v1 是具 P 标号的点。现在考

查从 v1 发出的三条弧 , ( v1 , v2 ) , ( v1 , v3 ) , 和 ( v1 , v4 )。如果某人从 v1 出发沿 ( v1 , v2 )到达

v2 , 这时需要 d( v1 , v1 ) + w12 = 6 单位的费用 ;如果他从 v1 出发 , 沿 ( v1 , v3 ) 到达 v3 , 则需要

d( v1 , v1 ) + w13 = 3 单位的费用 ; 类似地 , 若沿 ( v1 , v4 ) 到达 v4 , 需要 d( v1 , v1 ) + w14 = 1 单

位的费用。因

min{ d( v1 , v1 ) + w12 , d( v1 , v1 ) + w1 3 , d( v1 , v1 ) + w1 4 } = d( v1 , v1 ) + w1 4 = 1

可以断言 ,他从 v1 出发到 v4 所需要的最小费用必定是 1 单位 , 即从 v1 到 v4 的最短

路是 ( v1 , v4 ) , d( v1 , v4 ) = 1。这是因为从 v1 到 v4 的任一条路 P ,如果不是 ( v1 , v4 ) , 则必

是先从 v1 沿 ( v1 , v2 ) 到达 v2 ,或者沿 ( v1 , v3 )到达 v3 , 而后再从 v2 或 v3 到 v4 去 , 但如上所

说 ,这时候他已需要 6 单位或 3 单位的费用 , 不管他如何再从 v2 或从 v3 到达 v4 , 所需要

的总费用都不会比 1 少 (因为所有的 wi j ≥0) 。因而推知 d( v1 , v4 ) = 1 , 这样就可以使 v4

变成具 P 标号的点。

现在考查从 v1 及 v4 指向其余点的弧 ,由上已知 , 从 v1 出发 , 分别沿 ( v1 , v2 )、( v1 , v3 )

到达 v2 , v3 , 需要 6 单位或 3 单位的费用 ,而从 v4 出发沿 ( v4 , v6 )到达 v6 , 所需要的费用是

d( v1 , v4 ) + w46 = 1 + 10 = 11 单位 , 因

min{ d( v1 , v1 ) + w12 , d( v1 , v1 ) + w1 3 , d( v1 , v4 ) + w4 6 } = d( v1 , v1 ) + w1 3 = 3

基于同样的理由可以断言 ,从 v1 到 v3 的最短路是 ( v1 , v3 ) , d( v1 , v3 ) = 3。这样又可

以使点 v3 变成具 P 标号的点。如此重复这个过程 , 可以求出从 v1 到任一点的最短路。

在下述 Dijkst ra 方法具体步骤中 ,用 P , T 分别表示某个点的 P 标号、T 标号 , Si 表
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示第 i 步时 , 具 P 标号点的集合。为了在求出从 vs 到各点的距离的同时 , 也求出从 vs 到

各点的最短路 ,给每个点 v 以一个λ值 , 算法终止时 ,如果λ( v) = m , 表示在从 vs 到 v 的最

短路上 , v 的前一个点是 v m ;如果λ( v) = M , 则表示 D 中不含从 vs 到 v 的路 ;λ( v) = 0 表

示 v = vs。

Dijk st ra 方法的具体步骤 :给定赋权有向图 D = ( V , A)。

开始 ( i = 0 ) 令 S0 = { vs } , P ( vs ) = 0 ,λ( vs ) = 0 , 对每一个 v≠ vs , 令 T ( v ) = + ∞ ,

λ( v) = M ,令 k = s。

① 如果 Si = V ,算法终止 , 这时 ,对每个 v∈ Si , d( vs , v) = P( v) ; 否则转入②。

② 考查每个使 ( vk , vj )∈ A 且 v j | Si 的点 v j。

如果 T ( vj ) > P( vk ) + wk j ,则把 T ( vj ) 修改为 P( vk ) + wk j ,把λ( vj )修改为 k; 否则转

入③。

③ 令 T ( vj
i
) = min

v
j
| S

i

{ T ( vj ) }。

如果 T ( vj
i
) < + ∞ , 则把 vj

i
的 T 标号变为 P 标号 P ( v j

i
) = T ( vj

i
) , 令 Si + 1 = Si ∪

{ vj
i
} , k = j i ,把 i 换成 i + 1 ,转入① ; 否则终止 ,这时对每一个 v∈ Si , d( vs , v) = P( v) , 而对

每一个 v| Si , d( vs , v) = T ( v)。

现在用 Dijkst ra 方法求例 10 中从 v1 到各个顶点的最短路 , 这时 s = 1。

(1 ) i = 0

S0 = { v1 } , P( v1 ) = 0 ,λ( v1 ) = 0 , T ( vi ) = + ∞ ,λ( vi ) = M( i = 2 ,3 ,⋯ , 9) ,以及 k = 1。

转入② ,因 ( v1 , v2 )∈ A, v2 | S0 , P( v1 ) + w12 < T ( v2 ) , 故把 T( v2 )修改为 P( v1 ) + w1 2

= 6 ,λ( v2 )修改为 1;

同理 ,把 T( v3 ) 修改为 P( v1 ) + w1 3 = 3 ,λ( v3 ) 修改为 1; 把 T ( v4 )修改为 P( v1 ) + w1 4

= 1 ,λ( v4 )修改为 1。

转入③ ,在所有的 T 标号中 T ( v4 ) = 1 最小 , 于是令 P ( v4 ) = 1 , 令 S1 = S0 ∪{ v4 } =

{ v1 , v4 } , k = 4。

(2 ) i = 1

转入② ,把 T( v6 ) 修改为 P( v4 ) + w46 = 11 ,λ( v6 )修改为 4。

转入③ ,在所有 T 标号中 , T ( v3 ) = 3 最小 , 于是令 P( v3 ) = 3 , 令 S2 = { v1 , v4 , v3 } ,

k = 3。

(3 ) i = 2

转入② ,因 ( v3 , v2 )∈ A, v2 | S2 , T ( v2 ) > P( v3 ) + w32 ,把 T ( v2 )修改为 P( v3 ) + w32 =

5 ,λ( v2 )修改为 3。

转入③ , 在所有 T 标号中 , T( v2 ) = 5 最小 ,于是令 P( v2 ) = 5, S3 = {v1 , v4 , v3 , v2 } , k = 2。

(4 ) i = 3

转入② ,把 T( v5 ) 修改为 P( v2 ) + w25 = 6 ,λ( v5 )修改为 2。

转入③ ,在所有 T 标号中 , T( v5 ) = 6 最小 ,于是令 P( v5 ) = 6 , S4 = { v1 , v4 , v3 , v2 , v5 } ,

k = 5。

(5 ) i = 4

转入② ,把 T ( v6 ) , T ( v7 ) , T ( v8 ) 分别修改为 10 , 9 , 12 , 把λ( v6 ) ,λ( v7 ) ,λ( v8 ) 修改

为 5。
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转入③ ,在所有 T 标号中 , T( v7 ) = 9 最小 , 于是令

P( v7 ) = 9 ,  S5 = { v1 , v4 , v3 , v2 , v5 , v7 } ,  k = 7

(6 ) i = 5

转入② , ( v7 , v8 )∈ A, v8 | S5 , 但因 T ( v8 ) < P( v7 ) + w73 , 故 T ( v8 )不变。

转入③ ,在所有 T 标号中 , T( v6 ) = 10 最小 ,令

P( v6 ) = 10 ,  S6 = { v1 , v4 , v3 , v2 , v5 , v7 , v6 } ,  k = 6。

(7 ) i = 6

转入② ,从 v6 出发没有弧指向不属于 S6 的点 ,故直接转入③。

转入③ ,在所有 T 标号中 , T( v8 ) = 12 最小 ,令

P( v8 ) = 12 ,  S7 = { v1 , v4 , v3 , v2 , v5 , v7 , v6 , v8 } ,  k = 8。

(8 ) i = 7

转入③ ,这时仅有的 T 标号点为 v9 , T ( v9 ) = + ∞ , 算法终止。

算法终止时

P( v1 ) = 0 ,  P( v4 ) = 1 ,  P( v3 ) = 3 ,  P( v2 ) = 5 ,  P( v5 ) = 6 ,

P( v7 ) = 9 ,  P( v6 ) = 10 ,  P( v8 ) = 12 ,  T ( v9 ) = + ∞

λ( v1 ) = 0 ,  λ( v4 ) = 1 ,  λ( v3 ) = 1 ,  λ( v2 ) = 3 ,  λ( v5 ) = 2 ,

λ( v7 ) = 5 ,  λ( v6 ) = 5 ,  λ( v8 ) = 5 ,  λ( v9 ) = M

这表示对 i = 1 ,2 ,⋯ , 8 , d( v1 , vi ) = P( vi ) , 而从 v1 到 v9 不存在路 ,根据λ值可以求出

从 v1 到 vi 的最短路 ( i = 1 , 2 , ⋯ , 8)。

例如为了求从 v1 到 v8 的最短路 ,考查λ( v8 ) ,因λ( v8 ) = 5 ,故最短路包含弧 ( v5 , v8 ) ;

再考查λ( v5 ) ,因λ( v5 ) = 2 , 故最短路包含弧 ( v2 , v5 ) ; 类推 ,λ( v2 ) = 3 ,λ( v3 ) = 1 , 于是最短

路包含弧 ( v3 , v2 ) ,及 ( v1 , v3 ) ,这样从 v1 到 v8 的最短路是 ( v1 , v3 , v2 , v5 , v8 )。

上面介绍了求一个赋权有向图中 , 从一个顶点 vs 到各个顶点的最短路。对于赋权

(无向 ) 图 G = ( V , E) , 因为沿边 [ vi , vj ] 既可以从 vi 到达 v j , 也可以沿 vj 到达 v i , 所以边

[ vi , vj ]可以看作是两条弧 ( vi , vj )及 ( vj , vi ) , 它们具有相同的权 w[ vi , vj ]。这样 , 在一个

赋权图中 ,如果所有的 wi j ≥0 , 只要把 Dijkst ra 方法中的“②考查每个使 ( vk , v j ) ∈ A 且

v j | Si的点 v j”改为“②考查每个使 [ vk , v j ] ∈ E 且 v j | Si 的点 v j”, 同样地可以求出从 vs

到各点的最短路 (对于无向图 , 即为最短链 )。

例 11  用 Dijkst ra 方法求图 10 -19 所示的赋权图中 ,从 v1 到 v8 的最短路。

图  10 -19

解  这里只写出计算的最后结果 , 具体步骤

留给读者去完成。

P( v1 ) = 0 ,  P ( v4 ) = 1 ,  P ( v3 ) = 3 ,  

P( v2 ) = 5 ,  P( v5 ) = 6,  P( v9 ) = 8 ,  P( v7 ) = 9 ,

 P( v6 ) = 10 ,  P( v8 ) = 11。

λ( v1 ) = 0 ,  λ( v4 ) = 1 ,  λ( v5 ) = 1 ,  λ( v2 )

= 3 ,  λ( v5 ) = 2 ,  λ( v9 ) = 5 ,  λ( v7 ) = 5 ,  λ

( v6 ) = 5 ,  λ( v8 ) = 9。

这样从 v1 到 v8 的最短链为 ( v1 , v3 , v2 , v5 , v9 ,
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v8 ) ,总权为 11。

现在来证明 Dijkst ra 方法的正确性。只要证明对于每一个点 v∈ Si , P( v) 是从 vs 到

v 的最短路的权 , 即 d( vs , v) = P( v)即可。

对 i 施行归纳 , i = 0 时 , 结论显然正确。设对 i = n 时 , 结论成立 , 即对每一个 v∈ Sn ,

d( vs , v) = P( v)。现在考查 i = n + 1 , 因 Sn + 1 = Sn ∪ { v j
n
} , 所以只要证明 d( vs , v j

n
) =

P( vj
n

)。根据算法 , vj
n
是这时的具最小 T 标号的点 ,即

Tn ( vj
n

) = min
v

j
| S

n

{ Tn ( vj ) }

这里为了清晰起见 ,用 Tn ( v)表示当 i = n 执行步骤③时点 v 的 T 标号。假设 H 是 D 中

任一条从 vs 到 v j
n
的路 ,因为 vs∈ Sn , 而 v j

n
| Sn , 那么从 vs 出发 , 沿 H 必存在一条弧 , 它

的始点属于 Sn , 而终点不属于 Sn 。假设 ( vr , vl )是第一条这样的弧 ,

H = ( vs ,⋯ , vr , vl , ⋯ , vj
n

) ,  w( H ) = w( vs , ⋯ , vr ) + wrl + w( vl , ⋯ , vj
n

)

由归纳假设 , P( vr )是从 vs 到 vr 的最短路的权 ,于是

w( H )≥ P( vr ) + wrl + w( vl , ⋯ , vj
n

)

根据方法中 T 标号的修改规则 , 因 vr∈ Sn , vl | Sn ,故 P( vr ) + wrl ≥ Tn ( vl )。

而 Tn ( vl )≥ Tn ( vj
n

) ,故

w( H ) ≥ Tn ( vj
n

) + w( vl , ⋯ , vj
n

)≥ Tn ( vj
n

)

(因为所有的 wi j ≥0 ,故 w( vl ,⋯ , vj
n

)≥0 )。

这就证明了 Tn ( vj
n

)是从 vs 到 v j
n
的最短路的权 , 由方法 , P( vj

n
) = Tn ( vj

n
) ,这样就证明了

d( vs , vj
n

)ǚ P( v j
n

)

图  10 -20

Dijk st ra 算法只适用于所有 wi j ≥ 0 的情形 , 当赋权

有向图中存在负权时 ,则算法失效。例如在如图 10 -20 所

示的赋权有向图中 ,如果用 Dijkst ra 方法 , 可得出从 v1 到

v2 的最短路的权是 1 , 但这显然是不对的 ,因为从 v1 到 v2

的最短路是 ( v1 , v3 , v2 ) ,权是 - 1。

现在介绍当赋权有向图 D 中 , 存在具负权的弧时 , 求

最短路的方法。

为方便起见 ,不妨设从任一点 vi 到任一个点 v j 都有一条弧 ( 如果在 D 中 , ( vi , vj ) |

A ,则添加弧 ( vi , vj ) 。令 wi j = + ∞ )。

显然 ,从 vs 到 v j 的最短路总是从 vs 出发 ,沿着一条路到某个点 vi , 再沿 ( vi , vj ) 到 vj

的 (这里 vi 可以是 v s 本身 ) , 由本节开始时介绍的一个结论可知 ,从 vs 到 v i 的这条路必定

是从 vs 到 v i 的最短路 ,所以 d( vs , vj ) 必满足如下方程 :

d( vs , vj ) = min
i

{ d( vs , vi ) + wi j }

为了求得这个方程的解 d( vs , v1 ) , d( vs , v2 ) , ⋯ , d( vs , vp ) ( 这里 p = p( D) ) ,可用如下

递推公式 :

开始时 ,令

d
( 1 )

( vs , vj ) = ws j  ( j = 1 , 2 ,⋯ , p)

对 t = 2 ,⋯3 ,

d
( t )

( vs , vj ) = min
i

{ d
( t - 1 )

( vs , vi ) + wi j }
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j = 1 , 2 , ⋯ , p

若进行到某一步 ,例如第 k 步时 , 对所有 j = 1 ,2 ,⋯ , p ,有

d
( k)

( vs , v j ) = d
( k - 1 )

( vs , vj )

则{ d
( k)

( vs , vj )} j = 1 , 2 , ⋯ , p 即为 vs 到各点的最短路的权。

例 12  求图 10 -21 所示赋权有向图中从 v1 到各点的最短路。

解  利用上述递推公式 ,求解结果如表 10 -1 所示 (表中未写数字的空格内是 + ∞ )。

图  10 -21

可以看到 , 当 t = 4 时 , 对所有 j = 1 , 2 , ⋯ , 8 , 有

d
( t - 1 )

( v1 , vj ) = d
( t)

( v1 , vj ) , 于是表中最 后一列

0 , - 5 , - 2 , - 7 , - 3 , - 1 , - 5 , 6 就分别是从 v1 到

v1 , v2 ,⋯ , v8 的最短路的权。

为了进一步求得从 vs 到各点的最短路 , 可以类

似于 Dijkstra 方法中 , 给每一个点以λ值开始 ,

λ( vs ) = 0 ,λ( vi ) = s  ( i≠ s)

在迭代过程中 , 如果

d( t ) ( vs , vj ) = min{ d( t - 1 ) ( vs , vi ) + wi j }

= d( t - 1 ) ( vs , vi
0

) + wi
0

j

则把这时的λ( vj )修改为 i0 。迭代终止时 ,根据各点的λ值 , 可以得到从 vs 到各点的

最短路。

寻求最短路的另一个办法是在求出最短路的权以后 , 采用“反向追踪”的方法。比如

已知 d( vs , vj ) ,则寻求一个点 vk , 使 d( vs , vk ) + wk j = d ( vs , vj ) , 记录下 ( vk , vj ) , 再考查

d( vs , vk ) ,寻求一点 vi ,使 d( vs , vi ) + wi k = d( vs , vk ) , 如此等等 ,直至到达 vs 为止 , 于是从

vs 到 v j 的最短路是 ( vs ,⋯ , vi , vk , vj )。

表  10 -1

点
wi j d( t ) ( v1 , vj )

v1 ¤v2 »v3 Òv4 év5 v6 �v7 .v8 Et = 1 ·t = 2 +t = 3 Ÿt = 4 �

v1 ^0 Í- 1 ü- 2 �3 �0 Ë0 ?0 ³0 0

v2 ^6 Í0 ü2 )- 1 Ë- 5 ?- 5 ³- 5 0

v3 ^- 3 ü0 �- 5 �1 @- 2 Ë- 2 ?- 2 ³- 2 0

v4 ^0 �2 W3 Ë- 7 ?- 7 ³- 7 0

v5 ^- 1 ü0 )1 ?- 3 ³- 3 0

v6 ^1 )0 @1 W7 n- 1 ?- 1 ³- 1 0

v7 ^- 1 �0 W5 ?- 5 ³- 5 0

v8 ^- 3 )- 5 W0 n6 ³6 0

如例 3 ,由表 10 -1 已知 , d( v1 , v8 ) = 6 ,

因 d( v1 , v6 ) + w6 8 = ( - 1) + 7 = d( v1 , v8 ) ,故记下 ( v6 , v8 ) 。
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因 d( v1 , v3 ) + w3 6 = d( v1 , v6 ) ,故记下 ( v3 , v6 ) 。

因 d( v1 , v7 ) + w7 3 = d( v1 , v3 ) ,从而从 v1 到 v8 的最短路是 ( v1 , v3 , v6 , v8 )。

定义 5  设 D 是赋权有向图 , C 是 D 中的一个回路 , 如果 C 的权 w ( C) 小于零 , 则称

C是 D 中的一个负回路。

不难证明 :

(1 ) 如果 D 是不含负回路的赋权有向图 , 那么 , 从 vs 到任一个点的最短路必可取为

初等路 ,从而最多包含 p - 2 个中间点 ;

(2 ) 上述递推公式中的 d( t ) ( vs , vj )是在至多包含 t - 1 个中间点的限制条件下 , 从 vs

到 v j 的最短路的权。

由 (1 )、(2 )可知 : 当 D 中不含负回路时 ,上述算法最多经过 p - 1 次迭代必定收敛 , 即

对所有的 j = 1 ,2 ,⋯ , p ,均有 d
( k)

( vs , v j ) = d
( k - 1 )

( vs , v j ) , 从而求出从 vs 到各个顶点的最

短路的权。

如果经过 p - 1 次迭代 ,存在某个 j ,使 d
( p )

( vs , vj ) ≠ d
( p - 1 )

( vs , vj ) , 则说明 D 中含有

负回路。显然 ,这时从 vs 到 v j 的路的权是没有下界的。

为了加快收敛速度 ,可以利用如下的递推公式。

   d( 1 ) ( vs , v j ) = ws j  ( j = 1 ,2 ,⋯ , p)

d( t) ( vs , vj ) = min min
i < j

{ d( t) ( vs , v j ) + wi j , min
i≥ j

{ d( t - 1 ) ( vs , vi ) + wi j }}

      ( j = 1 , 2 , ⋯ , p) , ( t = 2 , 3 , ⋯ )

J. Y. Yen 提出一个改进的递推算法 :

d
( 1 )

( vs , vj ) = ws j  j = 1 , 2 ,⋯ , p

对 t = 2 , 4 , 6 ,⋯ , 按 j = 1 , 2 ,⋯ , p 的顺序计算 :

d
( t)

( vs , v j ) = min d
( t - 1 )

( vs , vj ) , min
i < j

{ d
( t )

( vs , vi ) + wi j }

对 t = 3 , 5 , 7 ,⋯ , 按 j = p, p - 1 ,⋯ , 1 的顺序计算 :

d
( t)

( vs , v j ) = min d
( t - 1 )

( vs , vj ) , min
i > j

{ d
( t )

( vs , vi ) + wi j }

同样地 ,当对所有的 j = 1 , 2 , ⋯ , p

d
( k)

( vs , v j ) = d
( k - 1 )

( vs , vj )

时 ,算法终止。

3. 3  应用举例

例 13  设备更新问题。某企业使用一台设备 , 在每年年初 , 企业领导部门就要决定

是购置新的 ,还是继续使用旧的。若购置新设备 , 就要支付一定的购置费用 ; 若继续使用

旧设备 ,则需支付一定的维修费用。现在的问题是如何制定一个几年之内的设备更新计

划 ,使得总的支付费用最少。我们用一个五年之内要更新某种设备的计划为例 , 若已知该

种设备在各年年初的价格为 :

第 1 年 第 2 年 第 3 年 第 4 年 第 5 年

11 .11 512 <12 C13 ½
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还已知使用不同时间 (年 ) 的设备所需要的维修费用为 :

使用年数 0～1 Ø1～2 ‚2～3 ,3～4 Ö4～5 †

维修费用 5 “6 =8 ç11 ¨18 X

可供选择的设备更新方案显然是很多的。例如 ,每年都购置一台新设备 , 则其购置费

用为 11 + 11 + 12 + 12 + 13 = 59 , 而每年支付的维修费用为 5 , 五年合计为 25。于是五年

总的支付费用为 59 + 25 = 84。

又如决定在第一、三、五年各购进一台 , 这个方案的设备购置费为 11 + 12 + 13 = 36 ,

维修费为 5 + 6 + 5 + 6 + 5 = 27。五年总的支付费用为 63。

如何制定使得总的支付费用最少的设备更新计划呢 ? 可以把这个问题化为最短路问

题 ,见图 10 -22。

图  10 -22

用点 vi 代表“第 i 年年初购进一台新设备”这种状态 ( 加设一点 v6 , 可以理解为第 5

年年底 )。从 vi 到 v i + 1 , ⋯ , v6 各画一条弧。弧 ( vi , vj )表示在第 i 年年初购进的设备一直

使用到第 j 年年初 (即第 j - 1 年底 )。

每条弧的权可按已知资料计算出来。例如 , ( v1 , v4 ) 是第 1 年年初购进一台新设备

(支付购置费 11) , 一直使用到第 3 年年底 ( 支付维修费 5 + 6 + 8 = 19 ) , 故 ( v1 , v4 ) 上的权

为 30。

这样一来 ,制定一个最优的设备更新计划问题就等价于寻求从 v1 到 v6 的最短路的

问题。

按求解最短路的计算方法 , { v1 , v3 , v6 }及{ v1 , v4 , v6 }均为最短路 ,即有两个最优方案。

一个方案是在第 1 年、第 3 年各购置一台新设备 ; 另一个方案是在第 1 年、第 4 年各购置

一台新设备。五年总的支付费用均为 53。

第 4 节  网络最大流问题

许多系统包含了流量问题。例如 ,公路系统中有车辆流 , 控制系统中有信息流 , 供水

系统中有水流 ,金融系统中有现金流等。

图 10 -23 是联结某产品产地 v1 和销地 v6 的交通网 ,每一弧( vi , vj )代表从 vi 到 vj 的运

输线 ,产品经这条弧由 vi 输送到 vj , 弧旁的数字表示这条运输线的最大通过能力。产品经
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过交通网从 v1 输送到 v6 。现在要求制定一个运输方案使从 v1 运到 v6 的产品数量最多。

图 10 -24 给出了一个运输方案 ,每条弧旁的数字表示在这个方案中 , 每条运输线上的

运输数量。这个方案使 8 个单位的产品从 v1 运到 v6 , 在这个交通网上输送量是否还可以

增多 ,或者说这个运输网络中 , 从 v1 到 v6 的最大输送量是多少呢 ? 本节就是要研究类似

这样的问题。

图  10 -23 图  10 -24

4. 1  基本概念与基本定理

1. 网络与流

  定义 6  给一个有向图 D = ( V , A) , 在 V 中指定了一点称为发点 (记为 vs ) , 而另一点

称为收点 (记为 vt ) ,其余的点叫中间点。对于每一个弧( vi , vj )∈ A,对应有一个 c( vi , vj )≥0

(或简写为 ci j ) ,称为弧的容量。通常我们就把这样的 D 叫作一个网络。记作

D = ( V , A, C)

所谓网络上的流 ,是指定义在弧集合 A 上的一个函数 f = { f ( vi , vj )} , 并称 f ( vi , vj )

为弧 ( vi , vj )上的流量 (有时也简记作 f i j )。

例如图 10 -23 就是一个网络 , 指定 v1 是发点 , v6 是收点 , 其他的点是中间点。弧旁的

数字为 ci j 。

图 10 -24 所示的运输方案 ,就可看作是这个网络上的一个流 , 每个弧上的运输量就是

该弧上的流量 ,即 f12 = 5 ,  f24 = 2 ,  f1 3 = 3 ,  f34 = 1 等。

2. 可行流与最大流

在运输网络的实际问题中可以看出 ,对于流有两个明显的要求 : 一是每个弧上的流量

不能超过该弧的最大通过能力 (即弧的容量 ) ;二是中间点的流量为零。因为对于每个点 ,

运出这点的产品总量与运进这点的产品总量之差 ,是这点的净输出量 , 简称为是这一点的

流量 ;由于中间点只起转运作用 , 所以中间点的流量必为零。易见发点的净流出量和收点

的净流入量必相等 ,也是这个方案的总输送量。因此有 :

定义 7  满足下述条件的流 f 称为可行流 :

(1 ) 容量限制条件 : 对每一弧 ( vi , vj )∈ A

0≤ f i j ≤ ci j

(2 ) 平衡条件 :

对于中间点 :流出量等于流入量 , 即对每个 i( i≠ s, t)有
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∑
( v

i
, v

j
) ∈ A

f i j - ∑
( v

j
, v

i
) ∈ A

f j i = 0

对于发点 vs ,记

∑
( v

s
, v

j
) ∈ A

f s j - ∑
( v

j
, v

s
) ∈ A

f j s = v( f )

对于收点 vt , 记

∑
( v

t
, v

j
) ∈ A

f t j - ∑
( v

j
, v

t
) ∈ A

f j t = - v( f )

式中 v( f )称为这个可行流的流量 , 即发点的净输出量 (或收点的净输入量 ) 。

可行流总是存在的。比如令所有弧的流量 f i j = 0 , 就得到一个可行流 (称为零流 )。

其流量 v( f ) = 0。

最大流问题就是求一个流{ f i j }使其流量 v( f ) 达到最大 ,并且满足 :

  0≤ f i j ≤ ci j          ( vt , vj )∈ A ①

∑ f i j - ∑ f j i =

v( f ) ( i = s)

0 ( i ≠ s, t)

- v( f ) ( i = t)

②

最大流问题是一个特殊的线性规划问题。即求一组{ f i j } , 在满足条件①和②下使

v( f )达到极大。将会看到利用图的特点 , 解决这个问题的方法较之线性规划的一般方法

要方便、直观得多。

3. 增广链

若给一个可行流 f = { f i j } , 我们把网络中使 f i j = ci j 的弧称为饱和弧 , 使 f i j < ci j 的

弧称为非饱和弧。使 f i j = 0 的弧称为零流弧 , 使 f i j > 0 的弧称为非零流弧。

在图 10 -24 中 , ( v5 , v4 )是饱和弧 , 其他的弧为非饱和弧。所有弧都是非零流弧。

若μ是网络中联结发点 vs 和收点 v t 的一条链 , 我们定义链的方向是从 vs 到 v t , 则链

上的弧被分为两类 :一类是弧的方向与链的方向一致 , 叫做前向弧。前向弧的全体记为

μ+ 。另一类弧与链的方向相反 , 称为后向弧。后向弧的全体记为μ- 。

图 10 -23 中 ,在链μ= ( v1 , v2 , v3 , v4 , v5 , v6 ) 上

μ
+

= {( v1 , v2 ) , ( v2 , v3 ) , ( v3 , v4 ) , ( v5 , v6 ) }

μ
-

= {( v5 , v4 )}

定义 8  设 f 是一个可行流 ,μ是从 vs 到 v t 的一条链 , 若 μ满足下列条件 , 称之为

(关于可行流 f 的 )增广链。

在弧 ( vi , vj )∈μ+ 上 , 0≤ f i j < ci j ,即μ+ 中每一弧是非饱和弧。

在弧 ( vi , vj )∈μ- 上 , 0 < f i j ≤ ci j ,即μ- 中每一弧是非零流弧。

图 10 -24 中 , 链μ= ( v1 , v2 , v3 , v4 , v5 , v6 )是一条增广链。因为μ+ 和μ- 中的弧满足增

广链的条件。比如 :

( v1 , v2 )∈μ+ ,  f 12 = 5 < c12 = 10

( v5 , v4 )∈μ- ,  f 54 = 3 > 0

4. 截集与截量

设 S , T�V , S∩ T = � , 我们把始点在 S 中 , 终点在 T 中的所有弧构成的集合 , 记为
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( S, T )。

定义 9  给网络 D = ( V , A, C) , 若点集 V 被剖分为两个非空集合 V1 和 V1 , 使

vs∈V1 , vt∈V1 , 则把弧集 ( V1 , V1 ) 称为是 (分离 vs 和 v t 的 ) 截集。

显然 ,若把某一截集的弧从网络中丢去 , 则从 vs 到 v t 便不存在路。所以 , 直观上说 ,

截集是从 vs 到 v t 的必经之道。

定义 10  给一截集 ( V1 , V1 ) , 把截集 ( V1 , V1 ) 中所有弧的容量之和称为这个截集的

容量 (简称为截量 ) ,记为 c( V1 , V1 ) ,即

c( V1 , V1 ) = ∑
( v

i
, v

j
) ∈ ( V

1
, V

1
)

ci j

不难证明 ,任何一个可行流的流量 v( f ) 都不会超过任一截集的容量。即

v( f )≤ c( V1 , V1 )

显然 ,若对于一个可行流 f
*

, 网络中有一个截集 ( V
*

1 , V
*

1 ) , 使 v( f
*

) = c( V
*

1 , V
*

1 ) ,

则 f
*
必是最大流 ,而 ( V

*
1 , V

*
1 )必定是 D 的所有截集中 , 容量最小的一个 ,即最小截集。

定理 8  可行流 f
*
是最大流 , 当且仅当不存在关于 f

*
的增广链。

证明  若 f
*
是最大流 ,设 D 中存在关于 f

*
的增广链μ, 令

θ= min min
μ

+
( ci j - f *

i j ) , min
μ

-
f *

i j

由增广链的定义 ,可知θ> 0 ,令

f
*
i

*
j =

f
*
i j +θ ( vi , v j )∈μ

+

f
*
i j - θ ( vi , v j )∈μ

-

f *
i j ( vi , v j )| μ

不难验证{ f *
i

*
j }是一个可行流 ,且 v( f * * ) = v( f * ) +θ> v ( f * ) 。这与 f * 是最大流的假

设矛盾。

现在设 D中不存在关于 f * 的增广链,证明 f * 是最大流。我们利用下面的方法来定义 V*
1 :

令 vs ∈V
*

1

若 vi∈ V
*

1 , 且 f
*
i j < ci j ,则令 vj ∈V

*
1

若 vi∈ V *
1 , 且 f j i > 0 ,  则令 vj ∈V *

1

因为不存在关于 f
*
的增广链 ,故 vt| V

*
1 。

记 V *
1 = V \ V *

1 , 于是得到一个截集 ( V *
1 , V *

1 )。显然必有

f
*
i j =

ci j ( vi , v j )∈ ( V
*

1 , V
*

1 )

0 ( vi , v j )∈ ( V
*

1 , V
*

1 )

所以 v( f
*

) = c( V
*

1 , V
*

1 ) 。于是 f
*
必是最大流。定理得证。

由上述证明中可见 ,若 f
*
是最大流 , 则网络中必存在一个截集 ( V

*
1 , V

*
1 ) ,使

v( f
*

) = C( V
*

1 , V
*

1 )

于是有如下重要的结论 :

最大流量最小截量定理 :任一个网络 D 中 , 从 vs 到 v t 的最大流的流量等于分离 vs ,

vt 的最小截集的容量。

定理 8 为我们提供了寻求网络中最大流的一个方法。若给了一个可行流 f , 只要判

断 D 中有无关于 f 的增广链。如果有增广链 ,则可以按定理 8 前半部证明中的办法 ,改进
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f ,得到一个流量增大的新的可行流。如果没有增广链 , 则得到最大流。而利用定理 8 后半

部证明中定义 V *
1 的办法 , 可以根据 vt 是否属于 V*

1 来判断 D 中有无关于 f 的增广链。

实际计算时 ,用给顶点标号的方法来定义 V
*

1 。在标号过程中 , 有标号的顶点表示是

V
*

1 中的点 , 没有标号的点表示不是 V
*

1 中的点。一旦 vt 有了标号 , 就表明找到一条增广

链 ;如果标号过程进行不下去 , 而 vt 尚未标号 , 则说明不存在增广链 , 于是得到最大流。

而且同时也得到一个最小截集。

4. 2  寻求最大流的标号法

从一个可行流出发 (若网络中没有给定 f ,则可以设 f 是零流 ) , 经过标号过程与调整

过程。

1. 标号过程

在这个过程中 ,网络中的点或者是标号点 ( 又分为已检查和未检查两种 ) , 或者是未标

号点。每个标号点的标号包含两部分 :第一个标号表明它的标号是从哪一点得到的 , 以便

找出增广链 ;第二个标号是为确定增广链的调整量θ用的。

标号过程开始 ,总先给 vs 标上 ( 0 , + ∞ ) , 这时 vs 是标号而未检查的点 , 其余都是未

标号点。一般地 ,取一个标号而未检查的点 vi ,对一切未标号点 vj :

(1 ) 若在弧 ( vi , vj )上 , f i j < ci j ,则给 vj 标号 ( vi , l( vj ) )。这里 l( vj ) = min [ l( vi ) , ci j -

f i j ]。这时点 vj 成为标号而未检查的点。

(2 ) 若在弧 ( vj , vi ) 上 , f j i > 0 , 则给 vj 标号 ( - vi , l ( v j ) ) , 这里 l( vj ) = min [ l( vi ) ,

f j i ]。这时点 v j 成为标号而未检查的点。

于是 vi 成为标号而已检查过的点。重复上述步骤 , 一旦 vt 被标上号 , 表明得到一条

从 vs 到 v t 的增广链μ,转入调整过程。

若所有标号都是已检查过的 ,而标号过程进行不下去时 , 则算法结束 , 这时的可行流

就是最大流。

2. 调整过程

首先按 vt 及其他点的第一个标号 ,利用“反向追踪”的办法 , 找出增广链μ。例如设 vt

的第一个标号为 vk (或 - vk ) ,则弧 ( vk , vt ) ( 或相应地 ( vt , vk ) )是μ上的弧。接下来检查 vk

的第一个标号 ,若为 vi (或 - vi ) ,则找出 ( vi , vk ) (或相应地 ( vk , vi ) )。再检查 vi 的第一个

标号 ,依此下去 , 直到 vs 为止。这时被找出的弧就构成了增广链μ。令调整量θ是 l ( vt ) ,

即 vt 的第二个标号。令

f′i j =

f i j +θ ( vi , vj )∈μ+

f i j - θ ( vi , vj )∈μ
-

f i j ( vi , vj )| μ

去掉所有的标号 ,对新的可行流 f′= { f′i j } ,重新进入标号过程。

例 14  用标号法求图 10 -25 所示网络的最大流。弧旁的数是 ( ci j , f i j )。

解  (1 ) 标号过程

① 首先给 vs 标上 (0 , + ∞ )
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图  10 -25

② 检查 vs ,在弧 ( vs , v2 ) 上 , fs2 = cs2 = 3 , 不满足标号条件。弧 ( vs , v1 ) 上 , f s1 = 1 ,

cs1 = 5 , f s1 < cs1 ,则 v1 的标号为 ( vs , l( v1 ) ) ,其中

l( v1 ) = min[ l( vs ) , ( cs1 - f s1 ) ] = min [ + ∞ , 5 - 1 ] = 4

③ 检查 v1 , 在弧 ( v1 , v3 )上 , f 13 = 2 , c13 = 2 , 不满足标号条件。

在弧 ( v2 , v1 )上 , f21 = 1 > 0 , 则给 v2 记下标号为 ( - v1 , l( v2 ) ) ,这里

l( v2 ) = min [ l( v1 ) , f2 1 ] = min [4 , 1 ] = 1

④ 检查 v2 , 在弧 ( v2 , v4 )上 , f 21 = 3 , c24 = 4 , f2 4 < c24 , 则给 v4 标号 ( v2 , l( v4 ) ) ,这里

l( v4 ) = min [ l( v2 ) , ( c24 - f24 ) ] = min [1 , 1 ] = 1

在弧 ( v3 , v2 )上 , f32 = 1 > 0 , 给 v3 标号 : ( - v2 , l( v3 ) ) , 这里

l( v3 ) = min [ l( v2 ) , f3 2 ] = min [1 , 1 ] = 1

⑤ 在 v3 , v4 中任选一个进行检查。例如

在弧 ( v3 , vt )上 , f3 t = 1 , c3 t = 2 , f3 t < c3 t , 给 vt 标号为 ( v3 , l( vt ) ) , 这里

l( vt ) = min [ l( v3 ) , ( c3 t - f3 t ) ] = min [ 1 , 1] = 1

因 vt 有了标号 , 故转入调整过程。

(2 ) 调整过程

按点的第一个标号找到一条增广链 ,如图 10 -26 中双箭头线表示。

图  10 -26

易见 μ+ = { ( vs , v1 ) , ( v3 , vt ) }

μ
-

= { ( v2 , v1 ) , ( v3 , v2 ) }

按θ= 1 在μ上调整 f。

μ+ 上 :  f s1 +θ= 1 + 1 = 2

f3 t +θ= 1 + 1 = 2

μ
-
上 :  f2 1 - θ= 1 - 1 = 0

f3 2 - θ= 1 - 1 = 0

其余的 f i j 不变。
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调整后得如图 10 -27 所示的可行流 ,对这个可行流进入标号过程 , 寻找增广链。

图  10 -27

开始给 vs 标以 (0 , + ∞) ,于是检查 vs ,给 v1 标以( vs , 3) ,检查 v1 ,弧 ( v1 , v3 )上 , f13 = c13 ,

弧 ( v2 , v1 )上 , f21 = 0 ,均不符号条件 , 标号过程无法继续下去 ,算法结束。

这时的可行流 (图 10 -27 )即为所求最大流。最大流量为

v( f ) = f s1 + f s2 = f4 t + f3 t = 5

与此同时可找到最小截集 ( V1 , V1 ) , 其中 V1 为标号点集合 , V1 为未标号点集合。弧

集合 ( V1 , V1 )即为最小截集。

上例中 , V1 = { vs , v1 } , V1 = { v2 , v3 , v4 , vt } , 于是 ( V1 , V1 ) = { ( vs , v2 ) , ( v1 , v3 ) }是最小

截集 ,它的容量也是 5。

由上述可见 ,用标号法找增广链以求最大流的结果 , 同时得到一个最小截集。最小截

集容量的大小影响总的输送量的提高。因此 ,为提高总的输送量 , 必须首先考虑改善最小

截集中各弧的输送状况 ,提高它们的通过能力。另一方面 , 一旦最小截集中弧的通过能力

被降低 ,就会使总的输送量减少。

第 5 节  最小费用最大流问题

上一节讨论了寻求网络中的最大流问题。在实际生活中 ,涉及“流”的问题时 , 人们考

虑的还不只是流量 ,而且还有“费用”的因素 , 本节介绍的最小费用最大流问题就是这类问

题之一。

给网络 D = ( V , A , C) ,每一弧 ( vi , vj )∈ A 上 , 除了已给容量 ci j 外 , 还给了一个单位流

量的费用 b( vi , vj )≥0 (简记为 bi j )。所谓最小费用最大流问题就是要求一个最大流 f , 使

流的总输送费用

b( f ) = ∑
( v

i
, v

j
) ∈ A

bi j f i j

取极小值。

下面介绍解决这个问题的一种方法。

从上节可知 ,寻求最大流的方法是从某个可行流出发 , 找到关于这个流的一条增广链

μ。沿着μ调整 f , 对新的可行流试图寻求关于它的增广链 , 如此反复直至最大流。现在

要寻求最小费用的最大流 ,首先考查一下 , 当沿着一条关于可行流 f 的增广链μ, 以θ= 1

调整 f ,得到新的可行流 f′时 (显然 v( f′) = v( f ) + 1) , b( f′)比 b( f )增加多少 ? 不难看出
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b( f′) - b( f ) = [ ∑
μ+

bi j ( f′i j - f i j ) - ∑
μ-

bi j ( f′i j - f i j ) ]

= ∑
μ+

bi j - ∑
μ-

bi j

我们把∑
μ+

bi j - ∑
μ-

bi j 称为这条增广链μ的“费用”。

可以证明 ,若 f 是流量为 v ( f )的所有可行流中费用最小者 , 而μ是关于 f 的所有增

广链中费用最小的增广链 ,那么沿μ去调整 f ,得到的可行流 f′,就是流量为 v( f′)的所有可

行流中的最小费用流。这样 ,当 f′是最大流时 ,它也就是所要求的最小费用最大流了。

注意到 , 由于 bi j ≥0 ,所以 f = 0 必是流量为 0 的最小费用流。这样 ,总可以从 f = 0 开

始。一般地 ,设已知 f 是流量 v( f )的最小费用流 , 余下的问题就是如何去寻求关于 f 的最

小费用增广链。为此 ,可构造一个赋权有向图 W ( f ) ,它的顶点是原网络 D 的顶点 , 而把 D

中的每一条弧( vi , vj )变成两个相反方向的弧 ( vi , vj )和 ( vj , vi )。定义 W( f )中弧的权 wi j 为 :

wi j =
bi j 若 f i j < ci j

+ ∞ 若 f i j = ci j

wj i =
- bi j 若 f i j > 0

+ ∞ 若 f i j = 0

(长度为 + ∞的弧可以从 W ( f )中略去 )

于是在网络 D 中寻求关于 f 的最小费用增广链就等价于在赋权有向图 W ( f ) 中 , 寻

求从 vs 到 v t 的最短路。因此有如下算法 :

开始取 f ( 0 ) = 0 ,一般情况下若在第 k - 1 步得到最小费用流 f ( k - 1 ) , 则构造赋权有向

图 W ( f
( k - 1 )

) ,在 W ( f
( k - 1 )

)中 , 寻求从 vs 到 v t 的最短路。若不存在最短路 ( 即最短路权

是 + ∞ ) , 则 f
( k - 1 )

就是最小费用最大流 ;若存在最短路 , 则在原网络 D 中得到相应的增广

链μ,在增广链μ上对 f ( k - 1 ) 进行调整。调整量为 :

θ= min[ min
μ+

( ci j - f
( k - 1 )
i j ) , min

μ-
( f

( k - 1 )
i j ) ]

令

f ( k)
i j =

f
( k - 1 )
i j +θ ( vi , vj )∈μ

+

f ( k - 1 )
i j - θ ( vi , vj )∈μ-

f
( k - 1 )
i j ( vi , vj )| μ

得到新的可行流 f ( k) ,再对 f ( k) 重复上述步骤。

例 15  以图 10 -28 为例 ,求最小费用最大流。弧旁数字为 ( bi j , ci j ) 。

图  10 -28

(1 ) 取 f
( 0 )

= 0 为初始可行流。

(2 ) 构造赋权有向图 W ( f ( 0 ) ) , 并求出从 vs 到 v t 的最短路 ( vs , v2 , v1 , vt ) , 如
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图 10 -29( a ) (双箭头即为最短路 )。

(3 ) 在原网络 D 中 , 与这条最短路相应的增广链为μ= ( vs , v2 , v1 , vt )。

(4 ) 在μ上进行调整 ,θ= 5 , 得 f ( 1 ) (图 10 -29 ( b ) ) 。按照上述算法依次得 f ( 1 ) , f ( 2 ) ,

f
( 3 )

, f
( 4 )

, 流量依次为 5 , 7 , 10 ,11; 构造相应的赋权有向图为 W ( f
( 1 )

) , W ( f
( 2 )

) , W ( f
( 3 )

) ,

W ( f ( 4 ) ) , 见图 10 -29。

图  10 -29

注意到 W ( f
( 4 )

)中已不存在从 vs 到 v t 的最短路 , 所以 f
( 4 )

为最小费用最大流。

第 6 节  中国邮递员问题

在本章开始提到的邮递员问题 ,若把它抽象为图的语言 , 就是给定一个连通图 , 在每

边 ei 上赋予一个非负的权 w ( ei ) , 要求一个圈 (未必是简单的 ) , 过每边至少一次 , 并使圈

的总权最小。这个问题是我国学者管梅谷在 1962 年首先提出的 , 因此在国际上通称为中
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国邮递员问题。

6. 1  一笔画问题

给定一个连通多重图 G, 若存在一条链 , 过每边一次 , 且仅一次 , 则称这条链为欧拉

链。若存在一个简单圈 ,过每边一次 , 且仅一次 ,称这个圈为欧拉圈。一个图若有欧拉圈 ,

则称为欧拉图。显然 ,一个图若能一笔画出 , 这个图必是欧拉图 (出发点与终止点重合 ) 或

含有欧拉链 (出发点与终止点不同 ) 。

定理 9  连通多重图 G 有欧拉圈 ,当且仅当 G 中无奇点。

证明  必要性是显然的 ,只证明充分性。不妨设 G 至少有三个点 , 对边数 q( G)进行数

学归纳 , 因 G是连通图 , 不含奇点 , 故 q( G)≥3。首先 q( G) = 3 时 , G 显然是欧拉图。考查

q( G) = n+ 1的情况 ,因 G 是不含奇点的连通图 , 并且 p( G) ≥3 , 故存在三个点 u, v, w, 使

[ u, v] , [ w, v]∈ E。从 G中丢去边 [ u, v] , [ w, v] ,增加新边 [ u, w] ,得到新的多重图 G′。G′有

q( G) - 1 条边 , 并且仍不含奇点 , G′至多有两个分图。若 G′是连通的 , 那么根据归纳假设 , G′

有欧拉圈 C′。把 C′中的[ w, u]这一条边换成 [ w, v] , [ v, u] ,即得 G 中的欧拉圈。现设 G′有

两个分图 G1 , G2 。设 v 在 G1 中。根据归纳假设 , G1 , G2 分别有欧拉圈 C1 , C2 ,则把 C2 中的

[ u, w]这条边换成[ u, v] , C1 及 [ v , w] ,即得 G的欧拉圈。

推论  连通多重图 G有欧拉链 , 当且仅当 G 恰有两个奇点。

证明  必要性是显然的。现设连通多重图 G 恰有两个奇点 u , v。在 G 中增加一个新

边 [ u, v] (如果在 G 中 , u, v 之间就有边 ,那么这个新边是原有边上的重复边 ) ,得连通多重

图 G′,易见 G′中无奇点。由定理 3 , G′有欧拉圈 C′, 从 C′中丢去增加的那个新边 [ u, v] ,

即得 G中的一条联结 u , v 的欧拉链。

上述定理和推论为我们提供了识别一个图能否是一笔画的简单办法。如前面提到的

七桥问题 ,因为图 10 -1( b)中有 4 个奇点。所以不能一笔画出。也就是说 ,七桥问题的回

答是否定的。如图 10 -30。它有两个奇点 v2 和 v5 ,因此可以从点 v2 开始 , 用一笔画到点

v5 终止。

图  10 -30

现在的问题是 :如果我们已经知道图 G 是可以一笔画的 , 怎么样把它一笔画出来呢 ?

也就是说 ,怎么找出它的欧拉圈 ( 这时 G无奇点 )或欧拉链 (这时 G 恰有两个奇点 )呢 ? 下

面简单地介绍由 Fleury 提供的方法。

为此 ,首先介绍割边的概念。设 e 是连通图 G 的一个边 , 如果从 G 中丢去 e , 图就不

连通了 ,则称 e 是图 G 的割边。例如 , 图 10 -10( b)中 , [ v1 , v2 ]是割边 ; 树中的每一个边都

是割边。
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设 G = ( V , E)是无奇点的连通图 , 以

μk = ( vi
0

, ei
1

, vi
1

, ei
2

, vi
2

,⋯ , vi
k - 1

, ei
k

, vi
k
)

记在第 k 步得到的简单链。记 Ek = { ei
1

, ei
2

, ⋯ , ei
k

} , Ek = E \ Ek ,以及 Gk = ( V , Ek ) (开始

k = 0时 ,令μ0 = ( vi
0

) ,这里 vi
0
是图 G 的任意一点 , E0 = � ; G0 = G)。进行第 ( k + 1) 步 : 在

Gk 中选 v i
k
的一条关联边 e i

k + 1
= [ vi

k
, vi

k+ 1
] , 使 ei

k + 1
不是 Gk 的割边 (除非 vi

k
是 Gk 的悬挂

点 ,这时 vi
k
在 Gk 中的悬挂边选为 ei

k + 1
) 。令

μk + 1 = ( vi
0

, ei
1

, vi
1

, ei
2

, vi
2

, ⋯ , vi
k - 1

, ei
k

, vi
k

, ei
k + 1

, vi
k + 1

)

重复这个过程 ,直到选不到所要求的边为止。可以证明 : 这时的简单链必定终止于 vi 0 , 并

且就是我们要求的图 G的欧拉圈。

如果 G= ( V , E)是恰有两个奇点的连通图。只需要取 vi 0 是图 G 的一个奇点就可以

了。最终得到的简单链就是图中联结两个奇点的欧拉链。

6. 2  奇偶点图上作业法

根据上面的讨论 ,如果在某邮递员所负责的范围内 , 街道图中没有奇点 , 那么他就可

以从邮局出发 ,走过每条街道一次 , 且仅一次 ,最后回到邮局 , 这样他所走的路程也就是最

短的路程。对于有奇点的街道图 ,就必须在某些街道上重复走一次或多次。

例如图 10 -30 的街道图中 ,若 v1 是邮局 , 邮递员可以按如下的路线投递信件 :

v1 → v2 → v4 → v3 → v2 → v4 → v6 → v5 → v4 → v6 → v5 → v3 → v1 ,总权为 12。

也可按另一条路线走 :

v1 → v2 → v3 → v2 → v4 → v5 → v6 → v4 → v3 → v5 → v3 → v1 , 总权为 11。

可见 ,按第一条路线走 , 在边 [ v2 , v4 ] , [ v4 , v6 ] , [ v6 , v5 ]上各重复走了一次。而按第二

条路线走 ,在边 [ v3 , v2 ] , [ v3 , v5 ]上各重复走了一次。

如果在某条路线中 ,边 [ vi , vj ]上重复走了几次 , 我们在图中 vi , vj 之间增加几条边 ,

令每条边的权和原来的权相等 ,并把新增加的边 , 称为重复边。于是这条路线就是相应的

新图中的欧拉圈。例如在图 10 -30 中 , 上面提到的两条投递路线分别是图 10 -31 ( a ) 和

( b )中的欧拉圈。

图  10 -31

显然 ,两条邮递路线的总权的差必等于相应的重复边总权的差。因而 , 中国邮递员问

题可以叙述为在一个有奇点的图中 ,要求增加一些重复边 , 使新图不含奇点 , 并且重复边

的总权为最小。

我们把使新图不含奇点而增加的重复边 ,简称为可行 ( 重复边 )方案 , 使总权最小的可

行方案称为最优方案。
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  现在的问题是第一个可行方案如何确定 ,在确定一个可行方案后 , 怎么判断这个方案

是否为最优方案 ? 若不是最优方案 ,如何调整这个方案 ?

1. 第一个可行方案的确定方法

在第 1 节中 ,我们已经证明 , 在任何一个图中 , 奇点个数必为偶数。所以如果图中有

奇点 ,就可以把它们配成对。又因为图是连通的 ,故每一对奇点之间必有一条链 ,我们把这

条链的所有边作为重复边加到图中去 ,可见新图中必无奇点 ,这就给出了第一个可行方案。

例 16  图 10 -32 中的街道图 ,有四个奇点 , v2 , v4 , v6 , v8 ,将其分成两对 , 比如说 v2 与

v4 为一对 , v6 与 v8 为一对。

在图 10 -32 中 ,连接 v2 与 v4 的链有好几条 , 任取一条 , 例如取链 ( v2 , v1 , v8 , v7 , v6 ,

v5 , v4 )。把边 [ v2 , v1 ] , [ v1 , v8 ] , [ v8 , v7 ] , [ v7 , v6 ] , [ v6 , v5 ] , [ v5 , v4 ] 作为重复边加到图中

去 ,同样地取 v6 与 v8 之间的一条链 ( v8 , v1 , v2 , v3 , v4 , v5 , v6 ) , 把边 [ v8 , v1 ] , [ v1 , v2 ] ,

[ v2 , v3 ] , [ v3 , v4 ] , [ v4 , v5 ] , [ v5 , v6 ]也作为重复边加到图中去 , 于是得图 10 -33。

图  10 -32 图  10 -33

  在图 10 -33 中 ,没有奇点 , 对应于这个可行方案 ,重复边总权为 :

2 w12 + w23 + w3 4 + 2 w45 + 2 w56 + w67 + w78 + 2 w18 = 51

2. 调整可行方案 ,使重复边总权下降

首先 ,从图 10 -33 中可以看出 , 在边 [ v1 , v2 ]上有两条重复边 , 如果把它们都从图中去

掉 ,图仍然无奇点。即剩下的重复边还是一个可行方案 , 而总长度却有所下降。同样道

理 , [ v1 , v8 ] , [ v4 , v5 ] , [ v5 , v6 ]上的重复边也是如此。

一般情况下 ,若边 [ vi , vj ]上有两条或两条以上的重复边时 , 从中去掉偶数条 , 就能得

到一个总权较小的可行方案。

因而有

(1 ) 在最优方案中 , 图的每一边上最多有一条重复边。

依此 ,图 10 -33 可以调整为图 10 -34 ,重复边总权下降为 21。

其次 ,我们还可以看到 , 如果把图中某个圈上的重复边去掉 , 而给原来没有重复边的

边加上重复边 ,图中仍没有奇点。因而如果在某个圈上重复边的总权大于这个圈的总权

的一半 ,像上面所说的那样作一次调整 , 将会得到一个总权下降的可行方案。

(2 ) 在最优方案中 , 图中每个圈上的重复边的总权不大于该圈总权的一半。

如在图 10 -34 中 ,圈 ( v2 , v3 , v4 , v9 , v2 )的总权为 24 ,但圈上重复边总权为 14 , 大于该

·082·



圈总权的一半。因此可以作一次调整 ,以 [ v2 , v9 ] , [ v9 , v4 ]上的重复边代替 [ v2 , v3 ] , [ v3 ,

v4 ]上的重复边 ,使重复边总权下降为 17 , 如图 10 -35。

图  10 -34 图  10 -35

  3. 判断最优方案的标准

从上面的分析中可知 ,一个最优方案一定是满足 ( 1) 和 ( 2) 的可行方案 , 反之 , 可以证

明一个可行方案若满足 (1 )和 ( 2) ,则这个可行方案一定是最优方案。根据这样的判断标

准 ,对给定的可行方案 , 检查它是否满足条件 (1 )和 ( 2) 。若满足 ,所得方案即为最优方案 ;

若不满足 ,则对方案进行调整 , 直至条件 (1 )和 ( 2) 均得到满足时为止。

检查图 10 -35 中的圈 ( v1 , v2 , v9 , v6 , v7 , v8 , v1 ) , 它的重复边总权为 13 , 而圈的总权为

24 ,不满足条件 ( 2) ,经调整得图 10 -36。重复边总权下降为 15。

图  10 -36

检查图 10 -36 ,条件 (1 )和 ( 2) 均满足。于是得最

优方案 , 图 10 -36 中的任一个欧拉圈就是邮递员的最

优邮递路线。

以上所说的求最优邮递路线的方法 , 通常称为奇

偶点图上作业法。值得注意的是 , 方法的主要困难在

于检查条件 (2 ) ,它要求检查每一个圈。当图中点、边

数较多时 , 圈的个数将会很多。如“日”字形图就有三

个圈 , 而“田”字形的图就有 13 个圈。关于中国邮递

员问题 , 已有比较好的算法 ,我们不去介绍它了。

注   记

希望进一步了解图的基本理论、图与网络的优化问题的算法和应用的读者 , 可参考参考资料 [ 1 ]、

[2]、[5 ]、[6]、[ 7]、[9 ]、[ 12]、[ 13]、[ 21]、[ 22 ]、[ 23 ]。参考资料 [ 4 ]、[ 8 ]是两本供数学系和计算机系专

业的研究生使用的教材 ,较全面地介绍图论及其应用中的基本概念 , 基本理论 , 以及近期的研究方向进

展的问题。 [11]是一本关于网络流理论和应用的很好入门书。在 [1 ]、[ 9 ]、[14 ]中 , 作者们介绍了 Ed-

monds-Karp、Dinitz、Karzanov 等人给出的求最大流的改进算法。关于最小费用流问题 , Tardos 等人相

继提出了更好的算法 ,可参考 [3 ] , 该书全面系统地介绍了网络流及与之有关的若干图上的优化问题的

理论、算法和应用。 [15]是从实用的角度介绍网络流的概念、算法、计算程序及应用例子 , 涉及带增益函

数的广义网络流、凸与凹费用函数下的最小费用流等。可供实际工作者参考。

中国邮递员问题的改进算法是 Edmonds 给出的。其算法涉及图的对集 ( ma tching)问题。[ 19 ]是一

本关于对集理论的专著 ,详尽地介绍了对集及其推广的概念、重要成果、算法以及对集与网络流、线性规
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划、拟阵等分支的联系。 [10]是一本关于欧拉图与有关论题的专著。

网络优化是一类组合优化问题。关于一般组合最优化的基本理论、算法及算法分析 , 可参考 [ 16 ]、

[17 ]、[ 20 ]。网络优化中 , 一个有名的问题是所谓旅行推销员问题 ( Traveling Salesman P roblem ) (也称

为货郎担问题 ) : 一个推销员要到若干个城市推销产品 ,然后回到出发点。已知每两个城市之间的距离 ,

他应如何选择其旅行路线 ,使每个城市经过一次且仅仅一次 , 并且总的行程最短 ? 表面上看 , 这个问题

与中国邮递员问题很相似 ,但实际上 ,这是一个非常困难的问题 , 至今没有一个求最优旅行路线的有效

方法。由 Lawler 等人编著的 [18 ]全面地介绍了这个问题的历史、概况、理论发展和算法分析。

习   题

10. 1  证明如下序列不可能是某个简单图的次的序列 :

(1 ) 7 ,6 ,5 ,4 ,3 ,2。

(2 ) 6 ,6 ,5 ,4 ,3 ,2 ,1。

(3 ) 6 ,5 ,5 ,4 ,3 ,2 ,1。

10. 2  已知九个人 v1 , v2 , ⋯ , v9 中 , v1 和两人握过手 , v2 , v3 各和四个人握过手 , v4 ,

v5 , v6 , v7 各和五个人握过手 , v8 , v9 各和六个人握过手 , 证明这九个人中一定可以找出三

个人互相握过手。

10. 3  用破圈法和避圈法找出图 10 -37 的一个支撑树。

图  10 -37

10. 4  用破圈法和避圈法求图 10 -38 中各图的最小树。

图  10 -38
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10. 5  已知世界六大城市 : ( Pe ) , ( N ) , ( Pa ) , ( L ) , ( T ) , ( M )。试在由表 10-2所示交

通网络的数据中确定最小树。

表  10-2

城市 Pe T Pa M N L

Pe × 13 k51 ¸77 �68 R50 –

T 13 �× 60 ¸70 �67 R59 –

Pa 51 �60 k× 57 �36 R2 –

M 77 �70 k57 ¸× 20 R55 –

N 68 �67 k36 ¸20 �× 34 –

L 50 �59 k2 ¸55 �34 R×

10. 6  有九个城市 v1 , v2 , ⋯ , v9 ,其公路网如图 10 -39 所示。弧旁数字是该段公路的

长度 ,有一批货物从 v1 运到 v9 ,问走哪条路最短 ?

图  10 -39 图  10 -40

  10. 7  用 Dijkst ra 方法求图 10 -40 中从 v1 到各点的最短路。

10. 8  求图 10 -41 中从 v1 到各点的最短路。

10. 9  在图 10 -42 中

(1 ) 用 Dijkstra 方法求从 v1 到各点的最短路 ;

(2 ) 指出对 v1 来说哪些顶点是不可到达的。

图  10 -41 图  10 -42

  10. 10  求图 10 -43 中从任意一点到另外任意一点的最短路。
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图  10 -43 图  10 -44

  10. 11  在如图 10 -44 所示的网络中 , 每弧旁的数字是 ( ci j , f i j ) 。

(1 ) 确定所有的截集 ;

(2 ) 求最小截集的容量 ;

(3 ) 证明指出的流是最大流。

10. 12  求如图 10 -45 所示的网络的最大流 (每弧旁的数字是 ( ci j , f i j ) )。

10. 13  求如图 10 -46 所示的网络的最大流。

图  10 -45 图  10 -46

  10. 14  两家工厂 x1 和 x2 生产一种商品 ,商品通过如图 10 -47 所示的网络运送到市

场 y1 , y2 , y3 ,试用标号法确定从工厂到市场所能运送最大总量。

10. 15  求如图 10 -48 所示的网络的最小费用最大流 , 每弧旁的数字是 ( bi j , ci j )。

图  10 -47 图  10 -48

  10. 16  求解如图 10 -49 所示的中国邮递员问题。

10. 17  设 G = ( V , E) 是一个简单图 ,令δ( G) = min
v∈ V

{ d( v) }( 称δ( G)为 G 的最小次 )。

证明 :

(1 ) 若δ( G)≥2 , 则 G必有圈 ;

(2 ) 若δ( G)≥2 , 则 G必有包含至少δ( G) + 1 条边的圈。
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10. 18  设 G 是一个连通图 ,不含奇点。证明 : G 中不含割边。

图  10 -49

10. 19  给一个连通赋权图 G,类似于求 G 的最小支

撑树的 Kruskal 方法 , 给出一个求 G 的最大支撑树的

方法。

10. 20  下述论断正确与否 : 可行流 f 的流量为零 ,

即 v( f ) = 0 , 当且仅当 f 是零流。

10. 21  设 D = ( V , A , C) 是一个网络。证明 : 如果 D

中所有弧的容量 c i j 都是整数 , 那么必存在一个最大流 f = { f i j } , 使所有 f i j 都是整数。

10. 22  已知有六台机床 x1 , x2 , ⋯ , x6 , 六个零件 y1 , y2 ,⋯ , y6 。机床 x1 可加工零件

y1 ; x2 可加工零件 y1 , y2 ; x3 可加工零件 y1 , y2 , y3 ; x4 可加工零件 y2 ; x5 可加工零件 y2 ,

y3 , y4 ; x6 可加工零件 y2 , y5 , y6 。现在要求制定一个加工方案 , 使一台机床只加工一个零

件 ,一个零件只在一台机床上加工 , 要求尽可能多地安排零件的加工。试把这个问题化为

求网络最大流的问题 ,求出能满足上述条件的加工方案。

参 考 资 料

[1]  田丰 ,马仲蕃 . 图与网络流理论 . 北京 : 科学出版社 , 1987

[2]  谢金星 ,邢文顺 . 网络优化 . 北京 :清华大学出版社 , 2000

[3]  A huja R K , Magnanti T L & Orlin J B . Network F low s T heory A lgori thms and A p plications .

Prentice- H all , 1993

[4]  Bollobas B .Modern Grap h T heory .G rad Texts Ma th .184 , Springer , 1998

[5]  Bondy J A & Murty U S R . Graph Theor y wi th A p plications .The Macmillan P ress , 1976

吴望名 ,李念祖等译 . 图论及其应用 . 北京 : 科学出版社 , 1984

[6]  Char trand G & Oellermann O R . Ap plied and A lgorithmic Graph T heor y .McGraw- Hill , 1993

[7]  Deo N . Graph T heor y with Ap plicat ions in Engineering and Com puter Science .P rentice- Hall,

1974

[8]  Diestel R . Graph T heor y . G rad . T exts Math .173 , Springer- Verlag , 2000

[9]  Even S . Grap h A lgorith ms .Computer Science Press , 1979

[10 ]  Fleischner H .Eulerian Grap hs and Related Topics .Ann .Dis .Math .45 , North Holland , Amster-

dam , 1990

[11 ]  Ford L R & Fulkerson D R .F low s in Networks .P rinceton Univer sity Press , 1962

[12 ]  Foulds L R . Gra ph T heory Ap plications .Springer- Velag , 1992

[13 ]  Gibbons A . Algorithmic Gra ph T heory .Cambridge University Press , 1985

[14 ]  H u T C .Combinatorial A lgori thms .Addison-Wesley Publish ing Company , 1982

[15 ]  Jensen P A & Barnes J W .Network Flow Prog ramming .John Wiely & Sons , 1980

孙东川译 . 网络流规划 . 北京 :科学出版社 , 1988

[16 ]  Korte B & Vygen J .Combinatoria l Optimiz ation .T heory an d A lgorithms .Springer , 1991

[17 ]  Lawler E L . Combinatoria l O ptimiz ation : Networks and Matroids .H olt Rinehart and Winston ,

1976

[18 ]  Lawler E L , Lenstra J K & Rinooy- Kan A H G . T he Travel ing S alesman Problem .Wiley-In ter-

science .John Wiley & Sons , 1985

[19 ]  Lovasz L & Plummer M D .Matching Theor y .Elsevier Science Publishing Company Inc , 1986

·582·



[20 ]  Papadimitr iou C H & Steig litz K .Combinatoria l O ptimiz ation . A lgorith ms and Com plex it y .

P rentice- Hall, 1982

刘振宏 , 蔡茂诚译 . 组合最优化 :算法和复杂性 . 北京 :清华大学出版社 , 1988

[21 ]  Swamy M N S & Thulasiraman K .Gra phs Networks and A lgorith ms .Wiley-Inter science , John

Wiley & Sons , 1981

[22 ]  West D B .I ntroduction to Graph T heory .Prentice- H all , 1993

[23 ]  Wilson R J & Beineke W L .A p plications o f Gra ph T heory . Academic P ress , 1979

·682·



第 11 章  网 络 计 划

当前 ,世界上工业发达国家都非常重视网络计划技术在现代管理中的应用。它已被

许多国家公认为当前最为行之有效的管理方法之一。国外多年实践证明 , 应用网络计划

技术组织与管理生产和项目一般能缩短工期 20%左右 , 降低成本 10 %左右。

美国是网络计划技术的发源地。美国政府于 1962 年规定 , 凡与政府签订合同的企

业 ,都必须采用网络计划技术 , 以保证工程进度和质量。1974 年麻省理工学院调查指出 :

“绝大部分美国公司采用网络计划编制施工计划”。目前 , 美国基本上实现了用计算机绘

画、优化计算和资源平衡、项目进度控制 ,实现了计划工作自动化。以后又提出了新的网

络计划技术 ,如图示评审技术 ( GE RT ) , 风险评审技术 ( VER T) 等。

我国应用网络计划技术是从 20 世纪 60 年代初期开始。著名科学家钱学森将网络计

划方法引入我国 ,并在航天系统应用。著名数学家华罗庚在综合研究各类网络方法的基

础上 ,结合我国实际情况加以简化 , 于 1965 年发表了《统筹方法平话》, 为推广应用网络计

划方法奠定了基础。近几年 ,随着科技的发展和进步 , 网络计划技术的应用也日趋得到工

程管理人员的重视 ,且已取得可观的经济效益。如上海宝钢炼铁厂 1 号高炉土建工程施

工中 ,应用网络法 , 缩短工期 21% , 降低成本 9. 8%。广州白天鹅宾馆在建设中 , 运用网络

计划技术 ,工期比外商签订的合同提前四个半月 , 仅投资利息就节约 1000 万港元。为在

我国推广普及网络计划技术 ,我国建设部公布了《工程网络计划技术规程》, 以便统一技术

术语、符号、代号和计算规范。特别近几年来 , 微机的普及和网络计划软件的不断更新换

代。这些为在国内大范围推广网络计划技术创造了条件。

第 1 节  网络计划图

网络计划图的基本思想是 ,首先应用网络计划图来表示工程项目中计划要完成的各项

工作 ,完成各项工作必然存在先后顺序及其相互依赖的逻辑关系 ;这些关系用节点、箭线来

构成网络图。网络图是由左向右绘制 , 表示工作进程 ,并标注工作名称、代号和工作持续时

间等必要信息。通过对网络计划图进行时间参数的计算 ,找出计划中的关键工作和关键线

路;通过不断改进网络计划 ,寻求最优方案 ,以求在计划执行过程中对计划进行有效的控制

与监督 , 保证合理地使用人力、物力和财力 ,以最小的消耗取得最大的经济效果。

1. 1  基本术语

网络计划图是在网络图上标注时标和时间参数的进度计划图 , 实质上是有时序的有

向赋权图。表述关键路线法 ( CP M )和计划评审技术 ( P ER T )的网络计划图没有本质的区

别 ,它们的结构和术语是一样的。仅前者的时间参数是确定型的 , 而后者的时间参数是不

确定型的。于是统一给出一套专用的术语和符号。

(1 ) 节点、箭线是网络计划图的基本组成元素。箭线是一线段带箭头的实射线

·782·



(用“→”表示 ) ,节点是箭线两端的连接点 ( 用“○”或“□”表示 )。

(2 ) 工作 ( 也称工序、活动、作业 ) , 将整个项目按需要粗细程度分解成若干需要耗费

时间或需要耗费其他资源的子项目或单元。它们是网络计划图的基本组成部分。

(3 ) 描述工程项目网络计划图有两种表达的方式 : 双代号网络计划图和单代号网络

计划图。双代号网络计划图在计算时间参数时 ,又可分为工作计算法和节点计算法。

(4 ) 双代号网络计划图。在双代号网络计划图中 , 用箭线表示工作 , 箭尾的节点表示

工作的开始点 ,箭头的节点表示工作的完成点。用 ( i- j ) 两个代号及箭线表示一项工作 ,

在箭线上标记必需的信息 ,如图 11 -1 所示。

图  11 -1

箭线之间的连接顺序表示工作之间的先后开工的逻辑关系。

(5 ) 单代号网络计划图。用节点表示工作 , 箭线表示工作之间的先完成与后完成的

关系为逻辑关系。在节点中标记必需的信息 ,如图 11 -2 所示。

图  11 -2

1. 2  双代号网络计划图

这里主要介绍双代号网络计划图的绘制和按工作计算时间参数的方法。以下通过例

题来说明网络计划图的绘制和时间参数的计算。

例 1  开发一个新产品 ,需要完成的工作和先后关系 ,各项工作需要的时间汇总在逻

辑关系表中 ,见表11 -1。要求编制该项目的网络计划图和计算有关参数 , 根据表 11 -1中

数据 ,绘制网络图 , 见图 11 -3。

表  11 -1

序号 工作名称 工作代号 工作持续时间 (天 ) 紧后工作

1 «产品设计和工艺设计 A 60 îB , C, D, E

2 «外购配套件 B 45 îL

3 «锻件准备 C 10 îF

4 «工装制造 1 šD 20 îG , H

5 «铸件 E 40 îH

6 «机械加工 1 šF 18 îL

7 «工装制造 2 šG 30 îK

8 «机械加工 2 šH 15 îL

9 «机械加工 3 šK 25 îL

10 Â装配与调试 L 35 î/
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图  11 -3

  为了正确表述工程项目中各个工作的相互连接关系和正确绘制网络计划图 , 应遵循

以下规则和术语 :

1. 网络计划图的方向、时序和节点编号

网络计划图是有向、有序的赋权图 , 按项目的工作流程自左向右地绘制。在时序上反

映完成各项工作的先后顺序。节点编号必须按箭尾节点的编号小于箭头节点的编号来标

记。在网络图中只能有一个起始节点 ,表示工程项目的开始。一个终点节点 , 表示工程项

目的完成。从起始节点开始沿箭线方向顺序自左往右 ,通过一系列箭线和节点 , 最后到达

终点节点的通路 ,称为线路。

2. 紧前工作和紧后工作

紧前工作是指紧排在本工作之前的工作。紧后工作是指紧排在本工作之后的工作。

如图 11 -3 中 , 只有工作 A 完成后工作 B , C, D , E 才能开始 , 工作 A 是 B , C, D, E 的紧前

工作 ;而工作 B, C, D , E 则是工作 A 的紧后工作。从起始节点至本工作之前在同一线路

的所有工作 ,称为先行工作 ; 自本工作到终点节点在同一线路的所有工作 ,称为后继工作。

工作 G的先行工作有工作 A , D; 工作 K , L 是工作 G 的后继工作。

3. 虚工作

在双代号网络计划图中 , 只表示相邻工作之间的逻辑关系 , 不占用时间和不消耗人

力、资金等的虚设的工作。虚工作用虚箭线 表示。如在图 11 -3 中④ ⑤只表示工

作 D 完成后 ,工作 H 才能开始。

4. 相邻两节点之间只能有一条箭线连接 ,否则将造成逻辑上的混乱

如图 11 -4 是错误的画法 , 为了使两节点之间只有一条箭线 , 可增加一个节点②′, 并

增加一项虚工作②′⋯→②。图 11 -5 是正确的画法。
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图  11 -4

应当改成

图  11 -5

5. 网络计划图中不能有缺口和回路

在网络计划图中严禁出现从一个节点出发 , 顺箭线方向又回到原出发节点 , 形成回

路。回路将表示这工作永远不能完成。网络计划图中出现缺口 , 表示这些工作永远达不

到终点。项目无法完成。

6. 平行工作

可与本工作同时进行的工作。

7. 起始节点与终点节点

在网络计划图中只能有一个起始节点和一个终点节点。当工程开始或完成时存在几

个平行工作时 ,可以用虚工作将它们与起始节点或终点节点连接起来。

8. 线路

网络图中从起点节点沿箭线方向顺序通过一系列箭线与节点 , 最后到达终点节点的

通路。本例中有五条线路。并可以计算出各线路的持续时间 ,见表 11 -2。

表  11 -2

线路 线路的组成 各工作的持续时间之和 (天 )

1 �①→②→⑦→⑧ 60 + 45 + 35 = 140 /

2 �①→②→③→⑦→⑧ 60 + 10 + 18 + 35 = 123 è

3 �①→②→④→⑥→⑦→⑧ 60 + 20 + 30 + 25 + 35 = 170 ¡

4 �①→②→④→⑤→⑦→⑧ 60 + 20 + 15 + 35 = 130 è

5 �①→②→⑤→⑦→⑧ 60 + 40 + 15 + 35 = 150 è

从网络图中可以计算出各线路的持续时间。其中有一条线路的持续时间最长线路是

关键路线 ,或称为主要矛盾线。关键路线上的各工作为关键工作。因为它的持续时间就

决定了整个项目的工期。关键路线的特征以后再进一步阐述。

9. 网络计划图的布局

尽可能将关键路线布置在网络计划图的中心位置 , 按工作的先后顺序将联系紧密的

工作布置在邻近的位置。为了便于在网络计划图上标注时间等数据 , 箭线应是水平线或

具有一段水平线的折线。在网络计划图上附有时间坐标或日历进程。

10. 网络计划图的类型

(1 ) 总网络计划图 , 以整个项目为计划对象 ,编制网络计划图。供决策领导层使用。
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(2 ) 分级网络计划图 , 这是按不同管理层次的需要 , 编制的范围大小不同 , 详细程度

不同的网络计划图 ,供不同管理部门使用。

(3 ) 局部网络计划图 , 将整个项目某部分为对象 , 编制更详细的网络计划图 , 供专业

部门使用。

当用计算机网络计划软件编制时 ,在计算机上可进行网络计划图分解与合并。网络

计划图详细程度 ,可以根据需要 , 将工作分解为更细的子工作 , 也可以将几项工作合并为

综合的工作 ,以便显示不同粗细程度的网络计划。

第 2 节  网络计划图的时间参数计算

网络计划的时间参数计算有几种类型 :双代号网络计划有工作计算法和节点计算法 ;

单代号网络计划有节点计算法。以下仅介绍工作计算法 ,其他的计算法可参考《工程网络

计划技术规程》( JGJ/ T121-99) 。

网络图中工作的时间参数 , 它们是 : 工作持续时间 ( D) , 工作最早开始时间 ( E S) , 工

作最早完成时间 ( EF) ; 工作最迟开始时间 ( L S) , 工作最迟完成时间 ( L F) ; 工作总时差

( T F)和工作自由时差 ( FF) 。

2. 1  工作持续时间 D

工作持续时间计算是一项基础工作 ,关系到网络计划是否能得到正确实施。为了有

效地使用网络计划技术 ,需要建立相应的数据库。这需要专项讨论的问题。这里简述计

算工作持续时间的两类数据和两种方法。

1. 单时估计法 (定额法 )

每项工作只估计或规定一个确定的持续时间值的方法。一般有工作的工作量 , 劳动

定额资料以及投入人力的多少等 ,计算各工作的持续时间 ;

工作持续时间 : D =
Q

R· S· n

Q———工作的工作量。以时间单位表示 , 如小时 ,或以体积、质量、长度等单位表示 ;

R———可投入人力和设备的数量 ;

S———每人或每台设备每工作班能完成的工作量 ;

n———每天正常工作班数。

当具有类似工作的持续时间的历史统计资料时 ,可以根据这些资料 , 采用分析对比的

方法确定所需工作的持续时间。

2. 三时估计法

在不具备有关工作的持续时间的历史资料时 ,在较难估计出工作持续时间时 , 可对工

作进行估计三种时间值 ,然后计算其平均值。这三种时间值是 :

乐观时间———在一切都顺利时 ,完成工作需要的最少时间 , 记作 a。
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最可能时间———在正常条件下 ,完成工作所需要的时间。记作 m。

悲观时间———在不顺利条件下 ,完成工作需要最多的时间 , 记作 b。

显然上述三种时间发生都具有一定的概率 ,根据经验 , 这些时间的概率分布认为是正

态分布。一般情况下 ,通过专家估计法 , 给出三时估计的数据。可以认为工作进行时出现

最顺利和最不顺利的情况比较少 ,较多是出现正常的情况。按平均意义可用以下公式计

算工作持续时间值 : D =
a + 4 m + b

6
; 方差σ

2
=

b - a
6

2

。

2. 2  计算关系式

这些时间参数的关系可以用图 11 -6 表示工作的关系状态。手工计算可在网络图上

进行 ,计算步骤为 :

(1 ) 计算各路线的持续时间 ( 见表 11 -2 )。

(2 ) 按网络图的箭线的方向 , 从起始工作开始 ,计算各工作的 E S , E F。

(3 ) 从网络图的终点节点开始 , 按逆箭线的方向 ,推算出各工作的 L S, L F。

(4 ) 确定关键路线 ( CP)。

(5 ) 计算 T F, FF。

(6 ) 平衡资源。

图  11 -6

例 1  计算各工作的时间参数 ,并将计算结果记入网络计划图的相应工作的□中 , 见

图 11 -7。

图  11 -7
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1. 工作最早开始时间 ES 和工作最早完成时间 EF 的计算

利用网络计划图 ,从网络计划图的起始点开始 , 沿箭线方向依次逐项计算。第一项工

作的最早开始时间为 0 , 记作 ESi - j = 0。 ( 起始点 i = 1 )。第一件工作的最早完成时间

EF1 - j = E S1 - j + D1 - j 。第一件工作完成后 ,其紧后工作才能开始。它工作最早完成时间

EF 就是其紧后工作最早开始时间 E S。本工作的持续时间 D。表示为 :

EFi - j = E Si - j + Di - j。

计算工作的 E S 时 ,当有多项紧前工作情况下 , 只能在这些紧前工作中都完成后才能

开始。因此本工作的最早开始时间是 : E S = max ( 紧前工作的 E F) 其中 E F = ES + 工作

持续时间 D , 表示为 :

E Si - j = maxh ( EFh - i ) = maxh ( E Sh - i + Dh - i ) ,

例 1 的 E S, EF 计算值在表 11 -3 的③ ,④列中。

表  11 -3

工作 i - j 持续时间 Di - j 最早开始时间 ESi - j 最早完成时间 EFi - j

① ② ③ ④ =③ +②

A(1 - 2) 60 ³ES1 - 2 = 0 aEF1 - 2 = ES1 - 2 + D1 - 2 = 0 + 60 = 60 ¨

B(2 - 7) 45 ³ES2 - 7 = EF1 - 2 = 60 ÀEF2 - 7 = ES2 - 7 + D2 - 7 = 60 + 45 = 105 ú

C(2 - 3) 10 ³ES2 - 3 = EF1 - 2 = 60 ÀEF2 - 3 = ES2 - 3 + D2 - 3 = 60 + 10 = 70 Ñ

D(2 - 4) 20 ³ES2 - 4 = EF1 - 2 = 60 ÀEF2 - 4 = ES2 - 4 + D2 - 4 = 60 + 20 = 80 Ñ

E(2 - 5) 40 ³ES2 - 5 = EF1 - 2 = 60 ÀEF2 - 5 = ES2 - 5 + D2 - 5 = 60 + 40 = 100 ú

E′(4 - 5) 0(虚工作) ES4 - 5 = EF2 - 4 = 80 ÀEF4 - 5 = ES4 - 5 + D4 - 5 = 80 + 0 = 80 ¨

F(3 - 7) 18 ³ES3 - 7 = EF2 - 3 = 70 ÀEF3 - 7 = ES3 - 7 + D3 - 7 = 70 + 18 = 88 Ñ

G(4 - 6) 30 ³ES4 - 6 = EF2 - 4 = 80 ÀEF4 - 6 = ES4 - 6 + D4 - 6 = 80 + 30 = 110 ú

H(5 - 7) 15 ³
ES5 - 7 = max( EF2 - 5 , EF4 - 5 )

= EF2 - 5 = 100 �
EF5 - 7 = ES5 - 7 + D5 - 7 = 100 + 15 = 115 #

K(6 - 7) 25 ³ES6 - 7 = EF4 - 6 = 110 éEF6 - 7 = ES6 - 7 + D6 - 7 = 110 + 25 = 135 #

L(7 - 8) 35 ³

ES7 - 8 = max ( EF2 - 7 , EF3 - 7 , EF6 - 7 ,

EF5 - 7 )

= EF6 - 7 = 135 �

EF7 - 8 = ES7 - 8 + D7 - 8 = 135 + 35 = 170 #

利用双代号的特征 , 很容易在表中确定某工作的紧前工作和紧后工作。凡是后续

工作的箭尾代号与某工作的箭头代号相同者 , 便是它的紧后工作 ; 凡是先行工作的箭

头代号与某工作的箭尾代号相同者 , 便是它的紧前工作。在表 11 -3 中首先填入①、②

两列数据 ,然后由上往下计算 ES 与 EF。若某工作 ( i - j )的先行工作中存在几个 ( h - i) ,
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从中选择最大的 E Fh - i进行计算 E S i - j = maxh [ E Fh - i ] ,即计算 E Fi - j , 如计算 E S7 - 8 时 , 可

从表 11 -3的④列已有的 EF6 - 7 , EF5 - 7 , EF3 - 7 中找到最大的 EF6 - 7 = 135。将它填入

表 11 -3的③列 ,对应的 L(7 - 8) 行即可。如此计算也很方便。

2. 工作最迟开始时间 L S与工作最迟完成时间 L F

应从网络图的终点节点开始 ,采用逆序法逐项计算。即按逆箭线方向 , 依次计算各工

作的最迟完成时间 L F 和最迟开始时间 LS , 直到第一项工作为止。网络图中最后一项工

作 ( i - n) ( j = n)的最迟完成时间应由工程的计划工期确定。在未给定时 , 可令其等于其

最早完成时间 ,即 L Fi - n = E Fi - n 。 EFi - n 由表 11 -3 中的计算结果是已知的了 , 并且应当

小于或等于计划工期规定的时间 Tr 。

L F = min(紧后工作的 L S) , L S = L F - 工作持续时间 D

其他工作的最迟开始时间 LSi - j = L Fi - j - Di - j ; 当有多个紧后工作时 ,最迟完成时间

L F = min(紧后工作的 L S) ,或表示为 L Fi - j = min k ( L Fj - k - D j - k )。

可在表 11 -4 中进行。计算从下到上地进行 , 从工作 ( 7 -8 ) 开始 , 令表 11 -4 的⑤列最

后一行 L F7 - 8 = EF7 - 8 = 170。

表  11 -4

工作

i - j

持续时间

Di - j

最迟完成时间

L Fi - j = min( LS j - k )

最迟开始时间

LS i - j = LFi - j - Di - j

总时差 TFi - j

= LSi - j - ES i - j

自由时差

FF i - j = ES i - k - EFi - j

① ② ⑤ ⑥ = ⑤ - ② ⑦ = ⑥ - ③ ⑧

A(1 - 2 ) 60 tLF1 - 2 = LS2 - 4 = 60 ?LS1 - 2 = LF1 - 2 - 60 = 60 - 60 = 0 >0 - 0 = 0 ;FF1 - 2 = ES2 - 3 - E F1 - 2 = 0 �

B(2 - 7) 45 tLF2 - 7 = LS7 - 8 = 135 ^LS2 - 7 = LF2 - 7 - 45 = 135 - 45 = 90 |90 - 60 = 30 jFF2 - 7 = ES7 - 8 - E F2 - 7 = 135 - 105 = 30 c

C(2 - 3) 10 tLF2 - 3 = LS3 - 7 = 117 ^LS2 - 3 = LF2 - 3 - 10 = 117 - 10 = 107 ›107 - 60 = 47 yFF2 - 3 = ES3 - 7 - E F2 - 3 = 70 - 70 = 0 �

D(2 - 4 ) 20 tLF2 - 4 = LS4 - 6 = 80 ?LS2 - 4 = LF2 - 4 - 20 = 80 - 20 = 60 ]60 - 60 = 0 ZFF2 - 4 = ES4 - 6 - E F2 - 6 = 80 - 80 = 0 �

E(2 - 5) 40 tLF2 - 5 = LS5 - 7 = 120 ^LS2 - 5 = LF2 - 5 - 40 = 120 - 40 = 80 |80 - 60 = 20 jFF2 - 5 = ES5 - 7 - E F2 - 5 = 100 - 100 = 0 =

F(3 - 7) 18 tLF3 - 7 = LS7 - 8 = 135 ^LS3 - 7 = LF3 - 7 - 18 = 135 - 18 = 117 ›117 - 70 = 47 yFF3 - 7 = ES7 - 8 - E F3 - 7 = 135 - 88 = 47 D

G(4 - 6) 30 tLF4 - 6 = LS6 - 7 = 110 ^LS4 - 6 = LF4 - 6 - 30 = 110 - 30 = 80 |80 - 80 = 0 ZFF4 - 6 = ES6 - 7 - E F4 - 6 = 110 - 110 = 0 D

H(5 - 7) 15 tLF5 - 7 = LS7 - 8 = 135 ^LS5 - 7 = LF5 - 7 - 15 = 135 - 15 = 120 ›120 - 100 = 20 ‰FF5 - 7 = ES7 - 8 - E F5 - 7 = 135 - 115 = 20 c

K( 6 - 7) 25 tLF6 - 7 = LS7 - 8 = 135 ^LS6 - 7 = LF6 - 7 - 25 = 135 - 25 = 110 ›110 - 110 = 0 yFF6 - 7 = ES7 - 8 - E F6 - 7 = 135 - 135 = 0 D

L(7 - 8) 35 tLF7 - 8 = E F7 - 8 = 170 fLS7 - 8 = LF7 - 8 - 35 = 170 - 35 = 135 ›135 - 135 = 0 yFF7 - 8 = T - 170 = 170 - 170 = 0 6

于是可计算出 E F7 - 8 = L F7 - 8 - D7 - 8 = 135。工作 L( 7 -8 ) 的紧前工作的箭尾代号与

工作 L(7 -8 )的箭头代号是相同的 ,这里有 K(6 - 7 ) , H ( 5 - 7 ) , F( 3 - 7 ) , B(2 - 7 ) ; 它们

只有唯一的紧后工作 L(7 - 8) , 所以 L F6 - 7 , L F5 - 7 , L F3 - 7 , L F2 - 7 都等于 L F7 - 8 = 135。填

入表 11 -4⑤列的相应行即可。当具有多个紧后工作时 ,如要计算 LF1 - 2 时 ,先查 A(1 - 2)的

紧后工作有几个 ,从代号可以看到是 B(2 - 7) , C(2 - 3) , D(2 - 4) , E( 2 - 5) ,对应的有 LS2 - 7

= 90, LS2 - 3 = 107 , LS2 - 4 = 60 , LS2 - 5 = 80。其中最小的是 60 ,即 L F1 - 2 = LS2 - 4 = 60。

3. 工作时差

工作时差是指工作有机动时间。常用有两种时差 ,即工作总时差和工作自由时差。
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(1 ) 工作总时差 T Fi - j

T Fi - j是指在不影响工期的前提下 , 工作所具有的机动时间 , 按工作计算法计算。在

表 11 -4 中⑦ = ⑥ - ③的数据。

T Fi - j = EFi - j - E Si - j - Di - j = L Si - j - E Si - j 或 T F i - j = L Fi - j - EFi - j

注意 :工作总时差往往为若干项工作共同拥有的机动时间 , 如工作 ( 2 - 3 ) 和工

作 (3 - 7) ,其工作总时差为 47 ,当工作 (2 - 3)用去一部分机动时间后 , 工作 ( 3 - 7 )的机动

时间将相应地减少。

(2 ) 工作自由时差 F F

工作自由时差是指 : 在不影响其紧后工作最早开始的前提下 , 工作所具有的机动

时间。

FFi - j = ESj - k - E Si - j - Di - j ;或 FFi - j = E Sj - k - E Fi - j

计算结果见表 11 -4⑧和图 11 -7。工作自由时差是某项工作单独拥有的机动时间 ,其

大小不受其他工作机动时间的影响。

关键路线的特征 :在线路上从起点到终点都由关键工作组成。在确定型网络计划中

是指线路中工作总持续时间最长的线路。在关键线路上无机动时间 , 工作总时差为零。

在非确定型网络计划中是指估计工期完成可能性最小的线路。

第 3 节  时标网络计划图

时间坐标简称时标。时标在网络计划图的上方或下方 , 用以表示工程进度时间的坐

标轴。根据需要规定时间单位为 :小时、天、周、月或季。标注有时间坐标的网络计划图称

为时标网络计划图。在该图中箭线的长度就表示工作持续时间的长度。在图中可以用实

粗箭线或实红色的箭线表示关键工作和关键线路 ,并且可用不同的线型表示出工作的总

时差和自由时差 ,例 1 的时标网络计划图如图 11 -8 所示。

图  11 -8
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第 4 节  网络计划的优化

绘制网络计划图 ,计算时间参数和确定关键线路 , 仅得到一个初始计划方案。然后根

据上级要求和实际资源的配置 ,需要对初始方案进行调整和完善 , 即进行网络计划优化。

目标是综合考虑进度 ,合理利用资源 , 降低费用等。

4. 1  工期优化

若网络计划图的计算工期大于上级要求的工期时 ,必须根据要求计划的进度 , 缩短工

程项目的完工工期。主要采取以下措施 ,增加对关键工作的投入 , 以便缩短关键工作的持

续时间 ,实现工期缩短。

(1 ) 采取技术措施 , 提高工效 ,缩短关键工作的持续时间 , 使关键线路的时间缩短。

(2 ) 采取组织措施 , 充分利用非关键工作的总时差 , 合理调配人力、物力和资金等

资源。

4. 2  资源优化

在编制初始网络计划图后 , 需要进一步考虑尽量利用现有资源的问题。即在项目

的工期不变的条件下 ,均衡地利用资源。实际工程项目包括工作繁多 , 需要投入资源种

类很多 , 均衡地利用资源是很麻烦的事 , 要用计算机来完成。为了简化计算 , 具体操作

如下 :

(1 ) 优先安排关键工作所需要的资源。

(2 ) 利用非关键工作的总时差 , 错开各工作的开始时间 ,避开在同一时区内集中使用

同一资源 ,以免出现高峰。

(3 ) 在确实受到资源制约 , 或在考虑综合经济效益的条件下 , 在许可时 , 也可以适当

地推迟工程的工期。实现错开高峰的目的。

下面通过例 1 的例子说明平衡人力资源的方法。假设在例 1 中 , 现有机械加工工人

数 65 人 , 要完成工作 D、F、G、H、K。各工作需要工人人数列于表 11 -5。

表  11 -5

工作 持续时间 (天) 需要工人 (人数 ) 总时差 (天 )

D 20 {58 ×0 Å

F 18 {22 ×47 Å

G 30 {42 ×0 Å

H 15 {39 ×20 Å

K 25 {26 ×0 Å
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  由于机械加工工人人数的限制。若上述工作都按最早开始时间安排 , 在完成各关键

工作的 75 天工期中 , 每天需要机械加工工人人数如图 11 -9 所示。有 10 天需要 80 人 , 另

10 天需要 81 人。超过了现有机械工人人数的约束 , 必须进行调整。以虚线表示的非关

键路线上非关键工作 F、H 有机动时间 , 若将工作 F 延迟 10 天开工 , 就可以解决第

70～80天的超负荷问题 ; 将工作 H 推迟 10 天开工 , 可以解决第 100～110 天的超负荷问

题。于是新的负荷图 (见图 11 -10 ) 能满足机械工人的人数 65 人约束条件。以上人力资

源平衡是利用非关键工作的总时差 ,可以避开资源负荷的高峰。

避开资源负荷高峰时 ,可以采用将非关键工作分段作业或采用技术措施减少所需要

的资源 ,也可以根据计划规定适当延长项目的工期。

图  11 -9 图  11 -10

4. 3  时间—费用优化

编制网络计划时 ,要研究如何使完成项目的工期尽可能缩短 , 费用尽可能少 ; 或在保

证既定项目完成时间条件下 ,所需要的费用最少 ; 或在费用限制的条件下 , 项目完工的时

间最短。这就是时间—费用优化要解决的问题。完成一项目的费用可以分为两大类 :

1. 直接费用

直接与项目的规模有关的费用 ,包括材料费用 , 直接生产工人工资等。为了缩短工作

的持续时间和工期 ,就需要增加投入 , 即增加直接费用。

2. 间接费用

间接费用包括管理费等。一般按项目工期长度进行分摊 ,工期愈短 , 分摊的间接费用

就愈少。一般项目的总费用与直接费用、间接费用、项目工期之间存在一定关系 , 可以用

图 11 -11 表示。
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图 11 -11  工期与总费用的关系曲线

图中 : T1 ———最短工期 , 项目总费用最高 ;

T2 ———最佳工期 ;

T3 ———正常的工期。

当总费用最少工期短于要求工期时 ,这就是最佳工期。

进行时间 -费用优化时 , 首先要计算出不同工期下最低直接费用率 , 然后考虑相应的

间接费用。费用优化的步骤如下 :

(1 ) 计算工作费用增加率 ( 简称费用率 )

费用增加率是指缩短工作持续时间每一单位时间 (如一天 ) 所需要增加的费用。

按工作的正常持续时间计算各关键工作的费用率 ,通常可表示为 :

ΔCi - j =
CCi - j - C Ni - j

D N i - j - DCi - j

ΔCi - j ———工作 i - j 的费用率 ;

CCi - j ———将工作 i - j 持续时间缩短为最短持续时间后 , 完成该工作所需要的直接

费用 ;

CNi - j ———在正常条件下完成工作 i - j 所需要的直接费用 ;

D Ni - j———工作 i - j 正常持续时间 ;

DCi - j———工作 i - j 最短持续时间。

(2 ) 在网络计划图找出费用率最低的一项关键工作或一组关键工作作为缩短持续时

间的对象。其缩短后的值不能小于最短持续时间 ,不能成为非关键工作。

(3 ) 同时计算相应的增加的总费用 , 然后考虑由于工期的缩短间接费用的变化 ,在这

基础上计算项目的总费用。

重复以上步骤 ,直到获得满意的方案为止。

以下通过举例说明。已知项目的每天间接费用为 400 元 ,利用表 11 -6 中的已知资料 ,

按图 11 -6 安排进度 , 项目正常工期为 170 天 ,对应的项目直接费用为 68900 元 , 间接费用为

170×400 = 68000 元 ,项目总费用为 136900 元。这是在正常条件下进行的方案 ,称为 170 天

方案。若要缩短这方案的工期 ,首先从缩短关键路线上直接费用率最小的工作的持续时间 ,

在 170 天方案中关键工作 K, G 的直接费用率是最低。从表中可见这两项工作的持续时间

都只能缩短 10 天。由此总工期可以缩短到 170 - 10 - 10 = 150 天。按 150 天工期计算 ,这

时总直接费用增加到 68900 + (290×10 + 350×10) = 75300 元。由于缩短工期 ,可以减少间
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接费用 400×20 = 8000 元 , 工期为 150 天方案的总费用为 75300 + 60000 = 135300 元。与工

期 170 天方案相比 ,可以节省总费用 1600 元。

但在 150 天方案中已有两条关键路线 ,即

①→②→④→⑥→⑦→⑧与①→②→⑤→⑦→⑧

如果再缩短工期 ,工作的直接费用将大幅度增加。例如在 150 天方案的基础上再缩

短工期 10 天 , 成为 140 天方案。这时应选择工作 D, 缩短 10 天 ; 工作 H 缩短 5 天 (只能

缩短 5 天 ) , 工作 E 缩短 5 天。这时直接费用成为 75300 + 400×10 + 400×5 + 500×5 =

83800 元。间接费用为 140×400 = 56000 元 , 总费用为 139800 元。显然 140 天方案的总

费用比 150 天方案和 170 天方案的总费用都高。综合考虑 150 天方案为最佳方案。计算

结果汇总在表 11 -7 中。

表  11 -6

序号 工作代号
正常持续

时间(天 )

工作直接

费用(元 )

最短工作

时间 (天 )

工作直接

费用 (元)
费用率 (元/ 天 )

1 NA 60 •10000 *60 F10000 è/

2 NB 45 •4500 *30 F6300 è120 Y

3 NC 10 •2800 *5 F4300 è300 Y

4 ND 20 •7000 *10 F11000 è400 Y

5 NE 40 •10000 *35 F12500 è500 Y

6 NF 18 •3600 *10 F5440 è230 Y

7 NG 30 •9000 *20 F12500 è350 Y

8 NH 15 •3750 *10 F5750 è400 Y

9 NK 25 •6250 *15 F9150 è290 Y

10 NL 35 •12000 *35 F12000 è/

表  11 -7

工期方案 170 天方案 150 天方案 140 天方案

缩短关键工作 K , G D , H , E

缩短工作持续时间(天 ) 10 ,10 �10 , 5 ,5 	

直接费用 (元 ) 68900 z75300 �83800 ò

间接费用 (元 ) 68000 z60000 �56000 ò

总费用 (元 ) 136000 z135300 �139800 ò

第 5 节  网络计划软件

5. 1  概况

  20 世纪 60 年代 ,网络计划图用手工编制时 , 工作量很大 , 若遇到有些工作资源配置

有变化时 ,就需要及时修改网络计划图。这是非常麻烦的事 , 推广应用都存在很多困难。
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1980 年以后 , 微机开始普及起来 , 到 1983 年以后有了在微机上使用的网络计划的软件。

这之后经历了几次变革 ,网络计划的软件随计算机的更新换代而不断改进。目前网络计

划技术应用软件的水平 ,大约处在第五代。大多数软件是 Windows 操作系统。可以处理

表格及图形输入方式、图形横道图 ( Gant t 图 ) 带逻辑联线、单代号网络计划图、完成各种

数值计算等。第六代是面向对象的图形智能化的操作 , 并在不断完善。如我国梦龙科技

有限公司开发的智能项目动态控制软件 ,目前是国内工程领域中用户最多的项目进度控

制软件 ,它极易进行进度计划编制、进度计划优化、进度跟踪反馈、进度分析、控制等各方

面工作。

它可同时优化、计划、管理和控制多个项目 , 可以多方案分析比较、目标计划跟踪、可

实时监控。它利用先进的资源平衡来优化资源计划 , 采用图形化操作、双代号网络图 , 并

同时自动生成 7 种不同模式图、双代号网络图、单代号、逻辑图、单双混合图、横道图、时标

网络图 ,完全根据不同的需要来反映工程各种数据。

将整个项目作为一个系统加以处理 ,通过网络计划形式对整个系统统筹规划 , 并进行

有效的监控管理 ,解决项目上最关心的两个问题 : 进度和费用。

以网络计划为核心技术的梦龙智能项目管理动态控制系统 Mr Pert , 也正好体现了这

一点。它很好地解决了项目管理者关心的两个问题 :进度和费用 , 为有效地管理工程提供

了极大的方便。

大量的工程项目实践表明 ,应用网络计划技术管理后可以缩短建设周期 20% , 降低

工程成本 10% , 而编制网络计划所需费用仅为总费用的 0. 1%。

在三峡工程、50 周年大阅兵、“神舟”号研制和发射等众多的项目中 , 梦龙的 Mr Per t

系统得到很好的应用。

有关网络计划的计算机软件的开发和研究发展很快 , 现在已有不少商品化的软件。

国外的网络计划软件有 : Time Line , Project Scheduler , Microsoft P roject 等。如 Mi-

crosof t P roject 有若干不断改进的版本 ,但基本部分是大同小异的。学习和掌握使用可分

阶段进行 :初步了解和掌握使用、熟练掌握和灵活使用。它有一套术语 , 也可以分阶段的

熟悉它们。要全部掌握这些软件的使用是需要花一定时间的。编制大型工程项目网络计

划图 ,要掌握网络计划技术 , 必须要掌握有关网络计划软件的使用。否则网络计划图就失

去其实际控制进度的作用。以下作初步介绍 ,便于读者入门和引起兴趣。

5. 2  编制网络计划图前的准备工作

1. 项目的工作分解结构 ( work breakdown structu re , WBS)

  将一个项目按由粗到细的原则 , 分解为若干层次 , 一般是树状结构。分解的粗细程

度 ,取决于使用者的要求。最好将项目的工作分解层次多一些 ,细一些。这是一项基础工

作 , 要求项目的 WBS 应当是稳定的 ,然后确定工作的逻辑关系 , 列出工作逻辑关系表 , 如

表 11-1那样 , 但是要更详细。一旦经过有关部门审定后 , 不能随意变动。当将整个项目的

WBS 输入计算机后 ,软件可按使用者的需要 ,随时显示不同层次的纲目和细目。

将工作按逻辑关系表输入计算机后 , 软件能自动地给 WBS 的每组成部分指定识别

编号。计算机根据工作的识别编号进行运算。并按软件具有的功能 , 自动完成各种图表
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的绘制和有关参数的计算。

2. 数据

收集和整理对应项目工作分解结构各层次工作的数据。包括与计算工作持续时间有

关的数据 ,对应各工作的所需要资源及其经济指标 , 与计算项目经济指标有关的各工作的

费用数据 ,以便进行项目的时间—费用分析。

3. 熟悉有关网络计划软件的术语

不同软件的术语虽然有些不一样 ,但基本术语是相同的。掌握本章的基本术语后 , 就

比较容易理解不同软件中的术语。另一类是进一步分析用的术语 ,需要专门学习。

5. 3  软件的功能

网络计划软件一般都具有 :项目清单表、资源清单表、任务清单表、甘特图、网络图、项

目分解结构树形图、资源分布图、日历、各种分析报告或报表。图与表之间的数据是动态

连接的 ,保证数据输入或修改的一致性。当在任务清单表中输入项目的各工作与有关数

据后 ,软件自动生成甘特图 , 网络图根据日历中指定的项目开工日期 , 按规定的每月或周

的工作日和工作班数 ,计算出各工作的最早开始日期、最迟开始日期、最早结束日期和最

迟结束日期 ,并计算出关键路线和时差。软件具有平衡资源和优化资源利用的功能 , 根据

需要可打印出不同详细程度的网络计划图和有关报表。

1. 界面

一般软件都采用视窗界面 ,能显示带有时标的甘特图界面、网络计划图界面、资源平

衡界面、可指定日期的日历、资源配置表等 ,显示需要的计算结果 , 显示关键路线 ( CP M )。

2. 操作

软件启动后 ,软件具有操作提示或帮助 , 便于使用。可以修改初始数据 , 新增加工作

或删改已有工作。各工作的细化或合并 ,在界面上很容易实现。进行调整软件给出的图

表 ,编制需要的计算关系式和设计输出报表的格式。通过人—机交换 , 进一步分析网络和

优化网络等。

3. 输出结果

打印出网络计划图、甘特图 ( 横道图 )、资源平衡图、日历进度计划、分析报表等。有的

软件可允许使用者自行设计报表的格式和打印需要的内容。
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     七、排  队  论     

排队是在日常生活中经常遇到的现象 ,如顾客到商店购买物品、病人到医院看病常常

要排队。此时要求服务的人数超过服务机构 (服务台、服务员等 )的容量 , 也就是说 , 到达

的顾客不能立即得到服务 ,因而出现了排队现象。这种现象不仅在个人日常生活中出现 ,

电话局的占线问题 ,车站、码头等交通枢纽的车船堵塞和疏导 ,故障机器的停机待修 , 水库

水量的存储调节等都是有形或无形的排队现象。以下将要求服务的对象统称为顾客。由

于顾客到达和服务时间的随机性 ,可以说排队现象几乎是不可避免的。

如果增添服务设备 ,就要增加投资或发生空闲浪费 ; 如果服务设备太少 , 排队现象就

会严重 ,对顾客个人和对社会都会带来不利影响。因此 , 管理人员必须考虑如何在这两者

之间取得平衡 ,经常检查目前处理是否得当 , 研究今后改进对策 ,以期提高服务质量 , 降低

成本。

排队论 ( queueing theory )也称随机服务系统理论 , 就是为解决上述问题而发展的一

门学科 ,它研究的内容有下列三部分。

(1 ) 性态问题 , 即研究各种排队系统的概率规律性 , 主要是研究队长分布、等待时间

分布和忙期分布等 ,包括了瞬态和稳态两种情形。

(2 ) 最优化问题 , 又分静态最优和动态最优 ,前者指最优设计 , 后者指现有排队系统

的最优运营。

(3 ) 排队系统的统计推断 , 即判断一个给定的排队系统符合于哪种模型 , 以便根据排

队理论进行分析研究。

这里将介绍排队论的一些基本知识 ,分析几个常见的排队模型 , 最后将介绍排队系统

的最优化问题。

第 12 章  排  队  论

第 1 节  基 本 概 念

1. 1  排队过程的一般表示

  图 12-1 就是排队过程的一般模型。各个顾客由顾客源 ( 总体 ) 出发 , 到达服务机构

(服务台、服务员 )前排队等候接受服务 , 服务完成后就离开。排队结构指队列的数目和排

列方式 ,排队规则和服务规则是说明顾客在排队系统中按怎样的规则、次序接受服务的。

我们所说的排队系统就指图中虚线所包括的部分。
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图  12-1

在现实中的排队现象是多种多样的 ,对上面所说的“顾客”和“服务员”, 要作广泛的了

解。它可以是人 ,也可以是非生物 ; 队列可以是具体地排列 ,也可以是无形的 ( 例如向电话

交换台要求通话的呼唤 ) ; 顾客可以走向服务机构 , 也可以相反 ( 如送货上门 )。下面举一

些例子说明现实中形形色色的排队系统 (见表 12-1 )。

表  12-1

到达的顾客 要求服务内容 服务机构

1 eZ. 不能运转的机器 修理 修理技工

2 eZ. 修理技工 领取修配零件 发放修配零件的管理员

3 eZ. 病人 诊断或动手术 医生 (或包括手术台 )

4 eZ. 电话呼唤 通话 交换台

5 eZ. 文件稿 打字 打字员

6 eZ. 提货单 提取存货 仓库管理员

7 eZ. 到达机场上空的飞机 降落 跑道

8 eZ. 驶入港口的货船 装 (卸)货 装(卸 )货码头 (泊位 )

9 eZ. 上游河水进入水库 放水 ,调整水位 水闸管理员

10 “̂. 进入我方阵地的敌机 我方高射炮进行射击 我方高射炮

1. 2  排队系统的组成和特征

一般的排队系统都有三个基本组成部分 :①输入过程 ; ②排队规则 ;③服务机构。

现在分别说明各部分的特征。

1. 输入过程

输入即指顾客到达排队系统 ,可能有下列各种不同情况 , 当然这些情况并不是彼此排

斥的。

(1 ) 顾客的总体 ( 称为顾客源 ) 的组成可能是有限的 , 也可能是无限的。上游河水流

入水库可以认为总体是无限的 ,工厂内停机待修的机器显然是有限的总体。

(2 ) 顾客到来的方式可能是一个一个的 , 也可能是成批的。例如到餐厅就餐就有单

个到来的顾客和受邀请来参加宴会的成批顾客 ,我们将只研究单个到来的情形。
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(3 ) 顾客相继到达的间隔时间可以是确定型的 , 也可以是随机型的。如在自动装配

图  12-2

线上装配的各部件就必须按确定的时间间

隔到达装配点 , 定期运行的班车、班轮、班

机的到达也都是确定型的。但一般到商店

购物的顾客、到医院诊病的病人、通过路口的

车辆等 , 它们的到达都是随机型的。对于

随机型的情形 , 要知道单位时间内的顾客

到达数或相继到达的间隔时间的概率分布 (图 12-2 )。

(4 ) 顾客的到达可以是相互独立的 , 就是说 ,以前的到达情况对以后顾客的到来没有

影响 ,否则就是有关联的。例如 , 工厂内的机器在一个短的时间区间内出现停机 ( 顾客到

达 )的概率就受已经待修或被修理的机器数目的影响。我们主要讨论的是相互独立的

情形。

(5 ) 输入过程可以是平稳的 , 或称对时间是齐次的 ,是指描述相继到达的间隔时间分

布和所含参数 (如期望值、方差等 )都是与时间无关的 , 否则称为非平稳的。非平稳情形的

数学处理是很困难的。

2. 排队规则

(1 ) 顾客到达时 , 如所有服务台都正被占用 ,在这种情形下顾客可以随即离去 , 也可

以排队等候。随即离去的称为即时制或称损失制 ,因为这将失掉许多顾客 ; 排队等候的称

为等待制。普通市内电话的呼唤属于前者 ,而登记市外长途电话的呼唤属于后者。

对于等待制 ,为顾客进行服务的次序可以采用下列各种规则 : 先到先服务 , 后到先服

务 ,随机服务 , 有优先权的服务等。

先到先服务 ,即按到达次序接受服务 , 这是最通常的情形。

后到先服务 ,如乘用电梯的顾客常是后入先出的。仓库中存放的厚钢板也是如此。

在情报系统中 ,最后到达的信息往往是最有价值的 , 因而常采用后到先服务 (指被采用 ) 的

规则。

随机服务 ,指服务员从等待的顾客中随机地选取其一进行服务 , 而不管到达的先后 ,

如电话交换台接通呼唤的电话就是如此。

有优先权的服务 ,如医院对于病情严重的患者将给予优先治疗。

(2 ) 从占有的空间来看 , 队列可以排在具体的处所 (如售票处、候诊室等 ) , 也可以是

抽象的 (如向电话交换台要求通话的呼唤 )。由于空间的限制或其他原因 , 有的系统要规

定容量 (即允许进入排队系统的顾客数 ) 的最大限 ;有的没有这种限制 ( 即认为容量可以是

无限的 )。

(3 ) 从队列的数目看 , 可以是单列 , 也可以是多列。在多列的情形 , 各列间的顾客有

的可以互相转移 ,有的不能 ( 如用绳子或栏杆隔开 ) 。有的排队顾客因等候时间过长而中

途退出 ,有的不能退出 ( 如高速公路上的汽车流 ) , 必须坚持到被服务为止。我们将只讨论

各队列间不能互相转移 ,也不能中途退出的情形。
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3. 服务机构

从机构形式和工作情况来看有以下几种情况。

(1 ) 服务机构可以没有服务员 , 也可以有一个或多个服务员 ( 服务台、通道、窗口等 )。

例如 ,在敞架售书的书店 , 顾客选书时就没有服务员 ,但交款时可能有多个服务员。

(2 ) 在有多个服务台的情形中 , 它们可以是平行排列 ( 并列 ) 的 , 可以是前后排列 ( 串

列 )的 , 也可以是混合的。图 12-3 说明了这些情形。

图  12-3

图 12-3 中 (a )是单队—单服务台的情形 ; ( b )是多队—多服务台 (并列 ) 的情形 ; (c ) 是

单队—多服务台 (并列 ) 的情形 ; ( d) 是多服务台 ( 串列 ) 的情形 ; ( e ) 是多服务台 ( 混合 ) 的

情形。

(3 ) 服务方式可以对单个顾客进行 , 也可以对成批顾客进行 ,公共汽车对在站台等候

的顾客就成批进行服务。我们将只研究单个单个的服务方式。

(4 ) 和输入过程一样 , 服务时间也分确定型的和随机型的。自动冲洗汽车的装置对

每辆汽车冲洗 (服务 ) 的时间就是确定型的 , 但大多数情形的服务时间是随机型的。对于

随机型的服务时间 ,需要知道它的概率分布。

如果输入过程 ,即相继到达的间隔时间和服务时间二者都是确定型的 , 那么问题就太

简单了。因此 ,在排队论中所讨论的是二者至少有一个是随机型的情形。

(5 ) 和输入过程一样 , 服务时间的分布我们总假定是平稳的 , 即分布的期望值、方差

等参数都不受时间的影响。

1. 3  排队模型的分类

D .G .Kendall 在 1953 年提出排队模型分类方法 ,影响最大的特征有三个 , 即

(1 ) 相继顾客到达间隔时间的分布 ;

(2 ) 服务时间的分布 ;

(3 ) 服务台的个数。

按照这三个特征分类 ,并用一定符号表示 , 称为 Kendall 记号。这只对并列的服务台

(如果服务台是多于一个的话 ) 的情形 ,他用的符号形式是 :
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X/ Y/ Z

其中 , X 处填写表示相继到达间隔时间的分布 ;

Y 处填写表示服务时间的分布 ;

Z 处填写并列的服务台的数目。

表示相继到达间隔时间和服务时间的各种分布的符号是 :

M———负指数分布 ( M 是 Markov 的字头 , 因为负指数分布具有无记忆性 , 即 Markov

性 ) ;

D———确定型 ( deterministic ) ;

Ek ——— k 阶爱尔朗 ( erlang )分布 ;

GI——— 一般相互独立 ( general independent )的时间间隔的分布 ;

G——— 一般 ( general )服务时间的分布。

例如 , M/ M/ 1 表示相继到达间隔时间为负指数分布、服务时间为负指数分布、单服

务台的模型 ; D/ M/ c 表示确定的到达间隔、服务时间为负指数分布、c 个平行服务台 (但顾

客是一队 )的模型。

以后 ,在 1971 年一次关于排队论符号标准化会议上决定 , 将 Kendall 符号扩充成为 :

X/ Y/ Z/ A/ B/ C 形式 ,其中前三项意义不变 , 而后三项意义分别是 :

A 处填写系统容量限制 N ;

B 处填写顾客源数目 m ;

C处填写服务规则 , 如先到先服务 ( FCFS) , 后到后服务 ( LCFS )等。

并约定 ,如略去后三项 , 即指 X/ Y/ Z/ ∞/ ∞/ FCFS 的情形。在本书中 , 因只讨论先到

先服务 FCFS 的情形 ,所以略去第六项。

1. 4  排队问题的求解

一个实际问题作为排队问题求解时 ,首先要研究它属于哪个模型 , 其中只有顾客到达

的间隔时间分布和服务时间的分布需要实测的数据来确定 , 其他因素都是在问题提出时

给定的。

解排队问题的目的 ,是研究排队系统运行的效率 , 估计服务质量 , 确定系统参数的最

优值 ,以决定系统结构是否合理、研究设计改进措施等。所以必须确定用以判断系统运行

优劣的基本数量指标 ,解排队问题就是首先求出这些数量指标的概率分布或特征数。这

些指标通常是 :

(1 ) 队长 , 指在系统中的顾客数 ,它的期望值记作 Ls ;

排队长 ( 队列长 ) , 指在系统中排队等待服务的顾客数 ,它的期望值记作 Lq ;

系统中

顾客数
=

在队列中等待

服务的顾客数
+

正被服务

的顾客数

一般情形 , Ls (或 Lq ) 越大 ,说明服务率越低 , 排队成龙 ,是顾客最厌烦的。

(2 ) 逗留时间 , 指一个顾客在系统中的停留时间 ,它的期望值记作 Ws ;

等待时间 , 指一个顾客在系统中排队等待的时间 ,它的期望值记作 W q ,

[ 逗留时间 ] = [ 等待时间 ] + [ 服务时间 ]

在机器故障问题中 ,无论是等待修理或正在修理都使工厂受到停工的损失。所以逗
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留时间 (停工时间 ) 是主要的。但一般购物、诊病等问题中仅仅等待时间常是顾客们所关

心的。

此外 ,还有忙期 ( busy period)指从顾客到达空闲服务机构起到服务机构再次为空闲

止这段时间长度 ,即服务机构连续繁忙的时间长度 , 它关系到服务员的工作强度。忙期和

一个忙期中平均完成服务顾客数都是衡量服务机构效率的指标。

在即时制或排队有限制的情形 ,还有由于顾客被拒绝而使企业受到损失的损失率以

及以后经常遇到的服务强度等 ,这些都是很重要的指标。

计算这些指标的基础是表达系统状态的概率。所谓系统的状态即指系统中顾客数 ,

如果系统中有 n个顾客就说系统的状态是 n ,它的可能值是 :

(1 ) 队长没有限制时 , n = 0 , 1 , 2 , ⋯

(2 ) 队长有限制 , 最大数为 N 时 , n= 0 , 1 , 2 ,⋯ , N

(3 ) 即时制 , 服务台个数是 c时 , n = 0 , 1 , 2 , ⋯ , c

后者 ,状态 n 又表示正在工作 (繁忙 ) 的服务台数。

这些状态的概率一般是随时刻 t 而变化 ,所以在时刻 t、系统状态为 n 的概率用 P n ( t)

表示。

图  12 -4

求状态概率 Pn ( t ) 的方法 , 首先要建立含

Pn ( t)的关系式见图 12 -4 , 因为 t 是连续变量 ,

而 n 只取非负整数 ,所以建立的 Pn ( t) 的关系式

一般是微分差分方程 ( 关于 t 的微分方程 , 关于

n的差分方程 )。方程的解称为瞬态 (或称过渡

状态 ) ( t ransien t sta te ) 解。求瞬态解是不容易

的 , 一般地 , 即使求出也很难利用 , 因此我们常

用它的极限 (如果存在的话 )

lim
t→ ∞

Pn ( t) = Pn

称为稳态 ( steady state ) , 或称统计平衡状态 ( statis tical equilibrium sta te) 的解。

稳态的物理含义是 ,当系统运行了无限长的时间之后 , 初始 ( t = 0 ) 出发状态的概率分

布 ( Pn ( 0) , n≥0) 的影响将消失 , 而且系统的状态概率分布不再随时间变化。当然 , 在实

际应用中大多数问题系统会很快趋于稳态 , 而无需等到 t→∞以后。但永远达不到稳态

的情形也确实存在的。

求稳态概率 Pn 时 , 并不一定求 t→∞时 Pn ( t)的极限 ,而只需令导数 P′n ( t) = 0 即可。

我们以下着重研究稳态的情形。

第 2 节  到达间隔的分布和服务时间的分布

解决排队问题首先要根据原始资料作出顾客到达间隔和服务时间的经验分布 , 然后

按照统计学的方法 (例如χ2 检验法 )以确定合于哪种理论分布 , 并估计它的参数值。本节

先举例说明经验分布 , 然后介绍常见的理论分布———泊松分布、负指数分布和爱尔朗

( Erlang) 分布。
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2. 1  经验分布

现在举例说明原始资料的整理。

例 1  大连港大港区 1979 年载货 500 吨以上船舶到达 ( 不包括定期到达的船舶 ) 逐

日记录见表 12 -2。

表  12 -2

    日
月 1 ‹2 d3 =4 �5 ï6 È7 ¡8 z9 S10 C11 �12 õ13 Î14 §15 €16 P

一 8 ‹10 {4 =1 �0 ï1 È4 ¡4 z7 S0 ,3 �2 Þ4 ·0 •2 i2 9

二 2 ‹5 d5 =2 �7 ï3 È6 ¡2 z3 S2 ,2 �2 Þ2 ·3 •4 i6 9

三 3 ‹3 d5 =2 �4 ï7 È4 ¡3 z3 S4 ,3 �2 Þ4 ·5 •3 i2 9

四 6 ‹2 d1 =5 �4 ï3 È4 ¡3 z7 S5 ,5 �1 Þ1 ·3 •7 i4 9

五 7 ‹4 d1 =2 �2 ï3 È4 ¡3 z5 S3 ,2 �7 Þ5 ·4 •3 i7 9

六 1 ‹4 d2 =6 �5 ï2 È7 ¡4 z3 S3 ,1 �3 Þ4 ·5 •5 i3 9

七 4 ‹1 d1 =3 �3 ï4 È8 ¡4 z4 S4 ,3 �5 Þ3 ·0 •7 i4 9

八 4 ‹3 d4 =4 �3 ï1 È2 ¡5 z5 S3 ,5 �4 Þ3 ·6 •1 i3 9

九 3 ‹4 d4 =1 �7 ï7 È0 ¡7 z2 S3 ,0 �6 Þ6 ·2 •2 i3 9

十 5 ‹2 d1 =1 �6 ï6 È4 ¡6 z2 S3 ,6 �7 Þ3 ·5 •3 i2 9

十一 5 ‹4 d3 =5 �2 ï3 È4 ¡4 z3 S1 ,3 �3 Þ3 ·4 •5 i0 9

十二 6 ‹5 d5 =2 �1 ï5 È4 ¡2 z2 S2 ,3 �1 Þ7 ·5 •1 i4 9

    日
月

17 ¢18 {19 T20 -21 �22 ß23 ¸24 ‘25 j26 C27 �28 õ29 Î30 §31 ã

一 5 ‹4 d2 =1 �1 ï3 È6 ¡2 z3 S4 ,4 �2 Þ0 ·3 •1 Ì

二 2 ‹2 d6 =5 �2 ï1 È5 ¡3 z5 S5 ,2 �2 Þ

三 1 ‹2 d3 =8 �2 ï3 È3 ¡2 z5 S4 ,7 �2 Þ4 ·1 •3 Ì

四 5 ‹4 d4 =4 �6 ï5 È1 ¡4 z4 S1 ,4 �3 Þ6 ·4 •

五 2 ‹1 d6 =3 �2 ï5 È2 ¡5 z4 S2 ,4 �4 Þ4 ·4 •2 Ì

六 5 ‹2 d4 =3 �3 ï3 È6 ¡3 z5 S5 ,6 �2 Þ1 ·4 •

七 1 ‹3 d4 =4 �2 ï3 È5 ¡5 z1 S2 ,4 �3 Þ4 ·6 •3 Ì

八 2 ‹0 d6 =3 �4 ï6 È4 ¡4 z5 S1 ,2 �8 Þ4 ·5 •1 Ì

九 4 ‹4 d5 =3 �1 ï4 È6 ¡1 z2 S3 ,5 �0 Þ2 ·4 •

十 6 ‹2 d5 =1 �0 ï7 È9 ¡3 z2 S5 ,1 �7 Þ3 ·5 •3 Ì

十一 2 ‹1 d0 =3 �6 ï6 È3 ¡5 z5 S1 ,2 �2 Þ2 ·4 •

十二 6 ‹7 d3 =1 �2 ï1 È3 ¡4 z1 S3 ,9 �3 Þ3 ·1 •4 Ì

  摘自《港口装卸》, 1980 第 5 期 , 第 5 页。
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将表 12 -2 整理成船舶到达数的分布表 (表 12 -3)。

表 12 -3  船舶到达数分布表 (大连港大港区 1979 )

船舶到达数 n 频  数 频  率 ( % )

0 �12 L0 RG. 033

1 �43 L0 RG. 118

2 �64 L0 RG. 175

3 �74 L0 RG. 203

4 �71 L0 RG. 195

5 �49 L0 RG. 134

6 �26 L0 RG. 071

7 �19 L0 RG. 052

8 �4 L0 RG. 011

9 �2 L0 RG. 005

10 以上 1 L0 RG. 003

合   计 365 L1 RG. 000

平均到达率 =
到达总数
总天数

=
1271
365

= 3 .48 (艘/ 天 )

更原始的资料是记录各顾客到达的时刻和对各顾客的服务时间。以τi 表示第 i 号顾

客到达 的 时 刻 , 以 si 表 示 对 它 的 服 务 时间 , 这 样 可算 出 相 继 到 达 的 间 隔 时 间

ti ( ti =τi + 1 - τi ) 和排队等待时间 wi , 它们的关系见图 12 -5。

图  12 -5

从图 12 -5 中看出

间隔     ti =τi + 1 - τi

等待时间 wi + 1 =
wi + si - ti , 当 wi + si - ti > 0

0 , 当 wi + si - ti < 0
(12 -1)

例 2  某服务机构是单服务台 , 先到先服务 , 对 41 个顾客记录到达时刻τ和服务时

间 s( 单位为分钟 )如表 12 -4 , 在表中以第 1 号顾客到达时刻为 0。全部服务时间为 127

分钟。
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表  12 -4

(1 ) i ( 2)τi (3) si (4 ) ti (5 ) wi (1) i (2 )τi ( 3) si (4) ti (5 ) wi

1 ]0 ð5 ƒ2 �0 ©22 S83 æ3 b3 õ2 

2 ]2 ð7 ƒ4 �3 ©23 S86 æ6 b2 õ2 

3 ]6 ð1 ƒ5 �6 ©24 S88 æ5 b4 õ6 

4 ]11 ð9 ƒ1 �2 ©25 S92 æ1 b3 õ7 

5 ]12 ð2 ƒ7 �10 ©26 S95 æ3 b6 õ5 

6 ]19 ð4 ƒ3 �5 ©27 S101 æ2 b4 õ2 

7 ]22 ð3 ƒ4 �6 ©28 S105 æ2 b1 õ0 

8 ]26 ð3 ƒ10 �5 ©29 S106 æ1 b3 õ1 

9 ]36 ð1 ƒ2 �0 ©30 S109 æ2 b5 õ0 

10 ]38 ð2 ƒ7 �0 ©31 S114 æ1 b2 õ0 

11 ]45 ð5 ƒ2 �0 ©32 S116 æ8 b1 õ0 

12 ]47 ð4 ƒ2 �3 ©33 S117 æ4 b4 õ7 

13 ]49 ð1 ƒ3 �5 ©34 S121 æ2 b6 õ7 

14 ]52 ð2 ƒ9 �3 ©35 S127 æ1 b2 õ3 

15 ]61 ð1 ƒ1 �0 ©36 S129 æ6 b1 õ2 

16 ]62 ð2 ƒ3 �0 ©37 S130 æ3 b3 õ7 

17 ]65 ð1 ƒ5 �0 ©38 S133 æ5 b2 õ7 

18 ]70 ð3 ƒ2 �0 ©39 S135 æ2 b4 õ10 

19 ]72 ð4 ƒ8 �1 ©40 S139 æ4 b3 õ8 

20 ]80 ð3 ƒ1 �0 ©41 S142 æ1 b9 

21 ]81 ð2 ƒ2 �2 ©

  各栏意义 :

(1 ) 顾客编号 i ; (2 )到达时刻τi ; (3 )服务时间 si ; 以上三栏是原始记录 ; ( 4 )到达间隔 ti ; ( 5 )排队等待时间 w i , 这两

栏是通过 ( 12 -1 )式计算得到的。

现将上面的原始记录整理成表 12 -5 和表 12 -6。

  表 12 -5  到达间隔分布表

到达间隔/ 分钟 次   数

1 Ø6 î

2 Ø10 î

3 Ø8 î

4 Ø6 î

5 Ø3 î

6 Ø2 î

7 Ø2 î

8 Ø1 î

9 Ø1 î

10 以上 1 î

合  计 40 î

    表 12 -6  服务时间分布表

服务时间/ 分钟 次   数

1 %10 R

2 %10 R

3 %7 R

4 %5 R

5 %4 R

6 %2 R

7 %1 R

8 %1 R

9 以上 1 R

合  计 41 R
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  平均间隔时间 = 142/ 40 = 3. 55 (分钟/ 人 )

平均到达率 = 41/ 142 = 0. 28 (人/ 分钟 )

平均服务时间 = 127/ 41 = 3. 12 (分钟/ 人 )

平均服务率 = 41/ 127 = 0. 32 (人/ 分钟 )

下面介绍经常用的几个理论分布。

2. 2  泊松流

设 N ( t)表示在时间区间 [0 , t)内到达的顾客数 ( t > 0 )

令 Pn ( t1 , t2 ) 表示在时间区间 [ t1 , t2 ) ( t2 > t1 ) 内有 ( n≥0 ) 个顾客到达 ( 这当然是随机

事件 )的概率 , 即

Pn ( t1 , t2 ) = P{ N( t2 ) - N( t1 ) = n}  ( t2 > t1 , n≥0)

当 Pn ( t1 , t2 ) 合于下列三个条件时 ,我们说顾客的到达形成泊松流。这三个条件是 :

(1 ) 在不相重叠的时间区间内顾客到达数是相互独立的 , 我们称这性质为无后效性。

( 2) 对充分小的Δt, 在时间区间 [ t, t +Δt) 内有 1 个顾客到达的概率与 t 无关 , 而约与

区间长Δt 成正比 , 即

P1 ( t, t +Δt) =λΔt + o(Δt) (12 -2)

其中 o(Δt) , 当Δt→0 时 ,是关于Δt 的高阶无穷小。λ> 0 是常数 , 它表示单位时间有一个

顾客到达的概率 ,称为概率强度。

(3 ) 对于充分小的Δt,在时间区间 [ t, t +Δt)内有 2 个或 2 个以上顾客到达的概率极

小 ,以至于可以忽略 , 即

∑
∞

n = 2

Pn ( t, t + Δt) = o(Δt) (12 -3)

在上述条件下 ,我们研究顾客到达数 n 的概率分布。

由条件 (2 ) , 我们总可以取时间由 0 算起 ,并简记 Pn (0 , t) = Pn ( t)

由条件 (2 )和 ( 3) ,容易推得在 [ t , t +Δt)区间内没有顾客到达的概率

P0 ( t , t +Δt) = 1 - λΔt + o(Δt) (12 -4)

在求 Pn ( t)时 , 用通常建立未知函数的微分方程的方法 ,先求未知函数 Pn ( t)由时刻 t

到 t +Δt 的改变量 , 从而建立 t 时刻的概率分布与 t +Δt 时刻概率分布的关系方程。

对于区间 [0 , t + Δt) , 可分成两个互不重叠的区间 [ 0 , t) 和 [ t, t + Δt )。现在到达

总数是 n,分别出现在这两区间上 , 不外下列三种情况。各种情况出现个数和概率见

表 12 -7。

在 [0 , t + Δt ) 内到达 n 个顾客应是表中 三种互不相容的情况之一 , 所 以概率

Pn ( t +Δt) 应是表中三个概率之和 (各 o(Δt) 合为一项 )

Pn ( t +Δt) = Pn ( t) ( 1 - λΔt) + Pn - 1 ( t)λΔt + o(Δt)

Pn ( t +Δt) - Pn ( t)
Δt

= - λPn ( t) +λPn - 1 ( t) +
o(Δt)
Δt
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  表  12 -7

   区间

 情况

[0 ,  t) [ t,  t + Δt) [0 ,  t +Δt)

个数 概  率 个数 概  率 个数 概   率

( A )

( B)

( C)

 

 

 

n

n - 1

n - 2

n - 3

…

0 ð

Pn ( t)

Pn - 1 ( t)

Pn - 2 ( t)

Pn - 3 ( t)

…

P0 ( t)

0

1

2

3

…

n

1 - λΔt + o(Δt)

λΔt

 

 

 
o(Δt)

n

n

n

n

…

n

Pn ( t) ( 1 - λΔt + o(Δt) )

Pn - 1 ( t)λΔt

 

 

 

o(Δt)

令Δt→0 , 得下列方程 ,并注意到初始条件 , 则有

d Pn ( t)
d t

= - λPn ( t) +λPn - 1 ( t) ,  n≥1

Pn ( o) = 0;

(12 -5)

当 n= 0 时 ,没有 ( B) , ( C) 两种情况 ,所以得

d P0 ( t)
d t

= - λP0 ( t)

P0 ( o) = 1

(12 -6)

解 (12 -5 )和 ( 12 -6 ) , 就得

Pn ( t) = (λt)
n

n !
e - λt ,

t > 0   n = 0 , 1 , 2 ,⋯

①

(12 -7)

Pn ( t)表示长为 t 的时间区间内到达 n 个顾客的概率 , 由 ( 12 -7 ) 式 , 像在概率论中所

学过的 ,我们说随机变量{ N ( t) = N ( s+ t) - N( s)}服从泊松分布。它的数学期望和方差

分别是
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① 证明时先解 ( 12 -6) 得 P0 ( t) = e-λt ,

然后在方程 (12 -5) 两边乘积分因子 eλt , 并迁项

eλt d P n ( t)
d t

+ λP n ( t) eλt = λeλt P n - 1 ( t)

d
d t

[ Pn ( t) eλt ] = λP n - 1 ( t) eλt

积分得

Pn ( t) eλt = λ∫
t

u
P n - 1 ( t1 ) eλt1 d t1

依次代入 n = 1 , 2 ,⋯

    n = 1 ,  P1 ( t) eλt = λ∫
t

0
e- λt1 eλt1 d t1 = λt ,  P1 ( t) = λte -λt

    n = 2 , P2 ( t) eλt = λ∫
t

0
λt1 e-λt1 eλt1 d t1 =

1
2
λ2 t2

所以 P2 ( t) =
λ2 t2

2 !
e-λt

递推 , 即可得 ( 12 -7 )。 证毕。



E[ N( t) ] =λt;  Var [ N ( t) ] =λt (12 -8)

期望值和方差相等 ,是泊松分布的一个重要特征 , 我们可以利用它对一个经验分布是

否合于泊松分布进行初步的识别。

2. 3  负指数分布

随机变量 T 的概率密度若是

f T ( t) =
λe

- λt
, t≥0

0 ,  t < 0
(12 -9)

则称 T 服从负指数分布。它的分布函数是

FT ( t) =
1 - e

- λt
, t≥0

0 , t < 0
( 12 -10)

数学期望 E[ T ] =
1
λ

;方差 Var [ T] =
1
λ

2 ; 标准差σ[ T ] =
1
λ

负指数分布有下列性质 :

(1 ) 由条件概率公式容易证明

P{ T > t + s | T > s} = P{ T > t} ( 12 -11)

这性质称为无记忆性或马尔柯夫性。若 T 表示排队系统中顾客到达的间隔时间 , 那么这

个性质说明一个顾客到来所需的时间与过去一个顾客到来所需时间 s 无关 , 所以说这情

形下的顾客到达是纯随机的。

( 2) 当输入过程是泊松流时 ,那么顾客相继到达的间隔时间 T 必须服从负指数分布。

这是因为对于泊松流 ,在 [ 0 , t)区间内至少有 1 个顾客到达的概率是

1 - P0 ( t) = 1 - e
- λt

, t > 0

而这概率又可表示为

P{ T≤ t} = FT ( t)

结合 (12 -10) , 这性质得到证明。

因此 ,相继到达的间隔时间是独立且为同负指数分布 (密度函数为λe - λt , t≥0 ) , 与输

入过程为泊松流 (参数为λ)是等价的。所以在 Kendall 记号中就都用 M 表示。

对于泊松流 ,λ表示单位时间平均到达的顾客数 , 所以 1/ λ就表示相继顾客到达平均

间隔时间 ,而这正和 E[ T ]的意义相符。

服务时间 v 的分布  对一顾客的服务时间也就是在忙期相继离开系统的两顾客的间

隔时间 ,有时也服从负指数分布。这时设它的分布函数和密度分别是

Fv ( t) = 1 - e - μt ,  f v ( t) = μe - μ t ( 12 -12)

其中μ表示单位时间能被服务完成的顾客数 , 称为平均服务率 , 而
1
μ

= E( v ) 表示一个顾

客的平均服务时间 ,这里平均就是期望值。

2. 4  爱尔朗分布

设 v1 , v2 , ⋯ , vk 是 k 个相互独立的随机变量 , 服从相同参数 kμ的负指数分布 ,那么

T = v1 + v2 + ⋯ + vk
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的概率密度是

bk ( t) =
μk(μkt) k - 1

( k - 1) !
e - μ kt , t > 0 ( 12 -13)

(证明略 ) 我们说 T 服从 k 阶爱尔朗分布。

E[ T ] =
1
μ

; Var[ T ] =
1

kμ
2 ( 12 -14)

这是因为

E[ vi ] =
1
kμ

, i = 1 ,2 ,⋯ , k

1 所以 E[ T] = ∑
k

i = 1

E( vi ) =
1
μ

例如串列的 k 个服务台 ,每台服务时间相互独立 , 服从相同的负指数分布 ( 参数 kμ) ,

那么一顾客走完这 k 个服务台总共所需要服务时间就服从上述的 k 阶爱尔朗分布。

图  12 -6

注意  爱尔朗分布族提供更为广泛的模型类 , 比

指数分布有更大的适应性。事实上 , 当 k = 1 时 , 爱尔

朗分布化为负指数分布 ,这可看成是完全随机的 ; 当 k

增大时 ,爱尔朗分布的图形逐渐变为对称的 ; 当 k≥30

时爱尔朗分布近似于正态分布 ; k→∞时 ,由 ( 12 -14) 看

出 Var[ T ] →0 , 因此这时爱尔朗分布化为确定型分布

(参看图 12 -6) ,所以一般 k 阶爱尔朗分布可看成完全

随机与完全确定的中间型 , 能对现实世界提供更为广

泛的适应性。

第 3 节  单服务台负指数分布
  排队系统的分析

  在本节中讨论单服务台的排队系统 ,它的输入过程服从泊松分布过程 , 服务时间服从

负指数分布。按以下三种情形讨论。

(1 ) 标准的 M/ M/ 1 模型 , 即 ( M/ M/ 1/ ∞/ ∞ ) ;

(2 ) 系统的容量有限制 , 即 ( M/ M/ 1/ N/ ∞ ) ;

(3 ) 顾客源为有限 , 即 ( M/ M/ 1/ ∞/ m) 。

3. 1  标准的 M/ M/ 1 模型( M/ M/ 1/ ∞/ ∞ )

标准的 M/ M/ 1 模型是指适合下列条件的排队系统 :

(1 ) 输入过程———顾客源是无限的 , 顾客单个到来 , 相互独立 , 一定时间的到达数服

从泊松分布 ,到达过程已是平稳的。

(2 ) 排队规则———单队 , 且对队长没有限制 ,先到先服务。

(3 ) 服务机构———单服务台 , 各顾客的服务时间是相互独立的 , 服从相同的负指数
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分布。

此外 ,还假定到达间隔时间和服务时间是相互独立的。

在分析标准的 M/ M/ 1 模型时 , 首先要求出系统在任意时刻 t 的状态为 n (系统中有 n

个顾客 )的概率 Pn ( t) ,它决定了系统运行的特征。

因已知到达规律服从参数为λ的泊松过程 ,服务时间服从参数为μ的负指数分布 , 所

以在 [ t, t +Δt)时间区间内分为 :

(1 ) 有 1 个顾 客到达的概 率为 λΔt + o (Δt ) ; 没有顾客 到达的概率 就是 1 -

λΔt + o(Δt)。

(2 ) 当有顾客在接受服务时 , 1 个顾客被服务完了 (离去 )的概率是μΔt + o(Δt) ,没有

离去的概率就是 1 - μΔt + o(Δt)。

(3 ) 多于一个顾客的到达或离去的概率是 o(Δt) ,是可以忽略的。

在时刻 t +Δt ,系统中有 n个顾客 ( n > 0) 存在下列四种情况 ( 到达或离去是 2 个以上

的没列入 ) :

情   况 在时刻 t 顾客数
在区间[ t,  t +Δt)

到  达 离  去
在时刻 t +Δt 顾客数

( A) n × × n

( B) n + 1 6× ○ n

( C) n - 1 6○ × n

( D) n ○ ○ n

○表示发生 (1 个 ) ;×表示没有发生。

它们的概率分别是 (略去 o(Δt) ) :

情况 ( A)   Pn ( t) (1 - λΔt) ( 1 - μΔt)

情况 ( B)   Pn + 1 ( t) (1 - λΔt)·μΔt

情况 ( C)   Pn - 1 ( t)·λΔt( 1 - μΔt)

情况 ( D)   Pn ( t) ·λΔt·μΔt

由于这四种情况是互不相容的 ,所以 Pn ( t +Δt) 应是这四项之和 , 即 ( 将关于 Δt 的高阶无

穷小合成一项 ) :

Pn ( t +Δt) = Pn ( t) ( 1 - λΔt - μΔt) + Pn + 1 ( t)μΔt + Pn - 1 ( t)λΔt + o(Δt)

Pn ( t +Δt) - Pn ( t)
Δt

=λPn - 1 ( t) +μPn + 1 ( t) - (λ+μ) Pn ( t) +
o(Δt)
Δt

令Δt→0 , 得关于 Pn ( t)的微分差分方程

d Pn ( t)
d t

=λPn - 1 ( t) +μPn + 1 ( t) - (λ+μ) Pn ( t)  n = 1 ,2 ,⋯ ( 12 -15)

当 n= 0 ,则只有上表中 ( A) , ( B)两种情况 , 即

P0 ( t +Δt) = P0 ( t) ( 1 - λΔt) + P1 ( t) (1 - λΔt)μΔt

同理求得
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d P0 ( t)
d t

= - λP0 ( t) + μP1 ( t) ( 12 -16)

这样系统状态 ( n) 随时间变化的过程是称为生灭过程的一个特殊情形。

解方程 (12 -15) (12 -16 )是很麻烦的 , 求得的解 ( 瞬态解 ) 中因为含有修正的贝塞耳函

数 ,也不便于应用 , 我们只研究稳态的情况 , 这时 Pn ( t) 与 t 无关 , 可写成 Pn , 它的导数为

0。由 ( 12 -15 )式和 ( 12 -16) 式可得

- λP0 +μP1 = 0

λPn - 1 +μPn + 1 - (λ+μ) Pn = 0  n≥1

( 12 -17)

( 12 -18)

这是关于 Pn 的差分方程。它表明了各状态间的转移关系 ,用图 12 -7 表示。

图  12 -7

由图 12 -7 可见 , 状态 0 转移到状态 1 的转移率为λP0 , 状态 1 转移到状态 0 的转移率为

μP1 。对状态 0 必须满足以下平衡方程

λP0 =μP1

同样对任何 n≥1 的状态 ,可得到 ( 12 -18) 的平衡方程。求解 (12 -17)得

P1 = (λ/ μ) P0

将它代入 (12 -18) , 令 n= 1 ,

μP2 = (λ+ μ) (λ/ μ) P0 - λP0 ;  所以  P2 = (λ/ μ)
2

P0

同理依次推得

Pn = (λ/ μ) n P0

今设ρ=
λ
μ

< 1 (否则队列将排至无限远 ) , 又由概率的性质知

∑
∞

n = 0

Pn = 1

将 Pn 的关系代入 ,

P0 ∑
∞

n = 0

ρn = P0 ·
1

1 - ρ
= 1

得

P0 = 1 - ρ

Pn = (1 - ρ)ρ
n
, n≥1

 ρ< 1 ( 12 -19)

这是系统状态为 n的概率。

上式的ρ有其实际意义。根据表达式的不同 , 可以有不同的解释。当ρ= λ/ μ表达

时 ,它是平均到达率与平均服务率之比 ; 即在相同时区内顾客到达的平均数与被服务的平

均数之比。若表示为ρ= ( 1/ μ)/ ( 1/ λ) , 它是为一个顾客的服务时间与到达间隔时间之

比 ;称ρ为服务强度 ( t raffic in ten sity) ,或称ρ为话务强度。这是因为早期排队论是爱尔

朗等人在研究电话理论时用的术语 , 一直沿用至今。由 ( 12 -19 )式 ,ρ= 1 - P0 , 它刻画了
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服务机构的繁忙程度 ;所以又称服务机构的利用率。读者可考虑由于ρ的大小不同值 , 将

会产生顾客与服务员之间、服务员与管理员之间怎样不同的反应或矛盾。

以 (12 -19)式为基础 , 可以算出系统的运行指标。

(1 ) 在系统中的平均顾客数 ( 队长期望值 )

Ls = ∑
∞

n = 0

nPn = ∑
∞

n = 1

n( 1 - ρ)ρn

= (ρ+ 2ρ2 + 3ρ3 + ⋯ ) - (ρ2 + 2ρ3 + 3ρ4 + ⋯ )

= ρ+ ρ
2

+ ρ
3

+ ⋯ =
ρ

1 - ρ
,   0 < ρ< 1

或 Ls =
λ

μ - λ

(2 ) 在队列中等待的平均顾客数 ( 队列长期望值 )

Lq = ∑
∞

n = 1

( n - 1) Pn = ∑
∞

n = 1

nPn - ∑
∞

n = 1

Pn

= Ls - ρ=
ρ2

1 - ρ
=

ρλ
μ - λ

关于顾客在系统中逗留的时间 W (随机变量 ) , 在 M/ M/ 1 情形下 ,它服从参数为μ- λ

的负指数分布① ,即

分布函数

概率密度

F( w) = 1 - e
- ( μ- λ) w

  w≥0

f ( w) = (μ- λ) e
- (μ- λ) w

( 12 -20)

于是得

(3 ) 在系统中顾客逗留时间的期望值

Ws = E[ W ] =
1

μ- λ

(4 ) 在队列中顾客等待时间的期望值

W q = W s -
1
μ

=
ρ

μ - λ

现将以上各式归纳如下 :
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① 设一顾客到达时 , 系统已有 n 个顾客 , 按先到先服务的规则 , 这个顾客的逗留时间 W n 就是原有各顾客的服

务时间 T i 和这个顾客服务时间 T n+ 1 之和

W n = T′1 + T2 + ⋯ + T n + Tn + 1

其中第一个顾客正被服务 , T′1 是到服务完了的部分服务时间。

令 f ( w | n + 1) 表示 W n 的概率密度 ,这是在系统已有 n 个顾客条件下的条件概率密度 , 所以 W 的概率密度

f( w ) = ∑
∞

n = 0

P n f ( w | n + 1)

现若 T i ( i = 2 , ⋯ , n + 1) 都服从参数为μ的负指数分布 , 根据负指数分布的无记忆性。 T′1 也服从同分布的负指数分

布。由 ( 12 -13 ) 式得 W n 服从爱尔朗分布

f ( w | n + 1 ) =
μ(μw) ne - μw

n !

所以       f( w ) = ∑
∞

n = 0

(1 - ρ)ρn·
μ(μw ) n

n !
e- μw = (1 - ρ)μe -μw∑

∞

n = 0

(ρμ w ) n

n !

= (μ- λ) e - (μ- λ) w  证毕。



(1 ) Ls =
λ

μ - λ
(2 ) Lq =

ρλ
μ - λ

(3 ) Ws =
1

μ- λ
(4 ) W q =

ρ
μ - λ

( 12 -21)

它们相互的关系如下 :

(1 ) Ls =λWs ( 2) Lq =λWq

(3 ) Ws = W q +
1
μ

( 4) Ls = Lq +
λ
μ

( 12 -22)

上式称为 Little 公式。

例 3  某医院手术室根据病人来诊和完成手术时间的记录 , 任意抽查 100 个工作小

时 ,每小时来就诊的病人数 n 的出现次数如表 12 -8 所示。又任意抽查了 100 个完成手术

的病历 ,所用时间 v(小时 ) 出现的次数如表 12 -9 所示。

  表  12 -8

到达的病人数 n 出现次数 f n

0 e10 ’

1 e28 ’

2 e

3 e16 ’

4 e10 ’

5 e6 ’

6 以上 1 ’

合  计 100 ’

  表  12 -9

为病人完成手术时间 v(小时 ) 出现次数 fv

0 PE. 0～0 ,. 2 38 6

0 PE. 2～0 ,. 4 25 6

0 PE. 4～0 ,. 6 17 6

0 PE. 6～0 ,. 8 9 6

0 PE. 8～1 ,. 0 6 6

1 PE. 0～1 ,. 2 5 6

1 [P. 2 以上 0 6

合  计 100 6

(1 ) 算出每小时病人平均到达率 = ∑ nf n

100
= 2. 1( 人 / 小时 )

每次手术平均时间 = ∑ v f v

100
= 0. 4( 小时 / 人 )

每小时完成手术人数 (平均服务率 ) =
1

0. 4
= 2. 5(人/ 小时 )

(2 )取λ= 2. 1 ,μ= 2. 5 , 可以通过统计检验的方法 (例如 χ
2
检验法 ) , 认为病人到达数

服从参数为 2. 1 的泊松分布 ,手术时间服从参数为 2. 5 的负指数分布。

(3 ) ρ=
λ
μ

=
2. 1
2. 5

= 0. 84

它说明服务机构 (手术室 ) 有 84%的时间是繁忙 (被利用 ) , 有 16 %的时间是空闲的。

(4 ) 依次代入 ( 12 -21 )式 ,算出各指标 :

在病房中病人数 (期望值 )     Ls =
2. 1

2. 5 - 2. 1
= 5. 25 (人 )
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排队等待病人数 (期望值 ) Lq = 0. 84×5. 25 = 4. 41( 人 )

病人在病房中逗留时间 (期望值 ) Ws =
1

2. 5 - 2. 1
= 2. 5(小时 )

病人排队等待时间 (期望值 ) Wq =
0. 84

2. 5 - 2. 1
= 2. 1(小时 )

不同的服务规则 (先到先服务 , 后到先服务 ,随机服务 ) 它们的不同点主要反映在等待

时间的分布函数的不同 ,而一些期望值是相同的。我们上面讨论的各种指标 , 因为都是期

望值 ,所以这些指标的计算公式对三种服务规则都适用 ( 但对有优先权的规则不适用 )。

3. 2  系统的容量有限制的情况 ( M/ M/ 1/ N/ ∞ )

如果系统的最大容量为 N , 对于单服务台的情形 , 排队等待的顾客最多为 N - 1 , 在

某时刻一顾客到达时 , 如系统中已有 N 个顾客 , 那么这个顾客就被拒绝进入系统 ( 见

图 12 -8 )。

图  12 -8

当 N = 1 时为即时制的情形 ;当 N→∞ ,为容量无限制的情形。

若只考虑稳态的情形 ,可作各状态间概率强度的转换关系图见图 12 -9。

图  12 -9

根据图 12 -9 ,列出状态概率的稳态方程 :

μP1 =λP0

μPn + 1 +λPn - 1 = (λ+ μ) Pn ,  n≤ N - 1

μPN =λPN - 1

( 12 -23)

解这差分方程与解式 (12 -17) , 式 ( 12 -18) 是很类似的 ,所不同的是 ,

P0 + P1 + ⋯ + P N = 1

仍令ρ=λ/ μ, 因而得

P0 =
1 - ρ

1 - ρ
N + 1     ρ≠1

Pn =
1 - ρ

1 - ρN + 1ρ
n

   n≤ N

( 12 -24)

这里略去ρ= 1 情形的讨论 ( 参阅习题第 9 题 )。
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在对容量没有限制的情形 , 我们曾设ρ< 1 , 这不仅是实际问题的需要 , 也是无穷级数

收敛所必需的。在容量为有限数 N 的情形下 , 这个条件就没有必要了。 ( 为什么 ?) 不过

当ρ> 1 时 , 表示损失率的 PN (或表示被拒绝排队的顾客平均数λP N )将是很大的。

根据 (12 -24)式我们可以导出系统的各种指标 (计算过程略 ) :

(1 ) 队长 ( 期望值 )

Ls = ∑
N

n = 0

nPn =
ρ

1 - ρ
-

( N + 1)ρ
N + 1

1 - ρ
N + 1  ρ≠ 1

(2 ) 队列长 ( 期望值 )

Lq = ∑
N

n = 1

( n - 1 ) Pn = Ls - (1 - P0 )

当研究顾客在系统平均逗留时间 W s 和在队列中平均等待时间 W q 时 , 虽然 ( 12 -22)

式仍可利用 , 但要注意平均到达率λ是在系统中有空时的平均到达率 , 当系统已满 ( n =

N )时 , 则到达率为 0 ,因此需要求出有效到达率λe =λ(1 - PN )。可以验证 :

1 - P0 =λe/ μ

(3 ) 顾客逗留时间 ( 期望值 )

Ws =
Ls

μ(1 - P0 )
=

Lq

λ(1 - P N )
+

1
μ

(4 ) 顾客等待时间 ( 期望值 )

W q = W s - 1/ μ

现在把 M/ M/ 1/ N/ ∞型的指标归纳如下 (当ρ≠1 时 ) :

         

Ls =
ρ

1 - ρ
-

( N + 1 )ρ
N + 1

1 - ρN + 1           ①

Lq = Ls - (1 - P0 )           ②

W s =
Ls

μ( 1 - P0 )
          ③

W q = Ws - 1/ μ           ④

( 12 -25)

例 4  单人理发馆有 6 个椅子接待人们排队等待理发。当 6 个椅子都坐满时 , 后来

到的顾客不进店就离开。顾客平均到达率为 3 人/ 小时 , 理发需时平均 15 分钟。则

N = 7 为系统中最大的顾客数 ,λ= 3 人/ 小时 ,μ= 4 人/ 小时。

(1 ) 求某顾客一到达就能理发的概率

这种情形相当于理发馆内没有顾客 ,所求概率

P0 =
1 - 3/ 4

1 - ( 3/ 4)
8 = 0. 2778

(2 ) 求需要等待的顾客数的期望值

Ls =
3/ 4

1 - 3/ 4
-

8 (3/ 4 )8

1 - ( 3/ 4)8 = 2. 11

Lq = Ls - (1 - P0 ) = 2. 11 - ( 1 - 0. 2778) = 1. 39

(3 ) 求有效到达率

λe =μ( 1 - P0 ) = 4( 1 - 0. 2778) = 2. 89 (人/ 小时 )

(4 ) 求一顾客在理发馆内逗留的期望时间
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Ws = Ls/ λe = 2. 11/ 2. 89 = 0. 73 (小时 ) = 43. 8 (分钟 )

(5 ) 在可能到来的顾客中不等待就离开的概率 ( Pn≥7 )

这就是求系统中有 7 个顾客的概率 :

P7 =
λ
μ

7
1 - λ/ μ

1 - (λ/ μ)
8 =

3
4

7 1 -
3
4

1 -
3
4

8 ≈3. 7 %

这也是理发馆的损失率。现以本例比较队长为有限和无限 ,两种结果如下 :

λ= 3 人/ 小时

μ= 4 人/ 小时
Ls Lq W s W q P0 ªP7 °

有限队长 N = 7 ®2 MB. 11 1 MB. 39 0 LA. 73 0 LA. 48 0 4). 278 3 9.. 7%

无限队长 3 B2 MB. 25 1 LA. 0 0 LA. 75 0 4). 25 0 .

3. 3  顾客源为有限的情形 ( M/ M/ 1/ ∞/ m)

现以最常见的机器因故障停机待修的问题来说明。设共有 m 台机器 (顾客总体 ) , 机

器因故障停机表示“到达”,待修的机器形成队列 , 修理工人是服务员 , 本节只讨论单服务

员的情形。类似的例子还有 m 个打字员共用一台打字机 , m 个会计分析员同用一个计算

机终端等等。顾客总体虽只有 m 个 ,但每个顾客到来并经过服务后 ,仍回到原来总体 , 所

以仍然可以到来。在机器故障问题中 ,同一台机器出了故障 ( 到来 )并经修好 ( 服务完了 )

仍可再出故障 (见图 12 -10 )。模型的符号中第 4 项 , 写了∞ , 这表示对系统的容量没有限

制 ,但实际上它永远不会超过 m ,所以和写成 ( M/ M/ 1/ m/ m) 的意义相同。

图  12 -10

关于平均到达率 ,在无限源的情形是按全体顾客来考虑的 ; 在有限源的情形必须按每

个顾客来考虑。为简单起见 ,设各个顾客的到达率都是相同的λ( 在这里λ的含义是每台

机器单位运转时间内发生故障的概率或平均次数 ) , 这时在系统外的顾客平均数为

m - Ls ,对系统的有效到达率λe 应是

λe =λ( m - Ls ) ( 12 -26)

对于 ( M/ M/ 1/ ∞/ m) 模型的分析可用前述的方法。在稳态的情况下 , 考虑状态间的

转移率。当由状态 0 转移到状态 1 , 每台设备由正常状态转移为故障状态 , 其转移率为

λP0 , 现有 m 台设备由无故障状态转移为有一台设备 (不论哪一台 ) 发生故障 , 其转移率为

·123·



mλP0 。至于由状态 1 转移到状态 0 , 其状态转移率为 μP1 。所以在状态 0 时有平衡方

程 mλP0 =μP1 。其关系可用图 12 -11 表示 , 由图 12 -11 可得到各状态间的转移差分

方程。

图  12 -11

μP1 = mλP0

μPn + 1 + ( m - n + 1 )λPn - 1 = [ ( m - n)λ+μ] Pn ,  1≤ n≤ m - 1

μPm =λPm - 1

解这差分方程 ,用递推方法 , 并注意到

∑
m

i = 0

Pi = 1 (因而不要求λ/ μ < 1)

得

P0 = 1

∑
m

i = 0

m !
( m - i) !

λ
μ

i

Pn =
m !

( m - n) !
λ
μ

n

P0   ( 1 ≤ n ≤ m)

( 12 -27)

求得系统的各项指标为

         

Ls = m -
μ
λ

(1 - P0 )   ①

Lq = m -
(λ+μ) ( 1 - P0 )

λ
= Ls - ( 1 - P0 )   ②

W s =
m

μ( 1 - P0 )
-

1
λ

  ③

W q = Ws - 1/ μ   ④

( 12 -28)

在机器故障问题中 Ls 就是平均故障台数 ,而 m - Ls 表示正常运转的平均台数。

m - Ls =
μ
λ

( 1 - P0 )

例 5  某车间有 5 台机器 ,每台机器的连续运转时间服从负指数分布 ,平均连续运转

时间 15 分钟 , 有一个修理工 ,每次修理时间服从负指数分布 , 平均每次 12 分钟。求 :

(1 ) 修理工空闲的概率 ;

(2 ) 五台机器都出故障的概率 ;

(3 ) 出故障的平均台数 ;

(4 ) 等待修理的平均台数 ;

(5 ) 平均停工时间 ;

(6 ) 平均等待修理时间 ;

(7 ) 评价这些结果。

解  m = 5 ,λ= 1/ 15 ,μ= 1/ 12 ,λ/ μ= 0. 8
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(1 ) P0 =
5 !
5 !

(0. 8)
0

+
5 !
4 !

(0. 8)
1

+
5 !
3 !

(0. 8)
2

+
5 !
2 !

(0. 8)
3

+
5 !
1 !

(0. 8)
4

+
5 !
0 !

(0. 8)
5

- 1

= 1/ 136. 8 = 0. 0073

(2 ) P5 =
5 !
0 !

( 0. 8)
5

P0 = 0. 287

(3 ) Ls = 5 -
1

0. 8
( 1 - 0. 0073) = 3. 76 (台 )

(4 ) Lq = 3. 76 - 0. 993 = 2. 77( 台 )

(5 ) W6 =
5

1
12

( 1 - 0. 007 )
- 15 = 46 (分钟 )

(6 ) W q = 46 - 12 = 34 (分钟 )

(7 ) 机器停工时间过长 , 修理工几乎没有空闲时间 ,应当提高服务率减少修理时间或

增加修理工人。

第 4 节  多服务台负指数分布排队系统的分析

现在讨论单队、并列的多服务台 ( 服务台数 c)的情形 , 我们分以下三种情形讨论。

(1 ) 标准的 M/ M/ c 模型 ( M/ M/ c/ ∞/ ∞ ) ;

(2 ) 系统容量有限制 ( M/ M/ c/ N/ ∞ ) ;

(3 ) 有限顾客源 ( M/ M/ c/ ∞/ m)。

4. 1  标准的 M/ M/ c模型 ( M/ M/ c/ ∞/ ∞ )

关于标准的 M/ M/ c模型各种特征的规定与标准的 M/ M/ 1 模型的规定相同。另外

规定各服务台工作是相互独立 (不搞协作 ) 且平均服务率相同μ1 = μ2 = ⋯ =μc =μ。于是

图  12 -12

整个服务机构的平均服务率为 cμ( 当 n≥ c) ;

为 nμ( 当 n < c) 。令ρ=
λ
cμ

, 只有当
λ
cμ

< 1 时

才不会排成无限的队列 , 称它为这个系统的

服务强度或称服务机构的平均利用率 ( 见

图 12 -12)。

在分析这排队系统时 , 仍从状态间的转

移关系开始 ,可见图 12 -13。如状态 1 转移到状态 0 ,即系统中有一名顾客被服务完了 (离

去 )的转移率为μP1 。状态 2 转移到状态 1 时 ,这就是在两个服务台上被服务的顾客中有

一个被服务完成而离去。因为不限哪一个 , 那么这时状态的转移率便是 2μP2 。同理 , 再

考虑状态 n转移到 n - 1 的情况。当 n≤ c时 , 状态转移率为 nμPn ;当 n > c 时 ,因为只有 c

个服务台 ,最多有 c 个顾客在被服务 , n - c 个顾客在等候 , 因此这时状态转移率应为

cμPn 。
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图  12 -13

  由图 12 -13 可得

μP1 =λP0

( n+ 1)μPn + 1 +λPn - 1 = (λ+ nμ) Pn ( 1≤ n≤ c)

cμPn + 1 +λPn - 1 = (λ+ cμ) Pn ( n > c)

这里∑
∞

i = 0

Pi = 1 , 且ρ≤ 1

用递推法解上述差分方程 ,可求得状态概率。

P0 = ∑
c - 1

k = 0

1
k !

λ
μ

k

+ 1
c !
· 1

1 - ρ
·

λ
μ

c - 1

Pn =

1
n !

λ
μ

n

P0 ( n≤ c)

1
c ! cn - c

λ
μ

n

P0 ( n > c)

( 12 -29)

系统的运行指标求得如下 :

平均队长

Ls = Lq +
λ
μ

Lq = ∑
∞

n = c+ 1

( n - c) Pn =
( cρ) cρ

c !(1 - ρ)
2 P0

( 12 -30)

因为∑
∞

n = c+ 1

( n - c) Pn = ∑
∞

n′= 1

n′Pn′+ c = ∑
∞

n′= 1

n′
c !c

n′( cρ)
n′+ c

P0 = 右边

平均等待时间和逗留时间仍由 Little 公式求得 ,

W q =
Lq

λ
, W s =

Ls

λ

例 6  某售票处有三个窗口 , 顾客的到达服从泊松过程 , 平均到达率每分钟λ= 0. 9

(人 ) ,服务 ( 售票 )时间服从负指数分布 , 平均服务率每分钟 μ= 0. 4 人。现设顾客到达后

排成一队 ,依次向空闲的窗口购票如图 12 -14 ( a ) , 这就是一个 M/ M/ c 型的系统 , 其中

c = 3 ,
λ
μ

= 2. 25 ,ρ=
λ
cμ

=
2. 25

3
( < 1) 符合要求的条件 ,代入公式得 :

(1 ) 整个售票处空闲概率

P0 =
1

(2. 25)0

0 !
+

(2. 25) 1

1 !
+

( 2. 25 )2

2 !
+

( 2. 25 )3

3 !
·

1
1 - 2. 25/ 3

= 0. 0748
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图  12 -14

  (2 ) 平均队长

Lq =
( 2. 25 )

3
·3/ 4

3 ! ( 1/ 4)2 ×0. 0748 = 1. 70

Ls = Lq +λ/ μ= 3. 95

(3 ) 平均等待时间和逗留时间

W q = 1. 70/ 0. 9 = 1. 89(分钟 )

W s = 1. 89 + 1/ 0. 4 = 4. 39 (分钟 )

顾客到达后必须等待 (即系统中顾客数已有 3 人即各服务台都没有空闲 ) 的概率

P( n≥3) =
( 2. 25 )3

3 ! 1/ 4
×0. 0748 = 0. 57

4. 2  M/ M/ c型系统和 c 个 M/ M/ 1 型系统的比较

现就上面的例子说明 ,如果原题除排队方式外其他条件不变 , 但顾客到达后在每个窗

口前各排一队 ,且进入队列后坚持不换 , 这就形成 3 个队列 ,见图 12 -14 ( b )而每个队列平

均到达率为

λ1 =λ2 =λ3 = 0. 9/ 3 = 0. 3(每分钟 )

这样 ,原来的系统就变成 3 个 M/ M/ 1 型的子系统。

现按 M/ M/ 1 型解决这个问题 ,并与上面比较如表 12 -10 所示。

表  12 -10

        模  型
  指  标

(1 ) M/ M/ 3 型 (2) M/ M/ 1 型

服务台空闲的概率 P0 ›0 ØÍ. 0748 0 îã. 25 (每个子系统)

顾客必须等待的概率 P( n≥3) = 0 Œ•. 57 0 îã. 75

平均队列长 Lq 1 ØÍ. 70 2 îã. 25 (每个子系统)

平均队长 Ls 3 ØÍ. 95 9 îã. 00 (整个系统 )

平均逗留时间 W s 4 ØÍ. 39 (分钟 ) 10 (分钟 )

平均等待时间 W q 1 ØÍ. 89 (分钟 ) 7 îã. 5(分钟)

·523·



  从表中各指标的对比可以看出 (1 ) (单队 )比 (2 ) (三队 ) 有显著优越性 , 在安排排队方

式时应该注意。

由于计算 P0 和各项指标公式 ( 12 -29) 式、(12 -30 ) 式很复杂 , 现已有专门的数值表可

供使用。在 (12 -29)式、( 12 -30) 式各式中 P0 和 Lq 都是由 c 和ρ完全确定的 , 于是 W q ·μ

也由 c和ρ完全确定。可构造一个 W q·μ数值表 , 便于使用。

表 12-11  多服务台 Wq ·μ的数值表

λ/ cμ
服  务  台  数

c = 1 Ôc= 2 ~c= 3 (c = 4 Òc= 5 ‚

0 »°. 1 0  �. 1111 0 Ê¿. 0101 0 ti. 0014 0 ��. 0002 0 ¢. 0000 *

0 »°. 2 0  �. 2500 0 Ê¿. 0417 0 ti. 0103 0 ��. 0030 0 ¢. 0010

0 »°. 3 0  �. 4286 0 Ê¿. 0989 0 ti. 0333 0 ��. 0132 0 ¢. 0058

0 »°. 4 0  �. 6667 0 Ê¿. 1905 0 ti. 0784 0 ��. 0378 0 ¢. 0199

0 »°. 5 1  �. 0000 0 Ê¿. 3333 0 ti. 1579 0 ��. 0870 0 ¢. 0521

0 »°. 6 1  �. 5000 0 Ê¿. 5625 0 ti. 2956 0 ��. 1794 0 ¢. 1181

0 »°. 7 2  �. 3333 0 Ê¿. 9608 0 ti. 5470 0 ��. 3572 0 ¢. 2519

0 »°. 8 4  �. 0000 1 Ê¿. 7778 1 ti. 0787 0 ��. 7455 0 ¢. 5541

0 »°. 9 9  �. 0000 4 Ê¿. 2632 2 ti. 7235 1 ��. 9694 1 ¢. 5250

0 »°. 95 19  �. 0000 9 Ê¿. 2564 6 ti. 0467 4 ��. 4571 3 ¢. 5112

  * 小于 0. 00005

在例 6 中 ,已知 c = 3 ,ρ=
λ
cμ

= 0. 75。查表 12 -11 , 无此数。故用线性插值法求得

W q ·μ= 0. 8129

因μ= 0. 4 , 所以 W q = 2. 03 分

Ws = 2. 03 +
1

0. 4
= 4. 53 (分 )

Lq = 2. 03/ 0. 9 = 2. 2(人 )

Ls = 2. 2 + 2. 25 = 4. 45( 人 )

这结果和前面计算的有差异 ,这是由插值引起的。

4. 3  系统的容量有限制的情形 ( M/ M/ c/ N/ ∞ )

设系统的容量最大限制为 N (≥ c) , 当系统中顾客数 n 已达到 N (即队列中顾客数已

达 N - c)时 ,再来的顾客即被拒绝 , 其他条件与标准的 M/ M/ c型相同。
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这时系统的状态概率和运行指标如下 :

P0 =
1

∑
c

k = 0

( cρ)
k

k !
+ c

c

c !
·ρ(ρ

c
- ρ

N
)

1 - ρ

  ρ≠ 1

Pn =

( cρ)
n

n !
P0 (0 ≤ n ≤ c)

cc

c !
ρ

n
P0 ( c≤ n ≤ N)

(12 -31 )

其中ρ=
λ
cμ

, 但现在已不必对ρ加以限制 , (关于ρ= 1 的情形可参照习题第 9 题进行讨论 )

Lq =
P0ρ( cρ)

c

c ! ( 1 - ρ)2 1 - ρ
N - c

- ( N - c)ρ
N - c

(1 - ρ)

Ls = Lq + cρ(1 - PN )

W q =
Lq

λ( 1 - P N )

Ws = Wq +
1
μ

( 12 -32)

由于公式的复杂 ,现在已有一些专门图表可供使用。

特别当 N = c(即时制 )的情形 , 例如在街头的停车场就不允许排队等待空位 ,这时

P0 =
1

∑
c

k = 0

( cρ) k

k !

Pn =
( cρ)

n

n !
P0 , 0≤ n≤ c

( 12 -33)

其中 ,当 n = c 即关于 P c 的公式 ,被称为爱尔朗呼唤损失公式 , 是 A. K. Erlang 早在 1917

年发现的 ,并广泛应用于电话系统的设计中。

这时的运行指标如下 :

Lq = 0 , W q = 0 , Ws =
1
μ

Ls = ∑
c

n = 1

nPn =
cρ∑

c - 1

n = 0

( cρ) n - 1

n !

∑
c

n = 0

( cρ)
n

n !

= cρ(1 - Pc )
(12 -34 )

它又是使用的服务台数 (期望值 ) 。

例 7  在某风景区准备建造旅馆 ,顾客到达为泊松流 , 每天平均到 (λ) 6 人 , 顾客平均

逗留时间 (1/ μ)为 2 天 ,试就该旅馆在具有 ( c) 1 , 2 , 3 , ⋯ , 8 个房间的条件下 , 分别计算每

天客房平均占用数 Ls 及满员概率 P c。

这是即时式 , 因为在客房满员条件下 , 旅客显然不能排队等待。计算过程通过

表 12 -12进行 (λ= 6 , 1/ μ= 2 , cρ=λ/ μ= 12 )。
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  表  12 -12

(1 )

n

(2 )

( cρ) n = 12n

(3 )

n !

(4 )

( cρ) n/ n !

(5 )

∑
c

n = 0

( cρ) n

n !

( 6)

Pc (答 )

( 7)

∑
c - 1 ë

n = 0

/ ∑
c

n = 0

(8 )

Ls (答 )

0 N1 ]1 É1 %1 •1 Š— —

1 N1 ÒÇ. 2×10 1 É12 <13 ´0 E:. 92 0 çÜ. 08 0 “̂. 92

2 N1 •̈. 44×102 2 É72 <85 ´0 E:. 85 0 çÜ. 15 1 “̂. 83

3 N1 •̈. 73×103 6 É288 S373 Ë0 E:. 77 0 çÜ. 23 2 “̂. 74

4 N2 •̈. 07×104 24 à864 S1 èÝ. 24×103 0 E:. 70 0 çÜ. 30 3 “̂. 62

5 N2 •̈. 49×105 120 ÷2 pe. 07×103 3 èÝ. 31×103 0 E:. 63 0 çÜ. 37 4 “̂. 48

6 N2 •̈. 99×106 720 ÷4 pe. 15×103 7 èÝ. 46×103 0 E:. 56 0 çÜ. 44 5 “̂. 33

7 N3 •̈. 58×107 5 �	. 04×103 7 pe. 11×103 1 èÝ. 45×104 0 E:. 49 0 çÜ. 51 6 “̂. 14

8 N4 •̈. 30×108 4 �	. 03×104 1 pe. 07×104 2 èÝ. 52×105 0 E:. 42 0 çÜ. 58 6 “̂. 93

第 (4 )栏 : (2 )/ (3 )

第 (5 )栏 : 第 (4 )栏各数累加

第 (6 )栏 : (4 )/ (5 )得满足概率 Pc ,注意第 ( 5) (6 )两栏的 c就是同行的 n , Pc 的具体意

义是 :

  当 c = 1 旅馆只有一个房间 ,满员 (旅客被拒绝 )概率 0. 92

  当 c = 5 旅馆备有 5 个房间 ,满员 (旅客被拒绝 )概率 0. 63

  当 c = 8 旅馆备有 8 个房间 ,满员 (旅客被拒绝 )概率 0. 42

第 (7 )栏 : 为求 Ls 作准备 ,用第 ( 5) 栏同行去除上一行结果。

第 (8 )栏 : (7 )×12 得 Ls , 为每天客房平均占用数 ,它的具体意义是 :

  当 n= 1 旅馆只有一个房间 ,每天客房平均占用数 Ls = 0. 93( 间 )

   n = 5 旅馆备有五个房间 , Ls = 4. 48 (间 )

   n = 8 旅馆备有八个房间 , Ls = 6. 92 (间 )

就是说每天平均都有一间以上的房间是空闲的。

4. 4  顾客源为有限的情形 ( M/ M/ c/ ∞/ m)

设顾客总体 (顾客源 ) 为有限数 m ,且 m > c,和单服务台情形一样 , 顾客到达率λ是按

每个顾客来考虑的 ,在机器管理问题中 , 就是共有 m 台机器 , 有 c 个修理工人 , 顾客到达

就是机器出了故障 ,而每个顾客的到达率λ是指每台机器每单位运转时间出故障的期望

次数。系统中顾客数 n就是出故障的机器台数 , 当 n≤ c 时 ,所有的故障机器都在被修理 ,

有 ( c - n) 个修理工人在空闲 ;当 c < n≤ m 时 , 有 ( n - c)台机器在停机等待修理 ,而修理工

人都在繁忙状态。假定这 c个工人修理技术相同 , 修理 ( 服务 ) 时间都服从参数为μ的负

指数分布 ,并假定故障的修复时间和正在生产的机器是否发生故障是相互独立的。

(1 ) P0 =
1

m !
·

1

∑
c

k = 0

1
k !( m - k) !

cρ
m

k

+
cc

c !∑
m

k = c+ 1

1
( m - k) !

ρ
m

k
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其中 ρ= mλ
cμ

Pn =

m !
( m - n) ! n !

λ
μ

n

P0 (0≤ n≤ c)

m !
( m - n) ! c ! cn - c

λ
μ

n

P0 ( c + 1≤ n≤ m)
( 12 -35)

(2 ) 平均顾客数 ( 即平均故障台数 )

Ls = ∑
m

n = 1

nP n

Lq = ∑
m

n = c+ 1

( n - c) Pn

有效的到达率λe 应等于每个顾客的到达率λ乘以在系统外 (即正常生产的 ) 机器的

期望数 :

λe =λ( m - Ls )

在机器故障问题中 ,它是每单位时间 m 台机器平均出现故障的次数。

(3 ) 可以证明

Ls = Lq +
λe

μ
= Lq +

λ
μ

( m - Ls )

Ms = Ls/ λe

W q = Lq/ λe

( 12 -36)

由于 P0 , Pn 计算公式过于复杂 , 有专用图书列成表格可供使用。

例 8  设有两个修理工人 ,负责 5 台机器的正常运行 ,每台机器平均损坏率为每运转

小时 1 次 ,两工人能以相同的平均修复率 4 (次/ 小时 )修好机器。求 :

① 等待修理的机器平均数 ;

② 需要修理的机器平均数 ;

③ 有效损坏率 ;

④ 等待修理时间 ;

⑤ 停工时间。

解  m = 5 ,λ= 1 (次/ 小时 ) ,μ= 4( 台/ 小时 ) , c = 2 , cρ/ m =λ/ μ= 1/ 4

P0 =
1

5 !
1

5 !
1
4

0

+
1

4 !
1
4

1

+
1

2 ! 3 !
1
4

2

+
22

2 !
1

2 !
1
8

3

+
1
8

4

+
1
8

5 - 1

= 0. 3149

P1 = 0. 394 , P2 = 0. 197 , P3 = 0. 074 , P4 = 0. 018 , P5 = 0. 002

① Lq = P3 + 2 P4 + 3 P5 = 0. 118

② Ls = ∑
m

n = 1

n Pn = Lq + c - 2 P0 - P1 = 1. 094

③λe = 1× ( 5 - 1. 094 ) = 3. 906

④ Wq = 0. 118/ 3. 906 = 0. 03 (小时 )

⑤ Ws = 1. 094/ 3. 906 = 0. 28(小时 )
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第 5 节  一般服务时间 M / G /1 模型

前面我们研究了泊松输入和负指数的服务时间的模型。下面将讨论服务时间是任意

分布的情形 ,当然 , 对任何情形下面关系都是正确的。

E[系统中顾客数 ] = E[队列中顾客数 ] + E[服务机构中顾客数 ]

E[在系统中逗留时间 ] = E[排队等候时间 ] + E[服务时间 ]

其中 E[· ]表示求期望值 ,用符号表示 :

Ls = Lq + Lse

Ws = W q + E[ T]
( 12 -37)

T 表示服务时间 (随机变量) ,当 T 服从负指数分布时 , E[ T] = 1/ μ,是讨论过的。又 (12 -22)式

中的关系式 :

Ls =λWs , Lq =λWq

也是常被利用的。所以上面的 7 个数中只要知道 3 个就可求出其余 , 不过在有限源和队

长有限制情况下 ,λ要换成有效到达率λe。

5. 1  Pollaczek-Khintchine(P-K)公式

对于 M/ G/ 1 模型 , 服务时间 T 的分布是一般的 , ( 但要求期望值 E [ T ] 和方差

V ar[ T ]都存在 ) , 其他条件和标准的 M/ M/ 1 型相同。为了达到稳态 ,ρ< 1 这一条件还是

必要的 ,其中ρ=λE[ T] 。

在上述条件下 ,则有

Ls =ρ+
ρ

2
+λ

2
Var [ T ]

2( 1 - ρ)
( 12 -38)

这就是 Pollaczek-Khintchine ( P-K )公式。只要知道λ, E[ T] 和 Var[ T] ,不管 T 是什么具

体分布 ,就可求出 Ls , 然后通过 ( 12 -37) 式和 (12 -22 )式可求出 Lq , Wq 和 Ws。

由这公式还可注意到 ,因为有方差项的存在 , 在研究各期望值 (各运行指标都是期望

值 )时 , 完全不考虑概率性质会得出错误结果 , 仅当 V ar [ T ] = 0 时 , 随机性的波动才不影

响 Ls ,所以要想改进各指标 , 除考虑期望值外 ,还可以从改变方差来考虑。

现在举例说明公式的应用。

例 9  有一售票口 ,已知顾客按平均为 2 分 30 秒的时间间隔的负指数分布到达。顾

客在售票口前服务时间平均为 2 分钟。

① 若服务时间也服从负指数分布 ,求顾客为购票所需的平均逗留时间和等待时间 ;

② 若经过调查 ,顾客在售票口前至少要占用 1 分钟 , 且认为服务时间服从负指数分

布是不恰当的 ,而应服从以下概率密度分布 , 再求顾客的逗留时间和等待时间。

f ( y) =
e- y + 1 y≥1

0 y < 1

解  ①λ= 1/ 2. 5 = 0. 4 ,μ= 1/ 2 = 0. 5 ,ρ=λ/ μ= 0. 8

Ws =
1

μ- λ
= 10 (分钟 )
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W q =
ρ

μ - λ
= 8( 分钟 )

② 令 Y 为服务时间 , 那么 Y = 1 + X , X 服从均值为 1 的负指数分布。于是

E[ Y ] = 2 , Var[ Y ] = V ar[ 1 + x] = Var[ X] = 1

ρ=λE[ Y ] = 0. 8

代入 P—K 公式 ,得

Ls = 0. 8 +
0. 82 + 0. 42 ×1
2× (1 - 0. 8)

= 2. 8

Lq = Ls - ρ= 2

Ws = Ls/ λ= 7 (分钟 )

W q = Lq/ λ= 5 (分钟 )

5. 2  定长服务时间 M/ D/ 1 模型

服务时间是确定的常数 ,例如在一条装配线上完成一件工作的时间就应是常数。自

动的汽车冲洗台 ,冲洗一辆汽车的时间也是常数 , 这时

T = 1/ μ, Var[ T ] = 0

Ls =ρ+
ρ

2

2 ( - ρ)
( 12 -39)

例 10  某实验室有一台自动检验机器性能的仪器 , 要求检验机器的顾客按泊松分布

到达 ,每小时平均 4 个顾客 , 检验每台机器所需时间为 6 分钟。求 :

① 在检验室内机器台数 Ls (期望值 , 下同 ) ;

② 等候检验的机器台数 Lq ;

③ 每台机器在室内消耗 (逗留 ) 时间 W s ;

④ 每台机器平均等待检验的时间 W q 。

解  λ= 4 ,  E( T ) =
1
10

( 小时 ) ,  ρ=
4
10

,  Var[ T ] = 0

① Ls = 0. 4 +
( 0. 4)

2

2 (1 - 0. 4)
= 0. 533(台 )

② Lq = 0. 533 - 0. 4 = 0. 133 (台 )

③ Ws =
0. 533

4
= 0. 133 (小时 ) = 8(分钟 )

④ Wq =
0. 133

4
= 0. 033 (小时 ) = 2(分钟 )

注意  可以证明 ,在一般服务时间分布的 Lq 和 W q 中以定长服务时间的为最小 , 这

符合我们通俗的理解———服务时间越有规律 , 等候的时间就越短。读者还可在热力学或

信息论中熵的概念中找出类似的性质。

5. 3  爱尔朗服务时间 M/ Ek/ 1 模型

由图 12 -15 可知道 ,如果顾客必须经过 k 个服务站 , 在每个服务站的服务时间 Ti 相

·133·



图  12 -15

互独立 , 并服从相同的负指数分布 ( 参数为

kμ) ,那么 T = ∑
k

i = 1

Ti 服从 k 阶爱尔朗分布。

E[ Ti ] =
1
kμ

 Var[ T i ] =
1

k2 μ2

E[ T ] =
1
μ

Var[ T ] =
1

kμ
2

对于 M/ Ek/ 1 模型 (除服务时间外 ,其他条件与标准的 M/ M/ 1 型相同 )

Ls =ρ+
ρ2 +

λ2

kμ2

2( 1 - ρ)
=ρ+

( k + 1 )ρ2

2 k( 1 - ρ)

Lq =
( k + 1 )ρ2

2 k(1 - ρ)
( 12 -40)

W s = Ls/ λ,  W q = Lq/ λ

例 11  某单人裁缝店做西服 , 每套需经过 4 个不同的工序 , 4 个工序完成后才开始做

另一套。每一工序的时间服从负指数分布 ,期望值为 2 小时。顾客到来服从泊松分布 , 平

均订货率为 5. 5 套/ 周 ( 设一周 6 天 ,每天 8 小时 ) 。问一顾客为等到做好一套西服期望时

间有多长 ?

解  顾客到达λ= 5. 5 套/ 周 , 设 :

μ———平均服务率 (单位时间做完的套数 ) ;

1/ μ———平均每套所需的时间 ;

1/ 4μ———平均每工序所需的时间。

由题设 1/ 4μ= 2 (小时 ) ,μ= 1/ 8 (套/ 小时 ) = 6 (套/ 周 ) ,ρ= 5. 5/ 6 , 设 :

T i———做完第 i 个工序所需的时间 ;

T———做完一套西服所需的时间。

E[ Ti ] = 2 , V ar[ T i ] =
1

4×6

2

E[ T ] = 8 (小时 ) ,  Var[ T ] =
1

4×62 ,  ρ=
5. 5
6

Ls =
5. 5

6
+

5. 5
6

2

+ ( 5. 5)
2
×

1
4×6

2

2 1 -
5. 5
6

= 7. 2188

顾客为等到做好一套西服的期望时间 :

Ws = Ls/ λ= 7. 2188/ 5. 5 = 1. 3 (周 )

第 6 节  经济分析———系统的最优化

6. 1  排队系统的最优化问题

  排队系统的最优化问题分为两类 :系统设计的最优化和系统控制最优化。前者称为

·233·



静态问题 ,从排队论一诞生起就成为人们研究的内容 , 目的在于使设备达到最大效益 , 或

者说 ,在一定的质量指标下要求机构最为经济。后者称为动态问题 , 是指一个给定的系

统 ,如何运营可使某个目标函数得到最优 , 这是近 10 多年来排队论的研究重点之一。由

于学习这后一问题还需更多的数学知识 ,所以本节只讨论静态最优的问题。

图  12 -16

在一般情形下 , 提高服务水平 ( 数量 , 质量 ) 自然会

降低顾客的等待费用 ( 损失 ) , 但却常常增加了服务机

构的成本 , 我们最优化的目标之一是使二者费用之和

为最小 , 决定达到这个目标的最优的服务水平。另一

个常用的目标函数是使纯收入或使利润 ( 服务收入与

服务成本之差 ) 为最大 (见图 12 -16 )。

各种费用在稳态情形下 , 都是按单位时间来考虑

的。一般情形 , 服务费用 (成本 ) 是可以确切计算或估

计的。至于顾客的等待费用就有许多不同情况 , 像机

械故障问题中等待费用 (由于机器待修而使生产遭受的损失 ) 是可以确切估计的 , 但像病

人就诊的等待费用 (由于拖延治疗使病情恶化所受的损失 ) , 或由于队列过长而失掉潜在

顾客所造成的营业损失 ,就只能根据统计的经验资料来估计。

服务水平也可以由不同形式来表示 ,主要的是平均服务率μ(代表服务机构的服务能

力和经验等 ) , 其次是服务设备 ,如服务台的个数 c,以及由队列所占空间大小所决定的队

列最大限制数 N 等 , 服务水平也可以通过服务强度ρ来表示。

我们常用的求解方法 ,对于离散变量常用边际分析法 , 对于连续变量常用经典的微分

法 ,对于复杂问题读者们当然可以用非线性规划或动态规划的方法。

6. 2  M/ M/ 1 模型中最优服务率μ

1. 标准的 M/ M/ 1 模型

  取目标函数 z 为单位时间服务成本与顾客在系统逗留费用之和的期望值

z = csμ+ cw L s ( 12 -41)

其中 cs 为当μ= 1 时服务机构单位时间的费用 ; cw 为每个顾客在系统停留单位时间的

费用。

将 (12 -21)式中 Ls 之值代入 , 得

z = csμ+ cw ·
λ

μ - λ

为了求极小值 ,先求
d z
dμ

, 然后令它为 0 ,

d z
dμ

= cs - cw λ·
1

(μ- λ)2

cs - cw λ·
1

(μ- λ)2 = 0

解出最优的 μ* =λ+
cw

cs
λ ( 12 -42)
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根号前取 + 号 ,是因为保证ρ< 1 ,μ>λ的缘故。

2. 系统中顾客最大限制数为 N 的情形

在这情形下 ,系统中如已有 N 个顾客 ,则后来的顾客即被拒绝 , 于是 :

P N ———被拒绝的概率 ( 借用电话系统的术语 ,称为呼损率 ) ;

1 - PN ———能接受服务的概率 ;

λ(1 - P N )———单位时间实际进入服务机构顾客的平均数。在稳定状态下 , 它也等于

单位时间内实际服务完成的平均顾客数。

设每服务 1 人能收入 G元 , 于是单位时间收入的期望值是λ(1 - PN ) G元。

纯利润 z =λ( 1 - P N ) G - csμ

=λG·
1 - ρN

1 - ρN + 1 - csμ

=λμG·
μN - λN

μN + 1 - λN + 1 - csμ

求
 d z  

dμ
,并令

 d z  
dμ

= 0 得

ρN + 1 ·
N - ( N + 1)ρ+ρ

N + 1

(1 - ρN + 1 )2 =
cs

G

最优的解μ
*
应合于上式。上式中 cs 、G、λ、N 都是给定的 ,但要由上式中解出μ

*
是很

困难的。通常是通过数值计算来求μ
*
的 ,或将上式左方 (对一定的 N )作为ρ的函数作出

图形 (见图 12 -17 ) , 对于给定的 G/ cs ,根据图形可求出μ
*
/ λ。

3. 顾客源为有限的情形

仍按机械故障问题来考虑。设共有机器 m 台 , 各台连续运转时间服从负指数分布。

有 1 个修理工人 ,修理时间服从负指数分布。当服务率μ= 1 时的修理费用 cs ,单位时间

每台机器运转可得收入 G元。平均运转台数为 m - Ls , 所以单位时间纯利润为

z = ( m - Ls ) G - csμ

=
mG
ρ

·
Em - 1

m
ρ

Em
m
ρ

- csμ

式中的 Em ( x) = ∑
m

k = 0

 xk  
k !

e
- x

称为泊松部分和ρ=
 mλ 

μ
, 而

d
d x

Em ( x ) = Em - 1 ( x ) - Em ( x)

为了求最优服务率μ
*

,求
 d z  

dμ
, 并令

 d z  
dμ

= 0 ,得

Em - 1
 m  
ρ

Em
 m  
ρ

+
 m  
ρ

Em
 m  
ρ

Em - 2
 m  
ρ

- E2
m - 1

 m 
ρ

E
2
m

 m  
ρ

=
cs λ
G

当给定 m、G、cs 、λ, 要由上式解出μ
*
是很困难的 ,通常是利用泊松分布表通过数值计
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算来求得 ,或将上式左方 ( 对一定的 m)作为ρ的函数作出图形 ( 见图 12 -18) , 对于给定的

csλ
G

根据图形可求出μ* / λ。

图  12 -17 图  12 -18

6. 3  M/ M/ c模型中最优的服务台数 c

仅讨论标准的 M/ M/ c模型 , 且在稳态情形下 , 这时单位时间全部费用 ( 服务成本与

等待费用之和 )的期望值

z = c′s· c + cw · L ( 12 -43)

其中 c是服务台数 ; c′s 是每服务台单位时间的成本 ; cw 为每个顾客在系统停留单位时间

的费用 ; L 是系统中顾客平均数 L s 或队列中等待的顾客平均数 L q ( 它们都随 c 值的不同

而不同 )。因为 c′s 和 cw 都是给定的 , 唯一可能变动的是服务台数 c, 所以 z 是 c 的函数

z ( c) , 现在是求最优解 c
*
使 z( c

*
) 为最小。

因为 c只取整数值 , z( c)不是连续变量的函数 , 所以不能用经典的微分法。我们采用

边际分析法 ( Marginal Analysis) ,根据 z( c
*

)是最小的特点 ,我们有

z( c
*

)≤ z( c
*

- 1 )

z( c
*

)≤ z( c
*

+ 1 )

将 (12 -43)式中 z 代入 , 得

c′s c
*

+ cw L ( c
*

) ≤ c′s ( c
*

- 1) + cw L ( c
*

- 1 )

c′s c * + cw L ( c* ) ≤ c′s ( c* + 1) + cw L ( c* + 1 )

上式化简后 ,得

L( c* ) - L( c* + 1 )≤ c′s/ cw ≤ L( c* - 1 ) - L( c* ) ( 12 -44)

依次求 c= 1 , 2 , 3 ,⋯时 L 的值 ,并作两相邻的 L 值之差 , 因 c′s/ cw 是已知数 , 根据这个数

落在哪个不等式的区间里就可定出 c* 。

例 12  某检验中心为各工厂服务 , 要求作检验的工厂 ( 顾客 ) 的到来服从泊松流 , 平

均到达率λ为每天 48 次 , 每次来检验由于停工等原因损失为 6 元。服务 (作检验 )时间服

从负指数分布 ,平均服务率μ为每天 25 次 , 每设置 1 个检验员服务成本 ( 工资及设备损

耗 )为每天 4 元。其他条件适合标准的 M/ M/ c 模型 ,问应设几个检验员 (及设备 )才能使

总费用的期望值为最小 ?

解  c′s = 4 元/ 检验员    cw = 6 元/ 次

λ= 48   μ= 25   λ/ μ= 1. 92

设检验员数为 c,令 c 依次为 1 , 2 , 3 , 4 , 5 ,根据表 12 -11 ,求出 Ls 。计算过程如下 :
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c 1 �2 z3 ×4 35 •

λ/ cμ 1 ÙÎ. 92 0 5*. 96 0 ’‡. 64 0 îã. 48 0 :/. 38

查表 W q·μ — 10 ��. 2550 0 dY. 3961 0 Àµ. 0772 0 ��. 0170

Ls =
λ
μ

( Wq ·μ+ 1) — 21 5*. 610 2 {p. 680 2 ×Ì. 068 1 #�. 952

将 Ls 值代入 (12. 44 )式得表 12 -13。

表  12 -13

检验员数 c 来检验顾客数 Ls ( c)
L( c) - L( c+ 1)～

L( c) - L( c - 1 )
总费用 (每天 ) z( c)

1 “∞ ∞

2 “21 MB. 610 18 ïä. 930～∞ 154 •t. 94

3 “2 6+. 680 0 }r. 612～18 ã. 930 27 ��. 87 ( * )

4 “2 6+. 068 0 ”‰. 116～0 Ì. 612 28 h]. 38

5 “1 6+. 952 31 h]. 71

c′s

cw
= 0. 666 , 落在区间 (0. 612～18. 930 )内 , 所以 c

*
= 3。即以设 3 个检验员使总费用为最

小 ,直接代入 ( 10 -43 )式也可验证总费用为最小。

z( c* ) = z( 3) = 27. 87(元 )

第 7 节 *  分析排队系统的随机模拟法

当排队系统的到达间隔时间和服务时间的概率分布很复杂时 ,或不能用公式给出时 ,

那么就不能用解析法求解。这就需用随机模拟法求解 ,现举例说明。

例 13  设某仓库前有一卸货场 , 货车一般是夜间到达 , 白天卸货。每天只能卸货 2

车 ,若一天内到达数超过 2 车 , 那么就推迟到次日卸货。根据表 12 -14 所示的经验货车到

达数的概率分布 (相对频率 ) 平均为 1. 5 车/ 天 , 求每天推迟卸货的平均车数。

表  12 -14

到达车数 0 Ù1 É2 ¹3 ©4 ™5 ‰≥6 ½

概率 0 ”‰. 23 0 „y. 30 0 ti. 30 0 {p. 1 0 TI. 05 0 D9. 02 0 I>. 00

解  这是单服务台的排队系统 ,可验证到达车数不服从泊松分布 , 服务时间也不服从

负指数分布 (这是定长服务时间 ) ,不能用以前的方法求解。

随机模拟法首先要求事件能按历史的概率分布规律出现。对例 13 的数据进行分析 ,

取 100 张卡片 ,按表 12 -14 的概率 , 取 23 张卡片填入 0; 取 30 张填 1; 取 30 张填 2 ; 取 10

张填 3; 取 5 张填 4; 取 2 张填 5 等。然后将这些卡片放在盒内搅均匀 , 再随机地一一取

出 ,依次记录卡片上的数码 , 得到这一系列数据就是每天到达车数的模拟。实际应用时可
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用随机数表 ,表 12 -15 就是随机数表的一部分。

也可以用 MS Excel 表中的 RAND ( )函数产生随机数 x , 在 0 < x < 1 之间 , 若需要整

数两位的随机数 ,可以用 RO UND ( RA ND( )
*

1000) 产生随机数。再用复制、粘贴两个操

作 ,完成需要的随机数的个数 , 比用随机数表方便。

表 12 -15  随 机 数 表

97 t95 �12 š11 -90 À49 S57 æ13 y86 �81 Ä

02 t92 �75 š91 -24 À58 S39 æ22 y13 �02 Ä

80 t67 �14 š99 -16 À89 S96 æ63 y67 �60 Ä

66 t24 �72 š57 -32 À15 S49 æ63 y00 �04 Ä

96 t76 �20 š28 -72 À12 S77 æ23 y79 �46 Ä

55 t64 �82 š61 -73 À94 S26 æ18 y37 �31 Ä

50 t02 �74 š70 -16 À85 S95 æ32 y85 �67 Ä

29 t53 �08 š33 -81 À34 S30 æ21 y24 �25 Ä

58 t16 �01 š91 -70 À07 S50 æ13 y18 �24 Ä

51 t16 �69 š67 -16 À53 S11 æ06 y36 �10 Ä

04 t55 �36 š97 -30 À99 S80 æ10 y52 �40 Ä

86 t54 �35 š61 -59 À89 S64 æ97 y16 �02 Ä

24 t23 �52 š11 -59 À10 S88 æ68 y17 �39 Ä

39 t36 �99 š50 -74 À27 S69 æ48 y32 �68 Ä

47 t44 �41 š86 -83 À50 S24 æ51 y02 �08 Ä

60 t71 �41 š25 -90 À93 S07 æ24 y29 �59 Ä

65 t88 �48 š06 -68 À92 S70 æ97 y02 �66 Ä

44 t74 �11 š60 -14 À57 S08 æ54 y12 �90 Ä

93 t10 �95 š80 -32 À50 S40 æ44 y08 �12 Ä

20 t46 �36 š19 -47 À78 S16 æ90 y59 �64 Ä

86 t54 �24 š88 -94 À14 S58 æ49 y80 �79 Ä

12 t88 �12 š25 -19 À70 S40 æ06 y40 �31 Ä

42 t00 �50 š24 -60 À90 S69 æ60 y07 �86 Ä

29 t98 �81 š68 -61 À24 S90 æ92 y32 �68 Ä

36 t63 �02 š37 -89 À40 S81 æ77 y74 �82 Ä

01 t77 �82 š78 -20 À72 S35 æ38 y56 �89 Ä

41 t69 �43 š37 -41 À21 S36 æ39 y57 �80 Ä

54 t40 �76 š04 -05 À01 S45 æ84 y55 �11 Ä

68 t03 �82 š32 -22 À80 S92 æ47 y77 �62 Ä

21 t31 �77 š75 -43 À13 S83 æ43 y70 �16 Ä

53 t64 �54 š21 -04 À23 S85 æ44 y81 �36 Ä

91 t66 �21 š47 -95 À69 S58 æ91 y47 �59 Ä

48 t72 �74 š40 -97 À92 S05 æ01 y61 �18 Ä

本例在求解时先按到达车数的概率 ,分别给它们分配随机数 , 见表 12 -16①。
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① 严格地说 , 这里利用了概率论中的一个定理。若 X 的分布函数是 F ( x ) , R 是 [ 0 , 1 ] 区间上均匀分布的随机变

量 , 那么 X = F - 1 ( R) , 其中 F - 1 ( · )表示反函数。利用这定理可由分布函数求到 X 的抽样值。



  表  12 -16

到达车数 概   率 累积概率 对应的随机数

0 “0 MB. 23 0 LA. 23 00～22 


1 “0 MB. 30 0 LA. 53 23～52 


2 “0 MB. 30 0 LA. 83 53～82 


3 “0 MB. 10 0 LA. 93 83～92 


4 “0 MB. 05 0 LA. 98 93～97 


5 “0 MB. 02 1 LA. 00 98～99 


1 MB. 00

以下开始模拟 ( 见表 12 -17 ) 。前 3 天作为模拟的预备期 , 记为 x。然后依次从第 1

天、第 2 天⋯⋯第 50 天。如第 1 天得到随机数 66 ,从表 12 -16 中可见 ,第 1 天达到车数为

2 , 将它记入表 12 -17。第 2 天 , 得到随机数 96 , 它在表 12 -16 中 , 对应达到 4 车⋯⋯如此

一直到第 50 天。表 12 -17 的第 (2 )、(3 )列数字都填入后 ,计算出第 ( 4 )、( 5 )、( 6 )列数字 ,

从第一个 x 日开始。当天到车数 ( 3) + 前一天推迟车数 (6 ) = 当天需要卸货车数 ( 4) ;

卸货车数 (5 ) =
需要卸货车数 (4 ) , 当天需要卸货车数≤2

2     当天需要卸货车数 > 2

分析结果时 ,不考虑头三天写 x 的预备阶段的数据。这是为了使模拟在一个稳态过

程中任意点开始 ,否则若认为开始时没有积压就失去随机性了。表 12 -17 中表明了模拟

50 天运行情况 , 这相当于一个随机样本。由此可见多数情况下很少发生推迟卸车而造成

积压。只是在第 36 天比较严重 , 平均达车数为 1. 58 , 比期望值略高。又知平均每天有

0. 9 车推迟卸货 ,当然模拟时间越长结果越准确。这方法适用于对不同方案可能产生的

结果进行比较 ,用电子计算机进行模拟是更为方便。模拟方法只能得到数字结果 , 不能得

出解析式。

表 12 -17  排队过程的模拟表

(1 )日期 ( 2)随机数 (3 )到达数 ( 4)需要卸货车数 (5)卸货车数 ( 6)推迟卸货车数

x 97 �4 T4 L2 C2 �

x 02 �0 T2 L2 C0 �

x 80 �2 T2 L2 C0 �

1 º66 �2 T2 L2 C0 �

2 º96 �4 T4 L2 C2 �

3 º55 �2 T4 L2 C2 �

4 º50 �1 T3 L2 C1 �

5 º29 �1 T2 L2 C0 �

6 º58 �2 T2 L2 C0 �

7 º51 �1 T1 L1 C0 �

8 º04 �0 T0 L0 C0 �

9 º86 �3 T3 L2 C1 �
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续表

(1 )日期 ( 2)随机数 (3 )到达数 ( 4)需要卸货车数 (5)卸货车数 ( 6)推迟卸货车数

10 Ñ24 �1 T2 L2 C0 �

11 Ñ39 �1 T1 L1 C0 �

12 Ñ47 �1 T1 L1 C0 �

13 Ñ60 �2 T2 L2 C0 �

14 Ñ65 �2 T2 L2 C0 �

15 Ñ44 �1 T1 L1 C0 �

16 Ñ93 �4 T4 L2 C2 �

17 Ñ20 �0 T2 L2 C0 �

18 Ñ86 �3 T3 L2 C1 �

19 Ñ12 �0 T1 L1 C0 �

20 Ñ42 �1 T1 L1 C0 �

21 Ñ29 �1 T1 L1 C0 �

22 Ñ36 �1 T1 L1 C0 �

23 Ñ01 �0 T0 L0 C0 �

24 Ñ41 �1 T1 L1 C0 �

25 Ñ54 �2 T2 L2 C0 �

26 Ñ68 �2 T2 L2 C0 �

27 Ñ21 �0 T0 L0 C0 �

28 Ñ53 �2 T2 L2 C0 �

29 Ñ91 �3 T3 L2 C1 �

30 Ñ48 �1 T2 L2 C0 �

31 Ñ36 �1 T1 L1 C0 �

32 Ñ55 �2 T2 L2 C0 �

33 Ñ70 �2 T2 L2 C0 �

34 Ñ38 �1 T1 L1 C0 �

35 Ñ36 �1 T1 L1 C0 �

36 Ñ98 �5 T5 L2 C3 �

37 Ñ50 �1 T4 L2 C2 �

38 Ñ95 �4 T6 L2 C4 �

39 Ñ92 �3 T7 L2 C5 �

40 Ñ67 �2 T7 L2 C5 �

41 Ñ24 �1 T6 L2 C4 �

42 Ñ76 �2 T6 L2 C4 �

43 Ñ64 �2 T6 L2 C4 �

44 Ñ02 �0 T4 L2 C2 �

45 Ñ53 �2 T4 L2 C2 �

46 Ñ16 �0 T2 L2 C0 �

47 Ñ16 �0 T0 L0 C0 �

48 Ñ55 �2 T2 L2 C0 �

49 Ñ54 �2 T2 L2 C0 �

50 Ñ23 �1 T1 L1 C0 �

总  计 79 k45 �

平  均 1 ��. 58 0 ¾³. 90
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习   题

12. 1  某工地为了研究发放工具应设置几个窗口 , 对于请领和发放工具分别作了调

查记录 :

(1 ) 以 10 分钟为一段 ,记录了 100 段时间内每段到来请领工具的工人数 ,见表 12 -18;

(2 ) 记录了 1000 次发放工具 (服务 ) 所用时间 (秒 ) 见表 12 -19 , 试求 :

① 平均到达率和平均服务率。

② 利用统计学的方法证明 :若假设到来的数是服从参数λ= 1. 6 的泊松分布 , 服务时

间服从参数μ= 0. 9 的负指数分布 ,这是可以接受的。

(3 ) 这时只设一个服务员是不行的 , 为什么 ? 试分别就服务员数 c = 2 , 3 , 4 各情况计

算等待时间 W q ,注意用表 12 -11。

(4 ) 设请领工具的工人等待的费用损失为每小时 6 元 , 发放工具的服务员空闲费用

损失为每小时 3 元 ,每天按八小时计算 , 问设几个服务员使总费用损失为最小 ?

12. 2  某修理店只有一个修理工人 ,来修理的顾客到达次数服从泊松分布 , 平均每小

时 4 人 ,修理时间服从负指数分布 , 平均需 6 分钟。求 :

  表  12 -18

每 10 分钟内领工具人数 次  数

5 �1 ï

6 �0 ï

7 �1 ï

8 �1 ï

9 �1 ï

10 62 ï

11 64 ï

12 66 ï

13 69 ï

14 611 �

15 612 �

16 613 �

17 610 �

18 69 ï

19 67 ï

20 64 ï

21 63 ï

22 63 ï

23 61 ï

24 61 ï

25 61 ï

合计 100 �

    表  12 -19

发放时间(秒 ) 次  数

15 †200 ³

30 †175 ³

45 †140 ³

60 †104 ³

75 †78 œ

90 †69 œ

105 •51 œ

120 •47 œ

135 •38 œ

150 •30 œ

165 •16 œ

180 •12 œ

195 •10 œ

210 •7 …

225 •9 …

240 •9 …

255 •3 …

270 •1 …

285 •1 …

合计 1000 Ê
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  (1 ) 修理店空闲时间概率 ;

(2 ) 店内有 3 个顾客的概率 ;

(3 ) 店内至少有 1 个顾客的概率 ;

(4 ) 在店内顾客平均数 ;

(5 ) 在店内平均逗留时间 ;

(6 ) 等待服务的顾客平均数 ;

(7 ) 平均等待修理 ( 服务 )时间 ;

(8 ) 必须在店内消耗 15 分钟以上的概率。

12. 3  在某单人理发店顾客到达为泊松流 , 平均到达间隔为 20 分钟 , 理发时间服从

负指数分布 ,平均时间为 15 分钟。求 :

(1 ) 顾客来理发不必等待的概率 ;

(2 ) 理发店内顾客平均数 ;

(3 ) 顾客在理发店内平均逗留时间 ;

(4 ) 若顾客在店内平均逗留时间超过 1. 25 小时 , 则店主将考虑增加设备及理发员 ,

问平均到达率提高多少时店主才作这样考虑呢 ?

12. 4  在例 3 中

(1 ) 试求系统中 ( 包括手术室和候诊室 )有 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 个病人的概率。

(2 ) 设λ不变而μ是可控制的 ,证明 : 若医院管理人员认为使病人在医院平均耗费时

间超过 2 小时是不允许的 ,那么必须平均服务率μ达到 2. 6( 人/ 小时 ) 以上。

12. 5  称顾客为等待所费时间与服务时间之比为顾客损失率 ,用 R 表示。

(1 ) 试证 : 对于 M/ M/ 1 模型  R =
λ

μ - λ
;

(2 ) 在例 3 中仍设λ不变 ,μ是可控制的 ,试定μ使顾客损失率小于 4。

12. 6  设 ns 表示系统中顾客数 , nq 表示队列中等候的顾客数 , 在单服务台系统中有

ns = nq + 1( ns , nq > 0)

试说明它们的期望值

Ls ≠ Lq + 1

Ls = Lq +ρ

根据这关系式给ρ以直观解释。

12. 7  某工厂为职工设立了昼夜 24 小时都能看病的医疗室 (按单服务台处理 )。病

人到达的平均间隔时间为 15 分钟 , 平均看病时间为 12 分钟 , 且服从负指数分布 , 因工人

看病每小时给工厂造成损失为 30 元。

(1 ) 试求工厂每天损失的期望值。

(2 ) 问平均服务率提高多少 , 方可使上述损失减少一半 ?

12. 8  对于 M/ M/ 1/ ∞/ ∞模型 , 在先到先服务情况下 ,试证 : 顾客排队等待时间分布

概率密度是

f ( wq ) =λ(1 - ρ) e
- (μ - λ) w

q , wq > 0

并根据这式求等待时间的期望值 W q 。

12. 9  在 M/ M/ 1/ N/ ∞模型中 ,如ρ= 1(λ=μ) ,试证 : (12 -24)式应为
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P0 = P1 = ⋯ =
1

N + 1

于是 Ls = N/ 2

12. 10  对于 M/ M/ 1/ N/ ∞模型 , 试证 :

λ(1 - Pn ) =μ(1 - P0 )

并对上式给予直观的解释。

12. 11  在第 2 题中如店内已有 3 个顾客 , 那么后来的顾客即不再排队 , 其他条件不

变。试求 :

(1 ) 店内空闲的概率 ;

(2 ) 各运行指标 Ls , Lq , Ws , Wq 。

12. 12  在第 2 题中 , 若顾客平均到达率增加到每小时 12 人 , 仍为泊松流 , 服务时间

不变 ,这时增加了一个工人。

(1 ) 根据λ/ μ的值说明增加工人的原因。

(2 ) 增加工人后求店内空闲概率 ; 店内有 2 个或更多顾客 (即工人繁忙 ) 的概率。

(3 ) 求 Ls , Lq , Ws , Wq 。

12. 13  有 M/ M/ 1/ 5/ ∞模型 , 平均服务率 μ= 10 , 就两种到达率 :λ= 6 ,λ= 15 , 已计

算出相应的概率 Pn 如表 12 -20 所示。试就这两种情况计算 :

表  12 -20

系统中顾客数 n (λ= 6 ) Pn (λ= 15 ) Pn

0 M0 {p. 42 0 Æ». 05

1 M0 {p. 25 0 Æ». 07

2 M0 {p. 15 0 Æ». 11

3 M0 {p. 09 0 Æ». 16

4 M0 {p. 05 0 Æ». 24

5 M0 {p. 04 0 Æ». 37

(1 ) 有效到达率和服务台的服务强度 ;

(2 ) 系统中平均顾客数 ;

(3 ) 系统的满员率 ;

(4 ) 服务台应从哪些方面改进工作 ? 理由是什么 ?

12. 14  对于 M/ M/ 1/ m/ m 模型 , 试证 :

Ls = m -
μ(1 - P0 )

λ

并给予直观解释。

12. 15  对于 M/ M/ c/ ∞/ ∞模型 ,μ是每个服务台的平均服务率 , 试证 :

(1 ) Ls - Lq =λ/ μ;

(2 ) λ= μ c - ∑
c

n = 0

( c - n) Pn 。
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并给予直观解释。

注意  在单服务台情况 , ( 1) 式是很容易解释的。但是 c个服务台时 , 其结果仍相同 ,

且与 c无关 , 这是引人注意的。

12. 16  车间内有 m 台机器 , 有 c个修理工 ( m > c)。每台机器发生故障率为λ, 符合

M/ M/ c/ m/ m 模型 ,试证 :

W s

1
λ

+ W s

=
 Ls  

m

并说明上式左右两端的概率意义。

12. 17  在例 9 中如售票处使用自动售票机 , 顾客在窗口前的服务时间将减少 20%。

这时认为服务时间分布的概率密度是

f ( z) =
1. 25 e

- 1. 25 z + 1
z≥0. 8

0 z < 0. 8

(这里的服务时间 z 与例 9 中 ( 2) 的 y 关系很相似 z = 0. 8 y) 再求顾客的逗留时间和等待

时间。

12. 18  在第 2 题 ,如服务时间服从正态分布 , 数学期望值仍是 6 分钟 ,方差σ
2

= 1/ 8 ,

求店内顾客数的期望值。

12. 19  一个办事员核对登记的申请书时 , 必须依次检查 8 张表格 , 核对每份申请书

需 1 分钟。顾客到达率为每小时 6 人 ,服务时间和到达间隔均为负指数分布 , 求 :

(1 ) 办事员空闲的概率 ;

(2 ) Ls , Lq , Ws 和 W q 。

12. 20  对于单服务台情形 , 试证 :

(1 ) 定长服务时间 L
( 1 )
q 是负指数服务时间 L

( 2 )
q 的一半 ;

(2 ) 定长服务时间 W
( 1 )
q 是负指数服务时间 W

( 2 )
q 的一半。
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    八、存  储  论     

第 13 章  存  储  论

第 1 节  存储论的基本概念

1. 1  存储问题的提出

人们在生产和日常生活活动中往往将所需的物资、用品和食物暂时地储存起来 , 以备

将来使用或消费。这种储存物品的现象是为了解决供应 (生产 ) 与需求 (消费 ) 之间的不协

调的一种措施 ,这种不协调性一般表现为供应量与需求量和供应时期与需求时期的不一

致性上 ,出现供不应求或供过于求。人们在供应与需求这两环节之间加入储存这一环节 ,

就能起到缓解供应与需求之间的不协调 ,以此为研究对象 , 利用运筹学的方法去解决最合

理、最经济地储存问题。

(1 ) 例如 , 水电站在雨季到来之前 ,水库应蓄水多少 ? 这个问题就存在一个矛盾。就

发电的需要来说 ,当然蓄水以多为好。就安全来说 , 如果雨季降雨量大 , 则必须考虑先放

掉一些水 ,使水库存水量减少。否则洪水到来时 , 水库水位猛涨 ,溢洪道排泄不及时 , 可能

会使水坝坍塌 ,除水电站被破坏外 , 还会给下游造成巨大的损失。假设只考虑安全 , 可提

前把水库存水放空。但当雨季降雨量小时 ,就会造成水库存水量不足 , 使发电量减少。因

此 ,合理地调节水库的存水量对国民经济有重大意义。比如 1981 年第一季度 , 由于我国

各地水电站调度合理 ,比计划多发电 14 亿度 ,相当于节约用煤 80 万吨。

(2 ) 工厂生产需用原料 , 如没有储存一定数量的原料 ,会发生停工待料现象。原料储

存过多除积压资金外 ,还要支付一笔存储保管费用。如蛋品加工厂需用鲜蛋作原料 , 鲜蛋

存量过少 ,会产生停工待料而使工厂开工不足而造成损失 ; 如储存鲜蛋过多 , 在支付存储

保管费用中还要支出一笔冷冻保鲜费用。遇到一些意外的因素使鲜蛋变质则损失更大。

在这种情况下 ,最好存储多少鲜蛋 ?

在机器制造厂中 ,加工一个零件常常需要经过许多工序。一道工序完工后即成为下

道工序的生产备件 ,在这种由前道工序转入下道工序的环节中就会产生存储问题。每台

机器由许多部件装配而成 ,每个部件又由许多零件组成 , 每个零件又需要许多工序才能制

成。因此发生在每个环节中的存储问题 ,总起来看就不是可以忽略不计的问题了。如果

各个环节生产备件的存储量安排得合理 ,既可避免因停工待料造成经济上的损失 , 又可以

少占用流动资金 ,加速周转 , 增加利润。

(3 ) 在商店里若存储商品数量不足 , 会发生缺货现象 , 失去销售机会而减少利润 ; 如
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果存量过多 ,一时售不出去 , 会造成商品积压 ,占用流动资金过多而且周转不开 , 这样也会

给商家造成经济损失。当然 ,顾客购买何种商品以及购买多少 , 都带有随机性 , 在这种情

况下商店的管理人员就应研究商品的存储量。

诸如此类 ,与存储量有关的问题 , 需要人们作出抉择 , 在长期实践中人们摸索到一些

规律 ,也积累了一些经验。专门研究这类有关存储问题的科学 , 构成运筹学的一个分支 ,

叫作存储论 ( inventory) ,也称库存论。

本章所介绍的存储问题 ,模型并不复杂 , 原理也容易掌握 , 应用这些原理可以从一个

方面改善企业的经营管理 ,以达到节约资金 , 获得更多利润的目的。

1. 2  存储论的基本概念

工厂为了生产 ,必须储存一些原料 , 把这些储存物简称存储。生产时从存储中取出一

定数量的原料消耗掉 ,使存储减少。生产不断进行 , 存储不断减少 , 到一定时刻必须对存

储给以补充 ,否则存储用完了 , 生产无法进行。

商店必须储存一些商品 (即存储 ) ,营业时卖掉一部分商品使存储减少 , 到一定的时候

又必须进货 ,否则库存售空无法继续营业。

一般地说 ,存储量因需求而减少 , 因补充而增加。

1. 需求

对存储来说 ,由于需求 , 从存储中取出一定的数量 , 使存储量减少 , 这就是存储的输

出。有的需求是间断式的 ,有的需求是连续均匀的。

图 13-1 和图 13-2 分别表示 t 时间内的输出量皆为 S- W , 但两者的输出方式不同。图

13 -1 表示输出是间断的 ,图 13 -2 表示输出是连续的。

图  13-1 图  13-2

  有的需求是确定性的 ,如钢厂每月按合同卖给电机厂矽钢片 10 吨。有的需求是随机

性的 ,如书店每日卖出去的书可能是 1000 本 , 也可能是 800 本。但是经过大量的统计以

后 ,可能会发现每日售书数量的统计规律 , 称之为有一定的随机分布的需求。

2. 补充 (订货或生产 )

存储由于需求而不断减少 ,必须加以补充 , 否则最终将无法满足需求。补充就是存储

的输入。补充的办法可能是向其他工厂购买 , 从订货到货物进入“存储”往往需要一段时
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间 ,我们把这段时间称为备货时间。从另一个角度看 , 为了在某一时刻能补充存储 , 必须

提前订货 ,那么这段时间也可称之为提前时间 ( lead time )。

备货时间可能很长 ,也可能很短 , 可能是随机性的 ,也可以是确定性的。

存储论要解决的问题是 :多少时间补充一次 , 每次补充的数量应该是多少。决定多少

时间补充一次以及每次补充数量的策略称为存储策略。

存储策略的优劣如何衡量呢 ? 最直接的衡量标准 , 是计算该策略所耗用的平均费用

多少。为此有必要对费用进行详细的分析。

3. 费用

主要包括下列一些费用 :

(1 ) 存储费 , 包括货物占用资金应付的利息以及使用仓库、保管货物、货物损坏变质

等支出的费用。

(2 ) 订货费 , 包括两项费用 ,一项是订购费用 ( 固定费用 )如手续费、电信往来、派人员

外出采购等费用。订购费与订货次数有关而与订货数量无关。另一项是货物的成本费

用 ,它与订货数量有关 ( 可变费用 ) , 如货物本身的价格 , 运费等。如货物单价为 K 元 , 订

购费用为 C3 元 ,订货数量为 Q,则订货费用为 : C3 + KQ。

(3 ) 生产费 , 补充存储时 ,如果不需向外厂订货 , 由本厂自行生产 , 这时仍需要支出两

项费用。一项是装配费用 (或称准备、结束费用 , 是固定费用 ) , 如更换模、夹具需要工时 ,

或添置某些专用设备等属于这项费用 ,也用 C3 表示。另一项是与生产产品的数量有关的

费用如材料费、加工费等 ( 可变费用 )。

(4 ) 缺货费 , 当存储供不应求时所引起的损失。如失去销售机会的损失、停工待料的

损失以及不能履行合同而缴纳罚款等。

在不允许缺货的情况下 ,在费用上处理的方式是缺货费为无穷大。

4. 存储策略

如前所述决定何时补充 , 补充多少数量的办法称之为存储策略 , 常见的策略有三种

类型。

(1 ) t0 -循环策略 ,每隔 t0 时间补充存储量 Q。

(2 ) ( s, S)策略 , 每当存储量 x > s时不补充。当 x≤ s时补充存储。补充量 Q = S - x

(即将存储量补充到 S) 。

( 3) ( t, s, S) 混合策略 ,每经过 t 时间检查存储量 x ,当 x > s时不补充。当 x≤ s时 , 补

充存储量使之达到 S。

确定存储策略时 ,首先是把实际问题抽象为数学模型。在形成模型过程中 , 对一些复

杂的条件尽量加以简化 ,只要模型能反映问题的本质就可以了。然后对模型用数学的方

法加以研究 ,得出数量的结论。这结论是否正确 , 还要拿到实践中加以检验。如结论与实

际不符 ,则要对模型重新加以研究和修改。存储问题经长期研究已得出一些行之有效的

模型。从存储模型来看大体上可分为两类 :一类叫作确定性模型 , 即模型中的数据皆为确

定的数值 ;另一类叫作随机性模型 , 即模型中含有随机变量 ,而不是确定的数值。

由于具体条件有差别 , 制定存储策略时又不能忽视这些差别 , 因而模型也有多种类
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型。本章将按确定性存储模型及随机性存储模型两大类 ,分别介绍一些常用的存储模型 ,

并从中得出相应的存储策略。

一个好的存储策略 ,既可以使总费用小 , 又可避免因缺货影响生产 (或对顾客失去信

用 ) , 下面利用一些具体的模型阐述如何求出较好的存储策略。

第 2 节  确定性存储模型

2. 1  模型一:不允许缺货 ,备货时间很短

  在研究、建立模型时 , 需要作一些假设 , 目的是使模型简单、易于理解、便于计算。为

此作如下假设 :

(1 ) 缺货费用无穷大 ;

(2 ) 当存储降至零时 , 可以立即得到补充 (即备货时间或拖后时间很短 , 可以近似地

看作零 ) ;

(3 ) 需求是连续的、均匀的 , 设需求速度 R(单位时间的需求量 )为常数 , 则 t 时间的需

求量为 R t;

(4 ) 每次订货量不变 , 订购费不变 (每次备货量不变 , 装配费不变 ) ;

(5 ) 单位存储费不变。

图  13-3

存储量变化情况用图 13-3 表示。

由于可以立即得到补充 , 所以不会出现缺

货 , 在研究这种模型时不再考虑缺货费用。这

些假设条件只是近似的正确 , 在这些假设条件

下如何确定存储策略呢 ? 正如 1. 2 中所提示

的 , 要用总平均费用来衡量存储策略的优劣。

为了找出最低费用的策略 , 首先想到在需求确

定的情况下 , 每次订货量多 , 则订货次数可以减

少 ,从而减少了订购费。但是每次订货量多 , 会增加存储费用。为研究费用的变化情况需

要导出费用函数。

假定每隔 t 时间补充一次存储 , 那么订货量必须满足 t 时间的需求 R t , 记订货量为

Q, Q = R t, 订购费为 C3 , 货物单价为 K , 则订货费为 C3 + K R t; t 时间的平均订货费为 C3/ t

+ K R , t 时间内的平均存储量为

1
t∫

t

0
RT d T =

1
2

Rt

(此结果由图 13-3 中利用几何知识易得出 , 平均存储量为三角形高的二分之一 ) 单位时间

内单位物品的存储费用为 C1 , t 时间内所需平均存储费用为
1
2

R tC1 。

t 时间内总的平均费用为 C( t)

C( t) =
C3

t
+ K R +

1
2

C1 R t ( 13-1)
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t 取何值时 C( t)最小 ? 只需对 ( 13 -1 )式利用微积分求最小值的方法可求出。

令 :    
d C( t)

d t
= -

C3

t
2 +

1
2

C1 R = 0

得 :    t0 =
2 C3

C1 R
(13 -2)

因
d

2
C( t)
d t

2 > 0 ,即每隔 t0 时间订货一次可使 C( t)最小。

订货批量 Q0 = R t0 =
2 C3 R

C1
( 13-3)

(13-3 )式即存储论中著名的经济订购批量 ( economic ordering quantity )公式。简称

为 E .O .Q 公式 ,也称平方根公式 , 或经济批量 ( economic lot size )公式。由于 Q0 、t0 皆与

K 无关 ,所以此后在费用函数中略去 K R 这项费用。如无特殊需要不再考虑此项费用 ,

(13 -1 )式改写为

C( t) =
C3

t
+

1
2

Ct R t (13 -4)

将 t0 代入 ( 13 -4)式得出最佳费用

C0 = C( t0 ) = C3
C1 R
2 C3

+
1
2

C1 R
2 C3

C1 R

= 2 C1 C3 R

C0 = min C( t) (13 -5)

从费用曲线 (见图 13 -4) 也可以求出 t0 , Q0 , C0 。

图  13 -4

存储费用曲线
1
2

C1 R t

订购费用曲线
C3

t

总费用曲线  C( t) =
C3

t
+

1
2

C1 R t ( 13 -1′)

C( t)曲线的最低点 ( min C( t) )的横坐标 t0 与存

储费用曲线、订购费用曲线交点横坐标相同。即

C3

t0
=

1
2

C1 R t0

解出 t0 t0 =
2 C3

C1 R
(13 -2′)

Q0 = R t0 =
2 C3 R

C1
(13 -3′)

C0 =
C3

t0
+

1
2

C1 Rt0 = 2 C1 C3 R (13 -4′)

(13 -2′)式 , (13 -3′) 式 , ( 13 -4′)式与 ( 13 -2)式 , ( 13 -3 )式 , (13 -5) 式一致。

公式 ( 13 -2 )是由于选 t 作为存储策略变量推导出来的。如果选订货批量 Q 作存储策

略变量也可以推导出上述公式。

例 1  某厂按合同每年需提供 D 个产品 , 不许缺货。假设每一周期工厂需装配费 C3
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元 ,存储费每年每单位产品为 C1 元 ,问全年应分几批供货才能使装配费 , 存储费两者之和

最少。

解  设全年分 n 批供货 , 每批生产量 Q = D/ n, 周期为
1
n
年 ( 即每隔 1/ n 年供货

一次 )。

每个周期内平均存储量为
1
2

Q

每个周期内的平均存储费用为 C1
1
2

Q
1
n

( 年 ) =
C1 Q
2 n

全年所需存储费用
C1 Q
2 n

n =
C1 Q

2

全年所需装配费用 C3 n = C3
D
Q

全年总费用 (以年为单位的平均费用 ) :

C( Q) = C1
Q
2

+ C3
D
Q

为求出 C( Q)的最小值 ,把 Q 看作连续的变量。

d C( Q)
d Q

=
C1

2
- C3

D
Q

2 = 0

C1

2
= C3

D
Q2  Q0 =

2 C3 D
C1

即 min C( Q) = C( Q0 )  Q0 为经济订购批量。

最佳批次 n0 =
D

Q0
=

C1 D
2 C3

 (取近似的整数 )

最佳周期 t0 =
2 C3

C1 D

答  全年应分 n0 次供货可使费用最少。

把例 1 中的 t0 、Q0 值与 ( 13 -2)式 , ( 13 -3 )式比较 ,可知它们是一样的。此处 D 就相当

于 R; (13 -1) 式和 (13 -1′) 式都是研究此类存储问题的数学模型。尽管它们在形式上有差

别 ,但都反映了这类存储问题各量之间的本质联系。

从例 1 中还看到这些公式在实际应用时还会有一点问题 , 因为 t0 ( 或 Q0 , n0 ) 不一定

是整数。假设 t0 = 16. 235 (天 )。很明显 , 小数点后面的数字对实际订货间隔的时间是没

有意义的 ,这时可以取近似的整数。取 t0 D 16 或 t0 D 17 都可以。为了精确起见 , 可以比

较 C( 16 )、C(17)的大小 , 再决定 t0 = 16 或 t0 = 17。从图 13 -4 也可以看到 C( t)在 t0 附近

变化平稳 , t 有变化时 C( t)变化不大。利用数学分析方法可以证明当 t 在 t0 点有增量 Δt

时 ,总费用的增量ΔC( t0 )D
C3

t
3
0

(Δt)
2
。即当Δt→0 时 ,ΔC 是Δt 的高阶无穷小量。 (证明

的方法可参考微积分台劳公式部分 )

例 2  某轧钢厂每月按计划需产角钢 3000 吨 , 每吨每月需存储费 5 .3 元 , 每次生产

需调整机器设备等 ,共需装配费 2500 元。

该厂每月生产角钢一次 ,生产批量为 3000 吨。
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每月需总费用 5 .3×
1
2
×3000 + 2500 = 10450(元/ 月 )

全年需费用 10450×12 = 125400( 元/ 年 )

按 E. O. Q 公式计算每次生产批量

Q0 = 2×C3 (装配费 )× D(需求速度 )÷ C1 ( 存储费 )

= 2×2500×3000÷5 .3D 1682 (吨 )

利用 Q0 计算出全年应生产 n0 次 ,

n0 =
3000×12

Q0
D 21. 4( 次 )

两次生产相隔的时间 t0 = 365/ 21. 4D 17 (天 )

17 天的单位存储费
5 .3
30

×17D 3 .00 (元/ 吨 ) , 共需费用
5 .3
30

×17×1682 + 2500D 5025

(元 ) 。

按全年生产 21. 5 次 ( 两年生产 43 次 ) 计算 , 全年共需费用 5025× 21. 5 = 108037

(元/ 年 )。

两者相比较 ,该厂在利用 E. O. Q 公式求出经济批量进行生产即可每年节约资金

125400 - 108037 = 17363 (元 )

2. 2  模型二:不允许缺货 ,生产需一定时间

本模型的假设条件 ,除生产需要一定时间的条件外 , 其余皆与模型一的相同。

设生产批量为 Q, 所需生产时间为 T , 则生产速度为 P = Q/ T。

已知需求速度为 R, ( R < P) 。生产的产品一部分满足需求 ,剩余部分才作为存储 , 这

时存储变化如图 13 -5 所示。

图  13 -5

在 [0 , T] 区间内 ,存储以 ( P - R)速度增加 , 在 [ T , t]区间内存储以速度 R 减少。 T 与

t 皆为待定数。从图 13 -5 易知 ( P - R) T = R( t - T) ,即 P T = R t( 等式表示以速度 P 生产

T 时间的产品等于 t 时间内的需求 ) , 并求出 T = R t/ P。

t 时间内的平均存储量为
1
2

( P - R) T

t 时间内所需存储费为
1
2

C1 ( P - R) T
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t 时间内所需装配费为 C3

单位时间总费用 (平均费用 ) 为 C( t)

C( t) =
1
t

1
2

C1 ( P - R) T t + C3

=
1
t

1
2

C1 ( P - R)
R t

2

P
+ C3

设 min C( t) = C( t0 ) ,利用微积分方法可求得

t0 =
2 C3 P

C1 R( P - R)
(13 -6)

图 13 -5 中 t 表示周期 ,所求出的 t0 为最佳周期。相应的生产批量

Q0 = E. O. Q =
2 C3 RP

C1 ( P - R)
( 13-7)

min C( t) = C( t0 ) = 2 C1 C3 R
( P - R)

P
(13 -8)

利用 t0 可求出最佳生产时间

T0 =
R t0
P

=
2 C3 R

C1 P( P - R)

将前面求 t0 , Q0 的公式与 ( 13 -6)式 , ( 13 -7 )式相比较 , 即知它们只差 P
P - R

一个因子。

当 P 相当大时 ,
P

P - R
趋近于 1 , 则两组公式就相同了。

进入存储的最高数量

S0 = Q0 - R T0 =
2 C3 RP

C1 ( P - R)
- R

2 C3 R
C1 P( P - R)

=
2 C3 R( P - R)

C1 P
(13 -9)

例 3  某厂每月需甲产品 100 件 , 每月生产率为 500 件 , 每批装配费为 5 元 , 每月每

件产品存储费为 0. 4 元 ,求 E. O. Q 及最低费用。

解  已知 C3 = 5 , C1 = 0. 4 , P = 500 , R = 100 ,将各值代入公式 ( 13 -7)及 (13 -8)得

E. O. Q =
2 C3 R P

C1 ( P - R)
= 3125ǚ 56(件 )

C0 =
2 C1 C3 R( P - R)

P
ǚ 178. 9 (元 )

答  每次生产批量为 56 件 , 每次生产所需装配费及存储费最低为 178. 9 元。

例 4  某商店经售甲商品成本单价 500 元 ,年存储费用为成本的 20% , 年需求量 365

件 ,需求速度为常数。甲商品的定购费为 20 元 ,提前期为 10 天 ,求 E. O. Q 及最低费用。

解  此例题从表面上看 ,似乎应按模型二处理。因为拖后时间似乎与生产需一定时

间意义差不多。其实不然 ,现将本题存储变化情况用图表示之 ( 见图13-6 ) , 并与模型一、

模型二的图相比较 ,可看到与模型一完全相同。本题只需在存储降至零时提前 10 天订货

即可保证需求。

本例题的数据与例 2 相同 ,所以解也相同 , E. O. Q = 12( 单位 ) , 最低费用 = 1208 元。

由于提前期为 10 天 , 10 天内的需求为 10 单位甲商品 , 因此只要当存储降至 10 就要
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图  13-6

订货。一般设 t1 为提前期 , R 为需求速度 , 当存储

降至 L = Rt1 的时候即订货。 L 称为“订购点”( 或称

订货点 )。

从本例题来看 , 多少时间订一次货 , 虽可以用

E. O. Q 除以 R( t0 = Q0/ R) 得出 t0 , 但求解的过程中

并没有求出 t0 , 只求出订货点 L , 这时存储策略是 :

不考虑 t0 , 只要存储降至 L 即订货 , 订货量为 Q0 , 称

这种存储策略为定点定货。相对地称每隔 t0 时间

订货一次为定时订货 , 每次订货量不变则称为定量

订货。

2. 3  模型三:允许缺货 ,备货时间很短

模型一、模型二是在不允许缺货的情况下推导出来的。本模型是允许缺货 , 并把缺货

损失定量化来加以研究。由于允许缺货 ,所以企业可以在存储降至零后 , 还可以再等一段

时间然后订货。这就意味着企业可以少付几次订货的固定费用 , 少支付一些存储费用。

一般地说当顾客遇到缺货时不受损失 ,或损失很小 , 而企业除支付少量的缺货费外也无其

他损失 ,这时发生缺货现象可能对企业是有利的。

本模型的假设条件除允许缺货外 ,其余条件皆与模型一相同。

设  单位时间单位物品存储费用为 C1 , 每次订购费为 C3 , 缺货费为 C2 ( 单位缺货损

失 ) , R 为需求速度。求最佳存储策略 ,使平均总费用最小 (见图 13 -7)。

图  13 -7

假设最初存储量为 S , 可以满足 t1 时间的需求 , t1 时间的平均存储量为
1
2

S, 在 ( t -

t1 )时间的存储为零 , 平均缺货量为
1
2

R( t - t1 )。由于 S 仅能满足 t1 时间的需求 S = R t1 ,

有 t1 = S/ R

在 t 时间内所需存储费 C1
1
2

St1 =
1
2

C1
S2

R

在 t 时间内的缺货费    C2
1
2

R( t - t1 )
2

=
1
2

C2
( R t - S)2

R

订购费为 C3
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平均总费用 C( t, S) =
1
t

C1
S

2

2 R
+ C2

( Rt - S)
2

2 R
+ C3

式中有两个变量 ,利用多元函数求极值的方法求 C( t, S)的最小值。

�C
�S

=
1
t

C1
S
R

- C2
( Rt - S)

R
= 0

R≠0 , t≠0 , C1 S - C2 ( R t - S) = 0

S =
C2 R t

C1 + C2
( 13 -10)

�C
�t

= -
1
t2

C1
S2

2 R
+ C2

( R t - S)2

2 R
+ C3 +

1
t

[ C2 ( R t - S) ] = 0

R≠0 ,  t≠0

- C1
S

2

2
- C2

( R t - S)
2

2
- C3 R + tR[ C2 ( R t - S) ] = 0

将 (13 -10)式中 S 值代入上式 , 消去 S

得 t0 =
2 C3 ( C1 + C2 )

C1 R C2
( 13 -11)

将 (13 -10)式代入 (13 -11 )式解出 S

S0 =
2 C2 C3 R

C1 ( C1 + C2 )
( 13 -12)

将 (13 -10)式 , ( 13 -11) 式代入 C( t, S)

得 min C( t, S) = C0 ( t0 , S0 ) =
2 C1 C2 C3 R

C1 + C2
( 13 -13)

当 C2 很大时 (不允许缺货 ) ,

C2 →∞ ,
C2

C1 + C2
→1

则 t0 ǚ
2 C3

C1 R
,  S0 ǚ

2 RC3

C1
,  C0 ǚ 2 C1 C3 R

与 (13 -2 )式 , (13 -3) 式 , ( 13 -5 )式相同。

模型三中由于允许缺货最佳周期 t0 为不允许缺货周期 t 的
C2 + C1

C2
倍 , 又由于

C2 + C1

C2
> 1 ,所以两次订货间隔时间延长了。

在不允许缺货情况下 ,为满足 t0 时间内的需求 ,订货量 Q0 = R t0

即 Q0 =
2 RC3

C1
·

C1 + C2

C2
( 13 -14)

在允许缺货情况下 ,存储量只需达到 S0 即可 ,

S0 =
2 RC3 C2

C1 ( C1 + C2 )

显然 Q0 > S0 , 它们的差值

Q0 - S0 =
2 RC3

C1
·

( C1 + C2 )
C2

-
2 RC3

C1
·

C2

C1 + C2
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=
2 RC3

C1

C1 + C2

C2
-

C2

C1 + C2

=
2 RC3

C1

C1

C2 ( C1 + C2 )
=

2 R C3 C1

C2 ( C1 + C2 )

表示在 t0 时间内的最大缺货量。

在允许缺货条件下 ,经过研究而得出的存储策略是隔 t0 时间订货一次 , 订货量为 Q0 ,

用 Q0 中的一部分补足所缺货物 ,剩余部分 S0 进入存储。很明显 , 在相同的时间段落里 ,

允许缺货的订货次数比不允许缺货时订货次数减少了。

例 5  已知需求速度 R = 100 件 , C1 = 0. 40 元 , C2 = 0. 15 元 , C3 = 5 元 ,求 S0 及 C0 。

解  利用 (13 -12)式 , ( 13 -13) 式即可计算

S0 =
2 RC3 C2

C1 ( C1 + C2 )
=

2×100×0. 15×5
0. 4× ( 0. 4 + 0. 15)

ǚ 26 (件 )   

C0 =
2 C1 C3 R C2

C1 + C2
=

2×0. 4×5×100×0. 15
0. 4 + 0. 15

ǚ 104. 04(元 )

答 : S0 ǚ 26 (件 ) , C0 ǚ 104. 04 (元 )

研究模型一、二、三存储策略之间的差别 , 可以看到不允许缺货生产需要时间很短条

件下得出的存储策略     t0 =
2 C3

C1 R
 (见 13 -2 式 )

Q0 =
2 C3 R

C1
 (见 13 -3 式 )

最大存储量 S0 = Q0

在不允许缺货、生产需一定时间条件下 , 得出存储策略

t0 =
2 C3

C1 R
·

P
P - R

 ( 见 13 -6 式 )

Q0 =
2 C3 R

C1
·

P
P - R

 (见 13 -7 式 )

最大存储量 S0 =
2 C3 R

C1
·

P - R
P

 (见 13 -9 式 )

在允许缺货、生产需时间很短条件下 , 得出存储策略

t0 =
2 C3

C1 R
·

C1 + C2

C2
 (见 13 -11 式 )

Q0 =
2 C3 R

C1
·

C1 + C2

C2
 (见 13 -14 式 )

最大存储量 S0 =
2 C3 R

C1
·

C2

C1 + C2
 (见 13 -12 式 )

模型二、三只是以模型一的存储策略乘上相应的因子 , 这样可以便于记忆 ,再有

模型一中
1
2

Q0 t0 =
1
2

S0 t0 =
C3

C1

模型二中
1
2

S0 t0 =
2 C3 R

C1
·

P - R
P

·
2 C3

C1 R
·

P
P - R

=
C3

C1
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模型三中
1
2

S0 t0 =
2 C3 R

C1
·

C2

C1 + C2
·

2 C3

C1 R
·

C1 + C2

C2
=

C3

C1

都是同一个数值 ,这样就得出它们之间的差别与内在联系。对于允许缺货 (缺货需补足 )

生产需要一定时间条件下的存储策略 , 我们相信它一定是以模型一的存储策略乘上

C1 + C2

C2
及

P
P - R

两个因子 , 它也应有
1
2

S0 t0 =
C3

C1
,可自行验证。下面做具体介绍。

2. 4  模型四:允许缺货 (需补足缺货 )、生产需一定时间

假设条件除允许缺货生产需一定时间外 , 其余条件皆与模型一相同 , 其存储变化如

图 13 -8所示。

图  13 -8

取 [0 , t] 为一个周期 ,设 t1 时刻开始生产。

[0 , t2 ] 时间内存储为零 , B 表示最大缺货量。

[ t1 , t2 ]时间内除满足需求外 , 补足 [0 , t1 ] 时间内的缺货。

[ t2 , t3 ]时间内满足需求后的产品进入存储 , 存储量以 ( P - R)速度增加。

S 表示存储量 , t3 时刻存储量达到最大 , t3 时刻停止生产。

[ t3 , t]时间存储量以需求速度 R 减少。

由图 13 -8 易知 :

最大缺货量 B = R t1 , 或 B = ( P - R) ( t2 - t1 )

即 R t1 = ( P - R) ( t2 - t1 ) , 得

t1 =
( P - R)

P
t2 ( 13 -15)

最大存储量 S = ( P - R) ( t3 - t2 ) ,或 S = R( t - t3 )

即 ( P - R) ( t3 - t2 ) = R( t - t3 ) , 得 t3 =
R
P

t + 1 -
R
P

t2

或 t3 - t2 =
R
P

( t - t2 ) ( 13 -16)

在 [0 , t] 时间内所需费用 :

存储费 :
1
2

C1 ( P - R) ( t3 - t2 ) ( t - t2 )

将 (13 -16)式代入消去 t3 , 得
1
2

C1 ( P - R)
R
P

( t - t2 )
2
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缺货费 :
1
2

C2 R t1 t2

将 (13 -15)式代入消去 t1 , 得
1
2

C2 R
( P - R)

P
t

2
2

装配费 : C3

在 [0 , t] 时间内总平均费用为 :

C( t, t2 ) =
1
t

1
2

C1
( P - R) R

P
( t - t2 )2 +

1
2

C2
( P - R) R

P
t2
2 + C3

=
1
2

( P - R) R
P

C1 t - 2 C1 t2 + ( C1 + C2 )
t
2
2

t
+

C3

t

�C( t, t2 )
�t

=
1
2

( P - R) R
P

C1 + ( C1 + C2 ) t22 -
1
t
2 -

C3

t
2 ( 13 -17)

�C( t, t2 )
�t2

=
1
2

( P - R) R
P

- 2 C1 + 2 ( C1 + C2 ) t2 ·
1
t

( 13 -18)

令
�C( t, t2 )

�t
= 0 ,

�C( t , t2 )
�t2

= 0 解出 t1 , t2

由 (13 -18)式得 t2 =
C1

C1 + C2
t ( 13 -19)

由 (13 -17)式得    
1
2

( P - R) R
P

C1 + ( C1 + C2 ) t
2
2 -

1
t
2 -

C3

t
2 = 0

将 (13 -19)式代入上式消去 t2 得

1
2

( P - R) R
P

C1 - ( C1 + C2 )
C

2
1

( C1 + C2 )2 - C3
1
t2

= 0

1
2

( P - R) R
P

C
2
1 + C1 C2 - C

2
1

C1 + C2
-

C3

t
2 = 0

t
2

=
2 P( C1 + C2 ) C3

C1 C2 ( P - R) R

t =
2 C3

C1 R
·

C1 + C2

C2
·

P
P - R

;可记作 t0

由 (13 -19)有

t2 =
C1

C1 + C2
t0 =

C1

C1 + C2
·

2 C3

C1 R
·

C1 + C2

C2
·

P
P - R

依数学分析的知识可以断定 C( t , t2 ) 在 t = t0 , t2 =
C1

C1 + C2
t0 时有最小值。

相应地得到 t0 =
2 C3

C1 R
·

C1 + C2

C2
·

P
P - R

( 13 -20)

Q0 = R· t0 =
2 C3 R

C1
·

C1 + C2

C2
·

P
P - R

( 13 -21)

S0 (最大存储量 ) = R( t0 - t3 ) = R t0 -
R
P

t0 -
P - R

P
t2

= R t0 -
R
P

t0 -
P - R

P
·

C1

C1 + C2
t0
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= R·
P - R

P
·

C2

C1 + C2
· t0

=
2 C3 R

C1
·

C2

C1 + C2
·

P - R
P

( 13 -22)

B0 ( 最大缺货量 ) = R· t1 =
R( P - R)

P
· t2

=
2 C1 C3 R

( C1 + C2 ) C2
·

P - R
P

( 13 -23)

min C( t0 , t2 ) = C0 = 2 C1 C3 R·
C2

C1 + C2
·

P - R
P

( 13 -24)

2. 5  价格有折扣的存储问题

以上模型所讨论的货物单价是常量 ,得出的存储策略都与货物单价无关。现在介绍

货物单价随订购 (或生产 ) 数量而变化时的存储策略。我们常看到一种商品有所谓零售

价、批发价和出厂价 , 购买同一种商品的数量不同 , 商品单价也不同。一般情况下购买数

量越多 ,商品单价越低。在少数情况下 , 某种商品限额供应 , 超过限额部分的商品单价要

提高。

除去货物单价随订购数量而变化外 ,其余条件皆与模型一的假设相同时 , 应如何制定

相应的存储策略 ?

记货物单价为 K( Q) , 设 K( Q) 按三个数量等级变化 (见图 13 -9)。

图  13 -9

K( Q) =

K1 0≤Q < Q1

K2 Q1 ≤Q < Q2

K3 Q2 ≤Q

当订购量为 Q 时 ,一个周期内所需费用为 :

1
2

C1 Q
Q
R

+ C3 + K( Q) Q

Q∈ [ 0 , Q1 ) 有  
1
2

C1 Q
Q
R

+ C3 + K1 Q

Q∈ [ Q1 , Q2 ) 有  
1
2

C1 Q
Q
R

+ C3 + K2 Q

Q≥Q2 有  
1
2

C1 Q
Q
R

+ C3 + K3 Q
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平均每单位货物所需费用 C( Q) (见图 13 -10 )

图  13 -10

CⅠ ( Q) =
1
2

C1
Q
R

+
C3

Q
+ K1    Q∈ (0 , Q1 )

CⅡ ( Q) =
1
2

C1
Q
R

+
C3

Q
+ K2    Q∈ [ Q1 , Q2 )

CⅢ ( Q) =
1
2

C1
Q
R

+
C3

Q
+ K3    Q≥Q2

如果不考虑 CⅠ ( Q)、CⅡ ( Q)、CⅢ ( Q) 的定义域 , 它们之间只差一个常数 , 因此它们的

导函数相同。为求极小 , 令导数为零 , 解得 Q0 , Q0 落在哪一个区间 , 事先难以预计。假设

Q1 < Q0 < Q2 , 这也不能肯定 C
Ⅱ

( Q0 ) 最小。图 13 -10 的直观感觉启发我们考虑 : 是否

C
Ⅲ

( Q2 )的费用更小 ? 设最佳订购批量为 Q
*

,在给出价格有折扣情况下 , 求解步骤如下 :

(1 ) 对 CⅠ ( Q) (不考虑定义域 ) 求得极值点为 Q0

(2 ) 若 Q0 < Q1 , 计算 :

CⅠ ( Q0 ) =
1
2

C1
Q0

R
+

C3

Q0
+ K1

CⅡ ( Q1 ) =
1
2

C1
Q1

R
+

C3

Q1
+ K2

CⅢ ( Q2 ) =
1
2

C1
Q2

R
+

C3

Q2
+ K3

由 min{ C
Ⅰ

( Q0 ) , C
Ⅱ

( Q1 ) , C
Ⅲ

( Q2 )}得到单位货物最小费用的订购批量 Q
*
。例如

min{ C
Ⅰ

( Q0 ) , C
Ⅱ

( Q1 ) , C
Ⅲ

( Q2 )} = C
Ⅱ

( Q1 ) ,则取 Q
*

= Q1

(3 ) 若 Q1 ≤Q0 < Q2 ,计算 C
Ⅱ

( Q0 )、C
Ⅲ

( Q2 )。

由 min{ C
Ⅱ

( Q0 ) , C
Ⅲ

( Q2 ) }决定 Q
*

(4 ) 若 Q2 ≤Q0 , 则取 Q
*

= Q0 。

以上步骤易于推广到单价折扣分 m 个等级的情况。

比如说订购量为 Q, 其单价 K( Q) :

K( Q) =

K1 0≤ Q < Q1

K2 Q1 ≤Q < Q2

…

Kj Q j - 1 ≤ Q < Qj

…

Km Qm - 1 ≤ Q
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对应的平均单位货物所需费用为 :

Cj ( Q) =
1
2

C1
Q
R

+
C3

Q
+ Kj  j = 1 , 2 , ⋯ , m

对 C1 ( Q ) 求得极值点为 Q0 , 若 Qj - 1 ≤ Q0 < Qj , 求 min { Cj ( Q0 ) , Cj + 1 ( Qi ) , ⋯ ,

C
m

( Qm - 1 )} , 设从此式得到的最小值为 C
l
( Ql - 1 ) ,则取 Q

*
= Ql - 1

例 6  某厂每年需某种元件 5000 个 , 每次订购费 C3 = 500 元 , 保管费每件每年 C1 =

10 元 , 不允许缺货。元件单价 K 随采购数量不同而有变化。

K( Q) =
20 元 Q < 1500

19 元 1500≤ Q

解  利用 E. O. Q 公式计算

Q0 =
2 C3 R

C1
=

2×500×5000
10

ǚ 707( 个 )

分别计算每次订购 707 个和 1500 个元件所需平均单位元件所需费用 :

C( 707) =
1
2
×10×

707
5000

+
500
707

+ 20ǚ 21. 414 (元/ 个 )

C(1500) =
1
2
×10×

1500
5000

+
500
1500

+ 19ǚ 20. 833(元/ 个 )

因为 C( 1500 ) < C( 707)知最佳订购量 Q = 1500

答  该厂每次应订购 1500 个元件。

在本章节中 ,由于订购批量不同 , 订货周期长短不一样 , 所以才利用平均单位货物所

需费用比较优劣。当然也可以利用不同批量 ,计算其全年所需费用来比较优劣。

也有的折扣条件为

K( Q) =
K1  当 Q < Q1 时

K2  当 Q > Q1 时 , 超过 Q1 部分 ( Q - Q1 ) 才按 K2 计算货物单价。

如果 K2 < K1 ,显然是鼓励大量购买货物。在特殊情况下会出现 K2 > K1 , 这时是利用价

格的变化限制购货数量。本章节提供的方法稍加变化后可解决这类问题。

第 3 节  随机性存储模型

随机性存储模型的重要特点是需求为随机的 ,其概率或分布为已知。在这种情况下 ,

前面所介绍过的模型已经不能适用了。例如商店对某种商品进货 500 件 , 这 500 件商品

可能在一个月内售完 ,也有可能在两个月之后还有剩余。商店如果想既不因缺货而失去

销售机会 ,又不因滞销而过多积压资金 , 这时必须采用新的存储策略。可供选择的策略主

要有三种 :

(1 ) 定期订货 , 但订货数量需要根据上一个周期末剩下货物的数量决定订货量。剩

下的数量少 ,可以多订货。剩下的数量多 , 可以少订或不订货。这种策略可称为定期订

货法。

(2 ) 定点订货 , 存储降到某一确定的数量时即订货 ,不再考虑间隔的时间。这一数量

值称为订货点 ,每次订货的数量不变 , 这种策略可称之为定点订货法。
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(3 ) 把定期订货与定点订货综合起来的方法 , 隔一定时间检查一次存储 , 如果存储数

量高于一个数值 s, 则不订货。小于 s 时则订货补充存储 ,订货量要使存储量达到 S ,这种

策略可以简称为 ( s, S)存储策略。

此外与确定性模型不同的特点还有 :不允许缺货的条件只能从概率的意义方面理解 ,

如不缺货的概率为 0. 9 等。存储策略的优劣通常以赢利的期望值的大小作为衡量的

标准。

为了讲清楚随机性存储问题的解法 ,先通过一个例题介绍求解的思路。

例 7  某商店拟在新年期间出售一批日历画片 , 每售出一千张可赢利 700 元。如果

在新年期间不能售出 ,必须削价处理 , 作为画片出售。由于削价 ,一定可以售完 , 此时每千

张赔损 400 元。根据以往的经验 ,市场需求的概率见表 13-1。

表  13-1

需求量 r(千张 ) 0 ’1 c2 43 �4 Ö5 

概率 P( r) ∑
5 *

r = 0

P ( r) = 1 0 MB. 05 0 ��. 10 0 ïä. 25 0 Àµ. 35 0 ‘†. 15 0 h]. 10

每年只能订货一次 ,问应订购日历画片几千张才能使获利的期望值最大 ?

解  如果该店订货 4 千张 ,我们计算获利的可能数值。

当市场需求为 0 千张时获利为 : ( - 400) ×4 = - 1600( 元 )

当市场需求为 1 千张时获利为 : ( - 400) ×3 + 700 = - 500( 元 )

当市场需求为 2 千张时获利为 : ( - 400) ×2 + 700×2 = 600 (元 )

当市场需求为 3 千张时获利为 : ( - 400) ×1 + 700×3 = 1700( 元 )

当市场需求为 4 千张时获利为 : ( - 400) ×0 + 700×4 = 2800( 元 )

当市场需求为 5 千张时获利为 : ( - 400) ×0 + 700×4 = 2800( 元 )

订购量为 4 千张时获利的期望值 :

E[ C(4 ) ] = ( - 1600)×0. 05 + ( - 500 )×0. 10 + 600×0. 25 + 1700×0. 35 +

2800×0. 15 + 2800×0. 10 = 1315 (元 )

按上述算法列出表 13-2。

表  13-2

需求量
获利

订货量

0 �1 ï2 À3 ‘4 b5 �
获利的

期望值

0 e 0 M 0 � 0 ï 0 À 0 ‘ 0 J 0 ó

1 e- 400 M700 �700 ï700 À700 ‘700 J645 ó

2 e- 800 M300 �1400 ï1400 À1400 ‘1400 J1180 ó

3 e- 1200 M- 100 �1000 ï2100 À2100 ‘2100 J1440 *

4 e- 1600 M- 500 �600 ï1700 À2800 ‘2800 J1315 ó

5 e- 2000 M- 900 �200 ï1300 À2400 ‘3500 J1025 ó

获利期望值最大者标有 ( * ) 记号 , 为 1440 元。经比较后可知该店订购 3000 张日历

画片可使获利期望值最大。
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本例还可以从相反的角度考虑求解。当订货量为 Q 时 , 可能发生滞销赔损 ( 供过于

求的情况 ) , 也可能发生因缺货而失去销售机会的损失 (求过于供的情况 ) 。把这两种损失

合起来考虑 ,取损失期望值最小者所对应的 Q 值。

当该店订购量为 2 千张时 ,计算其损失的可能值 :

  当市场需求量为 0 千张时滞销损失为 : ( - 400) ×2 = - 800 (元 )

  当市场需求量为 1 千张时滞销损失为 : ( - 400) ×1 = - 400 (元 )

  当市场需求量为 2 千张时滞销损失为 :0 (元 )

  (以上三项皆为供货大于需求时滞销损失。)

  当市场需求量为 3 千张时缺货损失为 : ( - 700) ×1 = - 700 (元 )

  当市场需求量为 4 千张时缺货损失为 : ( - 700) ×2 = - 1400( 元 )

  当市场需求量为 5 千张时缺货损失为 : ( - 700) ×3 = - 2100( 元 )

  (以上三项皆为供货小于需求时 , 失去销售机会而少获利的损失 )

当订货量为 2 千张时 ,缺货和滞销两种损失之和的期望值 :

E[ C(2 ) ] = ( - 800 )×0. 05 + ( - 400)×0. 10 + 0×0. 25 + ( - 700)×0. 35 +

( - 1400)×0. 15 + ( - 2100)×0. 10 = - 745(元 )

按此算法列出表 13-3。

表  13-3

订货量 (千张 ) 0 ’1 c2 43 �4 Ö5 

损失的期望值 - 1925 �- 1280 ×- 745 ‘- 485 * - 610 3- 900 


比较表中期望值以 - 485 最大 ,因我们采用负数表示损失 , 即 485 为损失最小值。该

店订购 3000 张日历画片可使损失的期望值最小。这结论与前边得出的结论一样 , 都是订

购日历画片 3000 张。这说明对同一问题可以从两个不同的角度去考虑 , 一是考虑获利最

多 ,一是考虑损失最小。这两种考虑确实有差别 , 但在具体问题上实质上是一个问题的不

同表示形式。因此我们今后处理这类问题时 ,根据情况选其中之一即可。

3. 1  模型五:需求是随机离散的

报童问题 :报童每日售报数量是一个随机变量。报童每售出一份报纸赚 k 元。如报

纸未能售出 ,每份赔 h 元。每日售出报纸份数 r 的概率 P ( r) 根据以往的经验是已知的 ,

问报童每日最好准备多少份报纸 ?

这个问题是报童每日报纸的订货量 Q 为何值时 , 赚钱的期望值最大 ? 反言之 , 如何

适当地选择 Q 值 ,使因不能售出报纸的损失及因缺货失去销售机会的损失 , 两者期望值

之和最小。现在用计算损失期望值最小的办法求解。

解  设售出报纸数量为 r, 其概率 P( r) 为已知 , ∑
∞

r = 0

P( r) = 1

设报童订购报纸数量为 Q。

① 供过于求时 ( r≤Q) ,这时报纸因不能售出而承担的损失 , 其期望值为 :

∑
Q

r = 0

h( Q - r) P( r)   (初学者可参看例 7 )
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  ② 供不应求时 ( r > Q) ,这时因缺货而少赚钱的损失 , 其期望值为 :

∑
∞

r= Q+ 1

k( r - Q) P( r)

综合① ,②两种情况 , 当订货量为 Q 时 ,损失的期望值为 :

C( Q) = h∑
Q

r = 0

( Q - r) P( r) + k∑
∞

r = Q+ 1

( r - Q) P( r)

要从式中决定 Q 的值 ,使 C( Q)最小。

由于报童订购报纸的份数只能取整数 , r 是离散变量 , 所以不能用求导数的方法求极

值。为此设报童每日订购报纸份数最佳量为 Q, 其损失期望值应有 :

① C( Q)≤C( Q + 1 )

② C( Q)≤C( Q - 1 )

从①出发进行推导有 :

h∑
Q

r = 0

( Q - r) P( r) + k∑
∞

r = Q+ 1

( r - Q) P( r) ≤

h∑
Q+ 1

r = 0

( Q + 1 - r) P( r) + k∑
∞

r = Q+ 2

( r - Q - 1) P( r)

经化简后得

( k + h)∑
Q

r = 0

P( r) - k ≥ 0

即

∑
Q

r = 0

P( r) ≥
k

k + h

  从②出发进行推导有 :

h∑
Q

r = 0

( Q - r) P( r) + k∑
∞

r = Q+ 1

( r - Q) P( r) ≤

h∑
Q - 1

r = 0

( Q - 1 - r) P( r) + k∑
∞

r = Q

( r - Q + 1) P( r)

经化简后得

( k + h)∑
Q - 1

r = 0

P( r) - k ≤ 0

即 ∑
Q - 1

r = 0

P( r) ≤
k

k + h

报童应准备的报纸最佳数量 Q 应按下列不等式确定 :

∑
Q - 1

r = 0

P( r) <
k

k + h
≤ ∑

Q

r = 0

P( r) (13-25)

从赢利最大来考虑报童应准备的报纸数量。设报童订购报纸数量为 Q, 获利的期望

值为 C( Q) ,其余符号和前面推导时表示的意义相同。

当需求 r≤Q 时 , 报童只能售出 r 份报纸 ,每份赚 k(元 ) ,共赚 k· r(元 )。未售出的报

纸 ,每份赔 h( 元 ) , 滞销损失为 h( Q - r) (元 )。

此时赢利的期望值为 :
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∑
Q

r = 0

[ kr - h( Q - r) ] P( r)

  当需求 r > Q时 , 报童因为只有 Q 份报纸可供销售 ,赢利的期望值为 ∑
∞

r = Q+ 1

k·QP ( r) ,

无滞销损失。由以上分析知赢利的期望值 :

C( Q) = ∑
Q

r = 0

k· r· P( r) - ∑
Q

r = 0

h( Q - r) P( r) + ∑
∞

r = Q+ 1

k·QP( r)

  为使订购 Q 赢利的期望值最大 ,应满足下列关系式 :

① C( Q + 1) ≤C( Q)

② C( Q - 1) ≤C( Q)

从①式推导 ,

k∑
Q+ 1

r = 0

rP ( r) - h∑
Q+ 1

r = 0

( Q + 1 - r) P( r) + k∑
∞

r= Q+ 2

( Q + 1) P( r) ≤

k∑
Q

r = 0

rP( r) - h∑
Q

r = 0

( Q - r) P( r) + k∑
∞

r = Q+ 1

Q· P( r)

经化简后得

kP ( Q + 1) - h∑
Q

r = 0

P( r) + k∑
∞

r = Q+ 2

P( r) ≤ 0

  进一步化简得

k 1 - ∑
Q

r = 0

P( r) - h∑
Q

r = 0

P( r) ≤ 0

∑
Q

r = 0

P( r) ≥
k

k + h

  同理从②推导出

∑
Q - 1

r = 0

P( r) ≤
k

k + h

  用以下不等式确定 Q 的值 ,这一公式与 (13-25)式完全相同。

∑
Q - 1

r = 0

P( r) <
k

k + h
≤ ∑

Q

r = 0

P( r)

  尽管报童问题中损失最小的期望值与赢利最大的期望值是不同的 , 但确定 Q 值的条

件是相同的。无论从哪一个方面来考虑 ,报童的最佳订购份数是一个确定的数值。在下

面的模型六中将进一步说明这个问题。

现利用公式 (13 -25)解例 7 的问题。

已知 : k = 7 , h = 4 ,
k

k + h
ǚ 0. 637

P(0 ) = 0. 05 , P(1 ) = 0. 10 , P(2 ) = 0. 25 , P( 3) = 0. 35

∑
2

r = 0

P( r) = 0. 40 < 0. 637 < ∑
3

r= 0

P( r) = 0. 75

知该店应订购日历画片 3 千张。

例 8  某店拟出售甲商品 ,每单位甲商品成本 50 元 , 售价 70 元。如不能售出必须减
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价为 40 元 , 减价后一定可以售出。已知售货量 r 的概率服从泊松分布

P( r) =
e- λλr

r !
 (λ为平均售出数 )

根据以往经验 ,平均售出数为 6 单位 (λ= 6) 。问该店订购量应为若干单位 ?

解  该店的缺货损失 ,每单位商品为 70 - 50 = 20。滞销损失 , 每单位商品 50 - 40 =

10 ,利用 ( 15. 13) 式 ,其中 k = 20 , h = 10

k
h + k

=
20

20 + 10
ǚ 0. 667

P( r) =
e- 6 6 r

r !
,  ∑

Q

r = 0

P( r) 记作 F( Q) ,可查统计表。

F( 6) = ∑
5

r= 0

e
- 6

6
r

r !
= 0. 6063 , F( 7) = ∑

7

r = 0

e
- 6

6
r

r !
= 0. 7440

  因 F( 6) <
k

k + h
< F( 7) ,故订货量应为 7 单位 , 此时损失的期望值最小。

答  该店订货量应为 7 单位甲商品。

例 9  上题中如缺货损失为 10 元 , 滞销损失为 20 元。在这种情况下该店订货量应

为若干 ?

解  利用 (15 -13)式 , 其中 k = 10 , h = 20

k
k + h

=
10
30

ǚ 0. 3333

查统计表 ,找与 0. 3333 相近的数。

F( 4) = ∑
4

r= 0

e- 6 6r

r !
= 0. 2851 , F( 5) = ∑

5

r = 0

e- 6 6 r

r !
= 0. 4457

  F( 4) < 0. 3333 < F( 5) , 故订货量应为甲商品 5 个单位。

答  该店订货量为 5 个单位甲商品。

模型五只解决一次订货问题 ,对报童问题实际上每日订货策略问题也应认为解决了。

但模型中有一个严格的约定 ,即两次订货之间没有联系 , 都看作独立的一次订货。这种存

储策略也可称之为定期定量订货。

3. 2  模型六:需求是连续的随机变量

设  货物单位成本为 K ,货物单位售价为 P,单位存储费为 C1 ,需求 r 是连续的随机

变量 ,密度函数为�( r) ,�( r) d r 表示随机变量在 r 与 r + d r 之间的概率 ,其分布函数 F( a)

=∫
a

0
�( r) d r   ( a > 0) , 生产或订购的数量为 Q, 问如何确定 Q 的数值 , 使赢利的期望值

最大 ?

解  首先我们来考虑当订购数量为 Q 时 , 实际销售量应该是 min [ r, Q] 。也就是当

需求为 r 而 r 小于 Q 时 ,实际销售量为 r ; r≥Q 时 ,实际销售量只能是 Q。

需支付的存储费用 C1 ( Q) =
C1 ( Q - r) r≤ Q

0 r > Q

货物的成本为 KQ, 本阶段订购量为 Q 赢利为 W ( Q) , 赢利的期望值记作 E[ W ( Q) ] 。
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本阶段的赢利 :

W ( Q) = P·min[ r, Q] - KQ - C1 ( Q)

( 赢利 ) = ( 实际销售货物的收入 ) - ( 货物成本 ) - ( 支付的存储费用 )

赢利的期望值 :

E[ W ( Q) ] =∫
Q

0
Pr�( r) d r +∫

∞

Q
PQ�( r) d r - KQ -∫

Q

0
C1 ( Q - r)�( r) d r

=∫
∞

0
Pr�( r) d r -∫

∞

Q
Pr�( r) d r +∫

∞

Q
PQ�( r) d r - KQ -

∫
Q

0
C1 ( Q - r)�( r) d r

= PE( r)

常量 (称为
平均盈利 )

- P∫
∞

Q
( r - Q)�( r) d r

因缺货失去销售机
会损失的期望值

+∫
Q

0
C1 ( Q - r)�( r) d r

因滞销受到损失的期望
值(只考虑了存储费 )

+ KQ

常量

记 E[ C( Q) ] = P∫
∞

Q
( r - Q)�( r) d r + C1∫

Q

0
( Q - r)�( r) d r + KQ

为使赢利期望值极大化 ,有下列等式 :

max E[ W ( Q) ] = P E( r) - min E[ C( Q) ] (13-26)

max E[ W ( Q) ] + min E[ C( Q) ] = P E( r) ( 13 -27)

(13 -26)式表明了赢利最大与损失极小所得出的 Q 值相同。 ( 13 -27 ) 式表明最大赢

利期望值与损失极小期望值之和是常数。从表 13 -2 与表 13 -3 中对应着相同的 Q, 去掉

13 -3 表中数据的负号后 ,两者期望值之和皆为 19. 25 , 称为该问题的平均盈利。

根据上面的分析 ,求赢利极大可以转化为求 E[ C( Q) ] (损失期望值 ) 极小。当 Q 可以

连续取值时 , E[ C( Q) ]是 Q 的连续函数。可利用微分法求最小。

d E[ C( Q) ]
d Q

= d
d Q

P∫
∞

Q
( r - Q)�( r) d r +∫

Q

0
C1 ( Q - r)�( r) d r + KQ

= C1∫
Q

0
�( r) d r - P∫

∞

Q
�( r) d r + K

令
d E[ C( Q) ]

dQ
= 0 ,  记  F( Q) =∫

Q

0
�( r) d r

即 C1 F( Q) - P[ 1 - F( Q) ] + K = 0

F( Q) =
P - K

C1 + P

从此式中解出 Q, 记为 Q
*

, Q
*
为 E[ C( Q) ]的驻点。又因

d
2

E[ C( Q) ]
d Q2 = C1�( Q) + P�( Q) > 0

知 Q* 为 E[ C( Q) ]的极小值点 ,在本模型中也是最小值点。

若 P - K≤0 ,显然由于 F( Q) ≥0 , 等式不成立 ,此时 Q* 取零值。即售价低于成本时 ,

不需要订货 (或生产 ) 。

式中只考虑了失去销售机会的损失 ,如果缺货时要付出的费用 C2 > P 时 , 应有

E[ C( Q) ] = C2∫
∞

Q
( r - Q)�( r) d r + C1∫

Q

0
( Q - r)�( r) d r + KQ (13-28)

按上述办法推导得
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F( Q) =∫
Q

0
�( r) d r =

C2 - K
C1 + C2

  模型五及模型六都是只解决一个阶段的问题。从一般情况来考虑 , 上一个阶段未售

出的货物可以在第二阶段继续出售。这时应该如何制定存储策略呢 ?

假设上一阶段未能售出的货物数量为 I ,作为本阶段初的存储 , 有

min E[ C( Q) ] = K ( Q - Ⅰ ) + C2∫
∞

Q
( r - Q)�( r) d r + C1∫

Q

0
( Q - r)�( r) d r

= - KI

常量

+ min C2∫
∞

Q
( r - Q)�( r) d r + C1∫

Q

0
( Q - r)�( r) d r + KQ

与 (13-28 )式相同

利用 F( Q) =∫
Q

0
�( r) d r =

C2 - K
C1 + C2

求出 Q* 值 , 相应的存储策略为 :当 I≥ Q* 时 , 本阶

段不订货。当 I < Q
*
时 , 本阶段应订货 ,订货量为 Q = Q

*
- I, 使本阶段的存储达到 Q

*
,

这时赢利期望值最大。

这种策略也可以称作定期订货 ,订货量不定的存储策略。

3. 3  模型七: ( s, S)型存储策略

1. 需求为连续的随机变量时

设  货物单位成本为 K ,单位存储费为 C1 ,单位缺货费为 C2 ,每次订购费为 C3 ,需求

r 是连续的随机变量 , 密度函数为�( r) ,∫
∞

0
�( r) d r = 1 , 分布函数 F( a) =∫

a

0
�( r) d r, ( a >

0) , 期初存储为 I, 定货量为 Q ,此时期初存储达到 S = I + Q。问如何确定 Q 的值 , 使损失

的期望值最小 (赢利的期望值最大 ) ?

解  期初存储 I 在本阶段中为常量 , 订货量为 Q, 则期初存储达到 S = I + Q。本阶段

需订货费 C3 + K Q, 本阶段需付存储费用的期望值为

∫
I+ Q = S

0
C1 ( S - r)�( r) d r

  需付缺货费用的期望值为

∫
∞

S = I+ Q
C2 ( r - S)�( r) d r

  本阶段所需订货费及存储费、缺货费期望值之和

C( I + Q) = C( S) = C3 + KQ +∫
S

0
C1 ( S - r)�( r) d r +∫

∞

S
C2 ( r - S)�( r) d r

= C3 + K( S - I) +∫
S

0
C1 ( S - r)�( r) d r +∫

∞

S
C2 ( r - S)�( r) d r

Q 可以连续取值 , C( S)是 S 的连续函数。

d C( S)
d S

= K + C1∫
S

0
�( r) d r - C2∫

∞

S
�( r) d r

令
d C( S)

d S
= 0 , 有 F( S) =∫

S

0
�( r) d r =

C2 - K
C1 + C2

(13-29)
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C2 - K
C1 + C2

严格小于 1 , 称为临界值 ,以 N 表示 :
C2 - K
C1 + C2

= N

为得出本阶段的存储策略 :

由   ∫
S

0
�( r) d r = N , 确定 S 的值

订货量 Q = S - I

本模型中有订购费 C3 , 如果本阶段不订货可以节省订购费 C3 , 因此我们设想是否存

在一个数值 s( s≤ S)使下面不等式能成立。

Ks + C1∫
s

0
( s - r)�( r) d r + C2∫

∞

s
( r - s)�( r) d r

≤ C3 + KS + C1∫
S

0
( S - r)�( r) d r + C2∫

∞

S
( r - S)�( r) d r

当 s = S 时 ,不等式显然成立。

当 s < S 时 ,不等式右端存储费用期望值大于左端存储费用期望值 , 右端缺货费用期

望值小于左端缺货费用期望值 ;一增一减后仍然使不等式成立的可能性是存在的。如有

不止一个 s 的值使下列不等式成立 ,则选其中最小者作为本模型 ( s, S) 存储策略的 s。

C3 + K( S - s) + C1∫
s

0
( S - r)�( r) d r -∫

s

0
( s - r)�( r) d r +

C2∫
∞

S
( r - S)�( r) d r -∫

∞

s
( r - s)�( r) d r ≥ 0

相应的存储策略是 :每阶段初期检查存储 , 当库存 I < s时 , 需订货 , 订货的数量为 Q,

Q = S - I。当库存 I≥ s 时 ,本阶段不订货。这种存储策略是 : 定期订货但订货量不确定。

订货数量的多少视期末库存 I 来决定订货量 Q , Q = S - I。对于不易清点数量的存储 , 人

们常把存储分两堆存放 ,一堆的数量为 s, 其余的另放一堆。平时从另放的一堆中取用 ,

当动用了数量为 s 的一堆时 , 期末即订货。如果未动用 s 的一堆时 , 期末即可不订货 , 俗

称两堆法。

2. 需求是离散的随机变量时

设  需求 r 取值为 r0 , r1 , ⋯ , rm ( ri < ri + 1 )

其概率为 P( r0 ) , P( r1 ) ,⋯ , P( rm ) ,∑
m

i = 0

P( ri ) = 1

原有存储量为 I(在本阶段内为常量 )

当本阶段开始时订货量为 Q, 存储量达到 I + Q,本阶段所需的各种费用 :

订货费 : C3 + K Q

存储费 :当需求 r < I + Q 时 ,未能售出的存储部分需付存储费。

当需求 r≥ I + Q 时 ,不需要付存储费。

所需存储费的期望值 :

∑
r≤ I+ Q

C1 ( I + Q - r) P( r)    ( r = I + Q 时 ,不付存储费及缺货费 )

缺货费 :当需求 r > I + Q 时 , ( r - I - Q) 部分需付缺货费。

缺货费用的期望值 :
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∑
r > I+ Q

C2 ( r - I - Q) P( r)

  本阶段所需订货费及存储费、缺货费期望之和 :

C( I + Q) = C3 + KQ + ∑
r≤ I+ Q

C1 ( I + Q - r) P( r) + ∑
r > I+ Q

C2 ( r - I - Q) P( r)

I + Q 表示存储所达到的水平 , 记 S = I + Q, 上式可写为 :

C( S) = C3 + K ( S - I) + ∑
r≤ S

( S - r) C1 P( r) + ∑
r > S

C2 ( r - S) P( r)

求出 S 值使 C( S)最小。

解法 :

(1 ) 将需求 r 的随机值按大小顺序排列为

r0 , r1 , ⋯ , ri , ri + 1 , ⋯ , rm 。 ri < ri + 1 , ri + 1 - ri =Δri≠0( i = 0 , 1 , ⋯ , m - 1)

(2 ) S 只从 r0 , r1 , ⋯ , rm 中取值。当 S 取值为 r i 时 ,记为 Si

ΔSi = Si + 1 - Si = ri + 1 - ri =Δri ≠0( i = 0 , 1 , ⋯ , m - 1 )

(3 ) 求 S 的值使 C ( S) 最小。因为

C( Si + 1 ) = C3 + K( Si+ 1 - I) + ∑
r≤ S

i+ 1

C1 ( Si+ 1 - r) P( r) + ∑
r > S

i+ 1

C2 ( r - Si+ 1 ) P( r)

C( Si ) = C3 + K ( Si - I) + ∑
r≤ S

i

C1 ( Si - r) P( r) + ∑
r > S

i

C2 ( r - Si ) P( r)

C( Si - 1 ) = C3 + K( Si - 1 - I) + ∑
r≤ S

i - 1

C1 ( Si - 1 - r) P( r) + ∑
r > S

i - 1

C2 ( r - Si - 1 ) P( r)

为选出使 C( Si ) 最小的 S 值 , Si 应满足下列不等式 :

① C( Si + 1 ) - C( Si )≥0

② C( Si ) - C( Si - 1 )≤0

定义ΔC( Si ) = C( Si + 1 ) - C( Si ) ,ΔC( Si - 1 ) = C( Si ) - C( Si - 1 )

由①可推导出

ΔC( Si ) = KΔSi + C1ΔSi∑
r≤ S

i

P ( r) - C2ΔSi∑
r > S

i

P ( r)

= KΔSi + C1ΔSi∑
r≤ S

i

P ( r) - C2ΔSi 1 - ∑
r≤ S

i

P ( r)

= KΔSi + ( C1 + C2 )ΔSi∑
r≤ S

i

P( r) - C2ΔSi ≥ 0

因ΔSi≠0 即 K + ( C1 + C2 )∑
r≤ S

i

P ( r) - C2 ≥ 0

有 ∑
r≤ S

i

P( r) ≥
C2 - K
C1 + C2

= N

由②同理可推导出

∑
r≤ S

i - 1

P( r) ≤
C2 - K
C1 + C2

= N

  综合以上两式 ,得到为确定 Si 的不等式

∑
r≤ S

i - 1

P( r) < N =
C2 - K
C1 + C2

≤ ∑
r≤ S

i

P ( r) (13-30)

取满足 (13-30) 式的 Si 为 S ,本阶段订货量为 Q = S - I

·863·



为使 C( Si ) 最小 , Si 的值应使下列不等式成立 :

C( Si + 1 ) - C( Si ) ≥0

C( Si ) - C( Si - 1 ) ≤0

其中

C( Si + 1 ) - C( Si ) = KΔSi + C1ΔS1∑
r≤ S

i

P ( r) - C2ΔSi∑
r > S

i

P( r)

= KΔSi + C1ΔS1∑
r≤ S

i

P ( r) - C2ΔSi 1 - ∑
r≤ S

i

P ( r)

= KΔSi + ( C1 + C2 )ΔSi∑
r≤ S

i

P( r) - C2ΔSi

即 KΔSi + ( C1 + C2 )ΔSi∑
r≤ S

i

P ( r) - C2ΔSi ≥ 0

因ΔSi≠0 ,化简后有

∑
r≤ S

i

P( r) ≥
C2 - K
C1 + C2

= N

  同理可推出

∑
r≤ S

i - 1

P( r) ≤ N

  综合上面两式 ,可利用下面不等式确定 Si

∑
r≤ S

i - 1

P( r) < N ≤ ∑
r≤ S

i

P ( r)

得出满足不等式的 Si ,即令 S = Si ,本阶段订货量为 Q = S - I

例 10  设某公司利用塑料作原料制成产品出售 , 已知每箱塑料购价为 800 元 , 订购

费 C3 = 60 元 ,存储费每箱 C1 = 40 元 ,缺货费每箱 C2 = 1015 元 , 原有存储量 I = 10 箱。已

知对原料需求的概率

P( r = 30 箱 ) = 0. 20 ,  P( r = 40 箱 ) = 0. 20

P( r = 50 箱 ) = 0. 40 ,  P( r = 60 箱 ) = 0. 20

求该公司订购原料的最佳订购量。

解  ① 计算临界值 N =
1015 - 800
1015 + 40

ǚ 0. 204

② 选使不等式∑
r≤ S

i

P ( r) ≥ N 成立的 Si 最小值作 S

P(30) = 0. 20≯0. 204

P(30) + P(40) = 0. 20 + 0. 20 = 0. 40 > 0. 204

Si = 40 , 作为 S

③ 原存储 I = 10 ,订货量 Q = S - I = 40 - 10 = 30

答  该公司应订购塑料 30 箱。

下面对答案进行验证 ,分别计算 S 为 30 ,40 , 50 所需订货费及存储费期望值、缺货费

期望值三者之和。比较它们看是否当 S 为 40 时最小 (见表 13 -4 )。

比较后知 S = 40 所需总费用最少 , 订购量 Q = 30。

本模型还有另一方面的问题 ,原存储量 I 达到什么水平可以不订货 ? 假设这一水平

是 s, 当 I > s 时可以不订货 ,当 I≤ s时要订货 , 使存储达到 S ,订货量 Q = S - I
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表  13-4

S I Q= S - I
订货费

C3 + K Q

存储费期望值

C1∑
r≤ S

( S - r) P( r)

缺货费期望值

C2∑
r> S

( r - S) P( r)
总计

30 610 M20 Á16060 × 0 ’16240 ¾32300 Û

40 610 M30 Á24060 ×80 ’8120 ¾32260 *

50 610 M40 Á32060 ×240 ’2030 ¾34330 Û

  * 为最优

计算 s 的方法 :考查不等式

Ks + ∑
r≤ s

C1 ( s - r) P( r) + ∑
r > s

C2 ( r - s) P( r) ≤ C3 + K S +

∑
r≤ s

C1 ( S - r) P( r) + ∑
r> S

C2 ( r - S) P( r) (13-31)

因 S 也只从 r0 , r1 , ⋯ , rm 中取值。使 (13 -31 )式成立的 ri ( ri≤ S)的值中最小者定为 s。当

s< S 时 , (13 -31)式左端缺货费用的期望值虽然会增加 , 但订货费及存储费用期望值都减

少 ,一增一减之间 , 使不等式仍有可能成立。在最不利的情况下 s = S 时不等式是成立的

(因为 0 < C3 )。因此我们相信一定能找到 s 值。当然计算 s要比计算 S 复杂一些 , 但就具

体问题计算 s 也不是很难的。如例 10 中要计算 s确很简单。由于已算出 S = 40 , 可以作

为 s 的 r 值只有 30 或 40 两个值。

将 30 作为 s值代入 (13 -31 )式左端得

800 ×30 + 1015× [ (40 - 30) ×0. 2 + ( 50 - 30 )×0. 4 + (60 - 30) ×0. 2]

= 40240

将 40 代入 ( 13 -31 )式左端得

60 + 800×40 + 40× [ (40 - 30) ×0. 2] + 1015× [ ( 50 - 40 )×0. 4 +

(60 - 40) ×0. 2] = 40260

即左端数值为 40240 ,右端数值为 40260 ,不等式成立 , 30 已是 r 的最小值故 s = 30。

例 10 的存储策略为每个阶段开始时检查存储量 I, 当 I > 30 箱时不必补充存储。当

I≤30 箱时补充存储量达到 40 箱。

例 11  某厂对原料需求量的概率为 :

P( r = 80 ) = 0. 1 ,  P( r = 90) = 0. 2 ,  P( r = 100 ) = 0. 3

P( r = 110) = 0. 3 ,  P( r = 120) = 0. 1

订货费 C3 = 2825 元 , K = 850 元

存储费 C1 = 45 元 (在本阶段的费用 )

缺货费 C2 = 1250 元 (在本阶段的费用 )

求该厂存储策略。

解  (1 ) 利用公式 ( 13 -30 )计算临界值 N =
1250 - 850
1250 + 45

= 0. 309

(2 ) 求 S

P( r = 80) + P( r = 90 ) = 0. 3≯0. 309

P( r = 80) + P( r = 90 ) + P( r = 100 ) = 0. 6 > 0. 309
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可知 S = 100

(3 ) 利用 ( 13 -31 )式计算 s

S = 100 , (13 -31 )式右端为

2825 + 850×100 + 45× [ (100 - 80 )×0. 1 + (100 - 90 )×0. 2 +

( 1000 - 100)×0. 3] + 1250× [ ( 110 - 100 )×0. 3 +

( 120 - 100 )×0. 1 ] = 94255

  s= 80 , ( 13 -31)式左端为

850 ×80 + 45× (80 - 80) ×0. 1 + 1250× [ (90 - 80) ×0. 2 +

(100 - 80 )×0. 3 + (110 - 80 )×0. 3 + (120 - 80 )×0. 1 ]

= 94250

由于 94250 < 94255 , 故知 s= 80

答  该厂存储策略每当存储 I≤80 时补充存储使存储量达到 100 , 每当存储 I > 80

时不补充。

例 12  某市石油公司 , 下设几个售油站。石油存放在郊区大型油库里 , 需要时用汽

车将油送至各售油站。该公司希望确定一种补充存储的策略 , 以确定应储存的油量。该

公司经营石油品种较多 ,其中销售量较多的一种是柴油。因之希望先确定柴油的存储策

略。经调查后知每月柴油出售量服从指数分布 ,平均销售量每月为一百万升。其密度为 :

f ( r) =
0. 000001 e

- 0. 000 001 × r
r≥0

0 r < 0

柴油每升 2 元 ,不需订购费。由于油库归该公司管辖 , 油池灌满与未灌满时的管理费用实

际上没有多少差别 ,故可以认为存储费用为零。如缺货就从邻市调用 , 缺货费3 元/ 升。求

柴油的存储策略。

解  根据例 12 中条件知 C1 = 0 , C3 = 0 , K = 2 , C2 = 3 ,计算临界值。

N =
3 - 2
3 + 0

= 0. 333 由于密度是连续函数 ,所以需利用积分计算求出 S。

∫
S

0
f ( r) d r =∫

S

0
0. 000001e- 0 . 000 001× r d r = 0. 333

- e
- 0 . 00 0001 × r

S

0
= 0. 333

e
- 0. 0 000 01× s

= 0. 667

两端取对数解出

S = 405000 (升 )

利用 (13 -31)式求 s只需把相应的求和部分利用积分计算即可。

2 × s +∫
S

0
0× ( s - r) f ( r) d r + 3∫

∞

S
( r - s) f ( r) d r ≤ 2× S +

∫
S

0
0× ( S - r) f ( r) d r + 3∫

∞

S
( r - S) f ( r) d r。

即 2× s +∫
∞

S
3× ( r - s) f ( r) d r ≤ 2× S +∫

∞

S
3× ( r - S) f ( r) d r

由观察 ,它有唯一解 s = S ,所以当库存柴油下降到 405000 升以下时就应订购 , 使库

存达到 405000 升。为什么会出现 s = S 呢 ? 原因在于定购费为零 , 可以频繁订货。又存
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储费 C1 也为零 ,存储量多一些也不会增加费用。

由于 r 连续 , f ( r)也连续 ,所以计算 S 值时要利用等式∫
S

0
f ( r) d r = N 求解 S 的值。

3. 4  模型八:需求和备货时间都是随机离散的 (仅通过具体例题

介绍求解法)

  若 t 时间内的需求量 r 是随机的 ,其概率φt ( r)已知 , 单位时间内的平均需求为ρ也是

已知的 ,则 t 时间内的平均需求为ρt。备货时间 x 是随机的 , 其概率 P( x )已知。

设  单位货物年存储费用为 C1 , 每阶段单位货物缺货费用为 C2 , 每次订购费用为

C3 , 年平均需求为 D。由于需求、备货时间都是随机的 ,应有缓冲 ( 安全 )存储量 B, 以减少

发生缺货现象。 L:订货点 , B: 缓冲存储量 , x1 , x2 , ⋯备货时间 (见图13 -11)。

图  13 -11

问如何确定缓冲存储量 B,订货点 L , 以及订货量 Q0 ,使总费用最小 ?

对这种类型问题的解法 :先按确定性模型求出 E. O. Q 及最佳批次 n0 。

Q0 = E. O . Q =
2 C3 D

C1
;  n0 =

D
Q0

(存储策略全年分 n0 次订货 , 每次订货量 Q0 )

订货点 L 的确定方法除应满足备货时间内的平均需求 DL 还要求维持缓冲存储量

B , 由于备货时间是随机的 ,设平均备货时间为μ。

则 L = DL + B =μρ+ B

当存储量降至 L 时订货 , 由于备货时间延长 ,或因需求增加而引起缺货的概率记作 PL

PL = ∑
x

P ( x) Fx ( L)

其中 : P( x )表示备货时间为 x 天的概率 ,

Fx ( L)表示订货点为 L(即存储量为 L 时 )而在 x 天内需求 r > L 的概率。

Fx ( L) = ∑
r > L

φx ( r)

  PL 的计算很繁 , 为了简化记缺货费的期望值为 C2 PL , n0 次缺货费的期望值为

n0 C2 PL ,每年的存储费用为
1
2

Q0 + B C1 。由于 Q0 是根据存储费用和订购费用权衡后

得出的最佳值 ,因此只需要考虑维持缓冲存储量的存储费用以及缺货费期望值两者之和

最小。

即令 n0 C2 PL + C1 B 最小以确定 L 和 B。

由关系式 L = μρ+ B 可知只要确定了 L 就相当于 B 也确定了。
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例 13  (模型八 )某厂生产中需用钢材 , t 时间内需求的概率φt ( r) 服从泊松分布 :

φt ( r) =
e

- ρt
(ρt)

r

r !

每天平均需求为一吨 ,ρ= 1 , 年平均需求量 D 为 365 吨。则 t 时间内需求为 r 的概率

φt ( r) =
e - t tr

r !

备货时间为 x 天的概率服从正态分布

P( x) =
1

2πσ
e - ( x - μ)

2
/ 2σ

2

平均备货时间μ= 15 (天 ) ,方差σ
2

= 1。

P( x ) =
1

2π
e

- ( x - 15 ) 2/ 2

年存储费用每吨为 50 元 , 每次订购费用为 1500 元 , 缺货费用每吨为 5000 元 , 问每年

应分多少批次 ? 又订购量 Q, 缓冲存储量 B,订货点 L ,各为何值才使费用最少 ?

解 Q0 =
2×365×1500

50
ǚ 148(吨 )

n0 =
D

Q0
ǚ 2. 5 (次 )

下面计算 L 及 B , 各步算出的数值列于表 13 -5。

表  13-5

(一 ) 备货时间 x

(二 ) 备货时间的概率 P( x)

P( x) =
1 ˜

2π
e - ( x - 15 )

2
/ 2

(三 ) x 天内的平均需求

(算式为ρx )

①    13 �0 {p. 05 13 "

②    14 �0 {p. 24 14 "

③    15 �0 {p. 40 15 "

④    16 �0 {p. 24 16 "

⑤    17 �0 {p. 05 17 "

(四) 需求 r > L , Fx ( L)的概率 ,算式 Fx ( L) = ∑
r> L

e - x x r

r !
= 1 - ∑

L

r = 0

e- x x r

r !

L = 15 ÷L = 21 öL = 22 öL = 23 õL = 24 õL = 25 ôL = 26 ôL = 31

① 0 uj. 236 0 7,. 014 0 6+. 008 0 6+. 004 0 5*. 002 0 5*. 001 0   0   

② 0 uj. 331 0 7,. 029 0 6+. 017 0 6+. 009 0 5*. 005 0 5*. 003 0 4). 001 0   

③ 0 uj. 432 0 7,. 053 0 6+. 033 0 6+. 019 0 5*. 011 0 5*. 006 0 4). 003 0   

④ 0 uj. 533 0 7,. 089 0 6+. 058 0 6+. 037 0 5*. 022 0 5*. 013 0 4). 008 0   

⑤ 0 uj. 629 0 7,. 138 0 6+. 095 0 6+. 063 0 5*. 040 0 5*. 025 0 4). 015 0 :/. 001
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续表

(五) 相应备货时间及需求两者概率的乘积 P( x ) Fx ( L)

(五) = (二 )×(四 )

L = 15 ÷L = 21 öL = 22 öL = 23 õL = 24 õL = 25 ôL = 26 ôL = 31

① 0 uj. 012 0   0   0   0   0   0   0 –

② 0 uj. 079 0 7,. 007 0 6+. 004 0 6+. 002 0 5*. 001 0 5*. 001 0   0 –

③ 0 uj. 173 0 7,. 021 0 6+. 013 0 6+. 008 0 5*. 004 0 5*. 002 0 4). 001 0 –

④ 0 uj. 128 0 7,. 021 0 6+. 014 0 6+. 008 0 5*. 005 0 5*. 003 0 4). 002 0 –

⑤ 0 uj. 031 0 7,. 007 0 6+. 005 0 6+. 003 0 5*. 002 0 5*. 001 0 4). 001 0 –

根据表 13 -5 算出 PL 、B 和费用的各种数值见表 13 -6 所示。

表  13-6

L L = 15 ±L = 21 ‚L = 22 SL = 23 $L = 24 õL = 25 ÆL = 26 —L = 31 ?

PL 0 ñæ. 423 0 Â·. 056 0 “̂. 036 0 dY. 021 0 5*. 012 0 �û. 007 0 ×Ì. 004 0 Ü

B 0 M6 �7 ï8 À9 ‘10 y11 J16 ó

费用 5287 dY. 5 1000 c800 �663 î600 ¿588 * 600 a800

PL = ∑
17

x = 1 5

P( x ) Fx ( L) , B = L - ρx

费用的计算式 : n0 C2 PL + C1 B = 2. 5×5000× PL + 50× B

说明  ① 备货时间小于 13 , 或大于 18 者 , 因为它们的概率很小 ,故略去。

② L 的选值可以多一些 , 如保证可以选到最小值 , L 选值也可少一些。由表中可以

看到当 L = 25 , B = 10 费用 588
*
为最小。据此即可确定存储策略。

答  该厂定购批量为 148 吨 ,定购点为 25 吨 ,每年订货 2. 5 次 ( 两年订货 5 次 ) , 缓冲

存储量为 10 吨。

当清点存储花费劳动多 ,或清点困难时 , 人们常把存储物分成三堆存放。以例 13 来

说 ,将缓冲存储量 B = 10 吨放一处 ,称之为第三堆。将平均拖后时间内的平均需求量 DL

=μρ= 15 吨放另一处称第二堆。第三堆、第二堆之和等于订货点 25 吨。其余存储另放

一处称第一堆。平日从第一堆取用 ,第一堆用完 , 动用第二堆时 , 立即订货。动用第三堆

时 ,即需采取措施以防缺货。

第 4 节  其他类型存储问题

有些存储问题远较本章所述模型复杂 ,上述公式不能用来求解 , 也可以利用运筹学的

其他方法求解。如水库储水的调度问题 ,有人利用排队论方法处理问题 , 有人利用动态规

划方法 ,都做出了成绩。
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4. 1  库容有限制的存储问题

下面介绍一个例题 ,与本章前述的方法无关 , 可用线性规划方法求解。

例 14  已知仓库最大容量为 A, 原有存储量为 I ,要计划在 m 个周期内 , 确定每一个

周期的合理进货量与销售量 , 使总收入最多。已知第 i 个周期出售一个单位货物的收入

为 ai ,而订购一个单位货物的订货费为 bi , ( i = 1 , 2 , ⋯ , m)。

解  设 xi , yi 分别为第 i 个周期的进货量及售货量 , 这时总收入为 :

C = ∑
m

i = 1

( ai y i - bi x i )

要求出 xi , yi 使 C 达到最大值 ( i = 1 , 2 , ⋯ , m)。容易理解 x i , yi , 这些变量不能任意取值。

(1 ) 它们受到库容的限制 , 即进货量加上原有存储量不能超过 A ;

(2 ) 每个周期的售出量不能超过该周期的存储量 ;

(3 ) 进货量及售出量不能取负值。

用方程组表示上述的限制 (约束条件 ) :

(1 ) I + ∑
s

i = 1

( x i - yi ) ≤ A ,  ( s = 1 , 2 , ⋯ , m)

(2 ) ys ≤ I + ∑
s- 1

i = 1

( xi - yi ) ,  ( s = 1 , 2 , ⋯ , m)

(3 ) xi≥0 , yi≥0 ( i = 1 ,2 ,⋯ , m) 目标函数 , 约束条件都是线性的 , 可利用线性规划方

法求解。

注   记

本章仅就存储问题作了简单的介绍。由于实际问题多种多样 , 存储模型也远比我们介绍过的模型

多 ,解决存储问题的方法也比本章介绍过的方法多。例如多阶段存储问题就要利用动态规划方法求解

(见本书“动态规划”)。随机型存储问题 ,有时需要用电子计算机利用模拟技术求解。其他与存储有类

似性质的问题可以用本章介绍的方法求解。例如制造特殊设备 , 其零部件只适用于这种设备 ,只能在制

造设备时同时生产 ,否则制造费用要提高很多。这时就要考虑这些零部件要不要留备用件 ? 备用件的

数量是多少 ? 这样的问题可以利用报童问题求解方法解决。

现在我国企业都很注意提高经济效益 , 因而存储问题引起企业的注意。“ A、B、C 分类管理法”已被

许多企业采用 , 进而研究利用电子计算机管理库存的问题。随着企业管理水平的提高 , 存储问题也更加

受到人们的重视。为解决实践中提出的问题 , 进一步研究新的存储模型 , 这样便会促使存储论不断的

发展。

习   题

13. 1  设某工厂每年需用某种原料 1800 吨 , 不需每日供应 , 但不得缺货。设每吨每

月的保管费为 60 元 , 每次订购费为 200 元 ,试求最佳订购量。

13. 2  某公司采用无安全存量的存储策略。每年使用某种零件 100000 件 , 每件每年

的保管费用为 30 元 , 每次订购费为 600 元 ,试求 :

(1 ) 经济订购批量。
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(2 ) 订购次数。

13. 3  设某工厂生产某种零件 ,每年需要量为 18000 个 , 该厂每月可生产 3000 个 , 每

次生产的装配费为 5000 元 , 每个零件的存储费为 1. 5 元 ,求每次生产的最佳批量。

13. 4  某产品每月用量为 4 件 ,装配费为 50 元 ,存储费每月每件为 8 元 , 求产品每次

最佳生产量及最小费用。若生产速度每月可生产 10 件 , 求每次生产量及最小费用。

13. 5  每月需要某种机构零件 2000 件 , 每件成本 150 元 , 每年的存储费用为成本的

16 % ,每次订购费 100 元 , 求 E. O. Q 及最小费用。

13. 6  在题 5 中如允许缺货 ,求库存量 s及最大缺货量 , 设缺货费为 C2 = 200 元。

13. 7  某制造厂每周购进某种机构零件 50 件 ,订购费为 40 元 ,每周保管费为3. 6 元 ,

(1 ) 求 E. O. Q。

(2 ) 该厂为少占用流动资金 , 希望存储量达到最低限度 ,决定可使总费用超过最低费

用的 4%作为存储策略 ,问这时订购批量为多少 ?

13. 8  某公司采用无安全存量的存储策略 ,每年需电感 5000 个 ,每次订购费 500 元 ,

保管费用每年每个 10 元 , 不允许缺货。若采购少量电感每个单价 30 元 , 若一次采购

1500 个以上则每个单价 18 元 ,问该公司每次应采购多少个 ?

(提示 : 本题属于订货量多 ,价格有折扣的类型。即订货费 C3 + KQ , K 为阶梯函数 )

13. 9  某工厂的采购情况为

采购数量 ( 单位 )         单价 ( 元 )

0～1999 100

2000 以上 80

假设年需要量为 10000 ,每次订货费为 2000 元 ,存储费率为 20% , 则每次应采购多少 ?

13. 10  一个允许缺货的 E. O. Q 模型的费用绝不会超过一个具有相同存储费、订购

费、但不允许缺货的 E. O. Q 模型的费用 , 试说明之。

13. 11  某厂对原料需求的概率如下 :

需求量 r(吨 ) 20 530 c40 ‘50 ¿60 Ä

概率 P( r) (∑ P( r) = 1) 0 ðå. 1 0 ��. 2 0 LA. 3 0 zo. 3 0 •t. 1

每次订购费 C3 = 500 元 , 原料每吨价 K = 400 元 , 每吨原料存储费 C1 = 50 元 , 缺货费

每吨 C2 = 600 元。该厂希望制定 ( s, S) 型存储策略 ,试求 s及 S 值。

13. 12  某厂需用配件数量 r 是一个随机变量 , 其概率服从泊松分布。 t 时间内需求

概率为

φt ( r) =
e

- ρt
(ρt)

r

r !
  平均每日需求为 1 (ρ= 1 )

备货时间为 x 天的概率服从正态分布

P( x) =
1

2πσ
e - ( x - μ)

2
/ 2σ

2

平均拖后时间μ= 14 天 , 方差σ
2

= 1

在生产循环周期内存储费 C1 = 1. 25 元 , 缺货费 C2 = 10 元 , 装配费 C3 = 3 元。问两年内应

分多少批订货 ? 每次批量及缓冲存储量各为何值才能使总费用最小 ?
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    九、对  策  论     

对策也叫博弈 ,是自古以来的政治家和军事家都很注意研究的问题。作为一门正式

学科 ,是在 20 世纪 40 年代形成并发展起来的。直到 1944 年冯·诺依曼 ( von N eumann)

与摩根斯特恩 ( O .Morgen stern) 的《博弈论与经济行为》一书出版 , 标志着现代系统博弈

理论的初步形成。书中提出的标准型、扩展型和合作型博弈模型解的概念和分析方法 , 奠

定了这门学科的理论基础 ,成为使用严谨的数学模型研究冲突对抗条件下最优决策问题

的理论。然而 ,诺依曼的博弈论的局限性也日益暴露出来。由于它过于抽象 , 使应用范围

受到很大限制 ,所以影响力很有限。20 世纪 50 年代 , 纳什 ( N ash)建立了非合作博弈的

“纳什均衡”理论 ,标志着博弈的新时代开始 , 是纳什在经济博弈论领域划时代的贡献 , 是

继冯·诺依曼之后最伟大的博弈论大师之一。1994 年纳什获得了诺贝尔经济学奖。他

提出的著名的纳什均衡概念在非合作博弈理论中起着核心作用。由于纳什均衡的提出和

不断完善 ,为博弈论广泛应用于经济学、管理学、社会学、政治学、军事科学等领域奠定了

坚实的理论基础。

第 14 章  对策论基础

第 1 节  引   言

1. 1  对策行为和对策论

  对策论亦称竞赛论或博弈论 , 是研究具有斗争或竞争性质现象的数学理论和方法。

一般认为 ,它是现代数学的一个新分支 , 是运筹学的一个重要学科。对策论发展的历史并

不长 ,但由于它研究的问题与政治、经济、军事活动乃至一般的日常生活等有着密切联系 ,

并且处理问题的方法具有明显特色 ,所以日益引起广泛注意。

在日常生活中 ,经常会看到一些相互之间具有斗争或竞争性质的行为 , 如下棋、打牌、

体育比赛等。还比如战争活动中的双方 ,都力图选取对自己最有利的策略 , 千方百计去战

胜对手。在政治方面 ,国际间的谈判 , 各种政治力量之间的斗争 , 各国际集团之间的斗争

等无一不具有斗争的性质。在经济活动中 ,各国之间、各公司企业之间的经济谈判 , 企业

之间为争夺市场而进行的竞争等 ,举不胜举。

具有竞争或对抗性质的行为称为对策行为。在这类行为中 , 参加斗争或竞争的各方

各自具有不同的目标和利益。为了达到各自的目标和利益 , 各方必须考虑对手的各种可

能的行动方案 ,并力图选取对自己最有利或最合理的方案。对策论就是研究对策行为中

斗争各方是否存在着最合理行动方案 ,以及如何找到最合理行动方案的数学理论和方法。

·873·



在我国古代 ,“齐王赛马”就是一个典型的对策论研究的例子。

战国时期 ,有一天齐王提出要与田忌赛马 , 双方约定从各自的上、中、下三个等级的马

中各选一匹参赛 ,每匹马均只能参赛一次 , 每一次比赛双方各出一匹马 , 负者要付给胜者

千金。已经知道 ,在同等级的马中 , 田忌的马不如齐王的马 , 而如果田忌的马比齐王的马

高一等级 ,则田忌的马可取胜。当时 , 田忌手下的一个谋士给他出了个主意 : 每次比赛时

先让齐王牵出他要参赛的马 ,然后来用下马对齐王的上马 , 用中马对齐王的下马 , 用上马

对齐王的中马。比赛结果 ,田忌二胜一负 , 夺得千金。由此看来 , 两个人各采取什么样的

出马次序对胜负是至关重要的。

1. 2  对策行为的三个基本要素

以下称具有对策行为的模型为对策模型或对策。对策模型的种类可以千差万别 , 但

本质上都必须包括以下三个基本要素。

1. 局中人

在一个对策行为 (或一局对策 ) 中 , 有权决定自己行动方案的对策参加者 , 称为局中

人。通常用 I 表示局中人的集合。如果有 n 个局中人 , 则 I = {1 , 2 , ⋯ , n}。一般要求一

个对策中至少要有两个局中人。如在“齐王赛马”的例子中 ,局中人是齐王和田忌。

对策中关于局中人的概念具有广义性。局中人除了可理解为个人外 , 还可理解为某

一集体 ,如球队、交战国、企业等。当研究在不确定的气候条件下进行某项与气候条件有

关的生产决策时 ,就可把大自然当作一个局中人。另外 , 在对策中利益完全一致的参加者

只能看成是一个局中人 , 例如桥牌中的东、西方和南、北方各为一个局中人 , 虽有四人参

赛 ,但只能算有两个局中人。

需要强调的一点是 ,在对策中总是假定每一个局中人都是“理智的”决策者或竞争者 ,

即对任一局中人来讲 ,不存在利用其他局中人决策的失误来扩大自身利益的可能性。

2. 策略集

一局对策中 ,可供局中人选择的一个实际可行的完整的行动方案称为一个策略。参

加对策的每一局中人 i, i∈ I ,都有自己的策略集 Si。一般 , 每一局中人的策略集中至少应

包括两个策略。

在“齐王赛马”的例子中 ,如果用 (上 ,中 ,下 ) 表示以上马、中马、下马依次参赛这样一个

次序 ,这就是一个完整的行动方案 , 即为一个策略。可见 ,局中人齐王和田忌各自都有 6 个

策略 : (上 ,中 ,下 )、(上 ,下 , 中)、(中 ,上 ,下 )、(中 ,下 ,上 )、(下 ,中 ,上 )、(下 , 上 ,中 )。

3. 赢得函数 (支付函数 )

在一局对策中 ,各局中人选定的策略形成的策略组称为一个局势 , 即若 Si 是第 i 个

局中人的一个策略 ,则 n 个局中人的策略组

s = ( s1 , s2 ,⋯ , sn )

就是一个局势。全体局势的集合 S 可用各局中人策略集的笛卡儿积表示 , 即
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S = S1 × S2 ×⋯× Sn

当一个局势出现后 ,对策的结果也就确定了。也就是说 , 对任一局势 s∈ S, 局中人 i

可以得到一个赢得值 H i ( s)。显然 , H i ( s) 是局势 s 的函数 , 称为第 i 个局中人的赢得函

数。在齐王与田忌赛马的例子中 , 局中人集合为 I = {1 , 2} , 齐王和田忌的策略集可分别

用 S1 = { a1 , a2 , a3 , a4 , a5 , a6 }和 S2 = {β1 ,β2 ,β3 ,β4 ,β5 ,β6 }表示。这样 , 齐王的任一策略 ai

和田忌的任一策略βj 就形成了一个局势 si j 。如果 a1 = ( 上 , 中 , 下 ) ,β1 = (上 , 中 , 下 ) , 则

在局势 s11 下齐王的赢得值为 H1 ( s11 ) = 3 , 田忌的赢得值为 H2 ( s11 ) = - 3 , 如此等等。

以上讨论了局中人、策略集和赢得函数这三个概念。当这三个基本要素确定后 , 一个

对策模型也就给定了。

1. 3  对策问题举例及对策的分类

对策论在经济管理的众多领域中有着十分广泛的应用 , 下面列举几个可以用对策论

思想和模型进行分析的例子。

例 1  ( 市场购买力争夺问题 ) 据预测 , 某乡镇下一年的饮食品购买力将有 4000 万

元。乡镇企业和中心城市企业饮食品的生产情况是 : 乡镇企业有特色饮食品和低档饮食

品两类 ,中心城市企业有高档饮食品和低档饮食品两类产品。它们争夺这一部分购买力

的结局见表 14 -1 (表中数字的单位是万元 ) ,问题是乡镇企业和中心城市企业应如何选择

对自己最有利的产品策略。

表  14 -1 乡镇企业所得

乡镇策略
中心城市企业的策略

出售高档饮食品 出售低档饮食品

出售特色饮食品 2000 ¿3000 ~

出售一般饮食品 1000 ¿3000 ~

例 2  (销售竞争问题 )假定企业Ⅰ ,Ⅱ均能向市场出售某一产品 , 不妨假定他们可于

时间区间 [0 , 1 ]内任一时点出售。设企业Ⅰ在时刻 x 出售 , 企业Ⅱ在时刻 y 出售 ,则企业

Ⅰ的收益 (赢得 ) 函数为 :

H ( x , y ) =

c( y - x ) 若 x < y

1
2

c( 1 - x ) 若 x = y

c(1 - x) 若 x > y

问这两个企业各选择什么时机出售对自己最有利 ? 在这个例子中 ,企业Ⅰ , Ⅱ可选择的策

略均有无穷多个。

例 3  (费用分摊问题 )假设沿某一河流有相邻的 3 个城市 A、B、C, 各城市可单独建

立水厂 ,也可合作兴建一个大水厂。经估算 , 合建一个大水厂 ,加上敷设管道的费用 , 要比

单独建 3 个小水厂的总费用少。但合建大厂的方案能否实施 , 要看总的建设费用分摊得

是否合理。如果某个城市分摊到的费用比它单独建设水厂的费用还多的话 , 它显然不会

接受合作的方案。问题是应如何合理地分摊费用 ,使合作兴建大水厂的方案得以实现 ?
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例 4  (拍卖问题 )最常见的一种拍卖形式是先由拍卖商把拍卖品描述一番 , 然后提

出第一个报价。接下来由买者报价 ,每一次报价都要比前一次高 , 最后谁出的价最高拍卖

品即归谁所有。假设有 n个买主给出的报价分别为 p1 ,⋯ , pn ,且不妨设 pn > pn - 1 > ⋯ >

p1 ,则买主 n 只要报价略高于 pn - 1 , 就能买到拍卖品 , 即拍卖品实际上是在次高价格上卖

出的。现在的问题是 ,各买主之间可能知道他人的估价 , 也可能不知道他人的估价 , 每人

应如何报价对自己能以较低的价格得到拍卖品最为有利 ? 最后的结果又会怎样 ?

例 5  (囚犯难题 )设有两个嫌疑犯因涉嫌作案被警官拘留 , 警官分别对两人进行审

讯。根据法律 ,如果两个人都承认此案是他们干的 , 则每人各判刑 7 年 ; 如果两人都不承

认 ,则由于证据不足 , 两人各判刑 1 年 ;如果只有一人承认并揭发对方 , 则承认者予以宽大

释放 ,而不承认者将判刑 9 年。因此 , 对两个囚犯来说 , 面临着一个在“承认”和“不承认”

这两个策略间进行选择的难题。

上面几个例子都可看成是一个对策问题 ,所不同的是有些是二人对策 , 有些是多人对

策 ;有些是有限对策 , 有些是无限对策 ;有些是零和对策 , 有些是非零和对策 ; 有些是合作

对策 ,有些是非合作对策等等。为了便于对不同的对策问题进行研究 , 可以根据不同方式

进行分类 ,通常的分类方式有 :

(1 ) 根据局中人的个数 , 分为二人对策和多人对策 ;

(2 ) 根据各局中人的赢得函数的代数和是否为零 , 分为零和对策与非零和对策 ;

(3 ) 根据各局中人间是否允许合作 , 分为合作对策和非合作对策 ;

(4 ) 根据局中人的策略集中的策略个数 , 分为有限对策和无限对策。

此外 ,还有许多其他的分类方式。例如根据策略的选择是否与时间有关 , 可分为静态

对策和动态对策 ;根据对策模型的数学特征 , 可分为矩阵对策、连续对策、微分对策、阵地

对策、凸对策、随机对策等。

在众多对策模型中 , 占有重要地位的是二人有限零和对策 ( finite t wo-per son zero-

s um game ) , 又称为矩阵对策。这类对策是到目前为止在理论研究和求解方法方面都比

较完善的一个对策分支。矩阵对策可以说是一类最简单的对策模型 , 其研究思想和方法

十分具有代表性 ,体现了对策论的一般思想和方法 , 且矩阵对策的基本结果也是研究其他

对策模型的基础。基于上述原因 ,本章将着重介绍矩阵对策的基本内容 , 只对其他对策模

型作简要介绍。

第 2 节  矩阵对策的基本定理

2. 1  矩阵对策的数学模型

  二人有限零和对策就是矩阵对策 ,是指只有两个参加对策的局中人 , 每个局中人都只

有有限个策略可供选择。在任一局势下 ,两个局中人的赢得之和总是等于零 , 即双方的利

益是激烈对抗的。“齐王赛马”就是一个矩阵对策的例子 ,齐王和田忌各有 6 个策略 , 一局

对策结束后 ,齐王的所得必为田忌的所失 , 反之亦然。

在矩阵对策中 ,一般用Ⅰ、Ⅱ分别表示两个局中人 , 并设局中人Ⅰ有 m 个纯策略 ( 以
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与后面的混合策略区别 )α1 ,α2 , ⋯ ,αm ,局中人Ⅱ有 n 个纯策略β1 ,β2 , ⋯ ,βn , 则局中人Ⅰ、

Ⅱ的策略集分别为

S1 = {α1 ,α2 ,⋯ ,αm }

S2 = {β1 ,β2 , ⋯ ,βn }

当局中人Ⅰ选定纯策略αi 和局中人Ⅱ选定纯策略βj 后 , 就形成了一个纯局势 (αi ,βj )。可

见这样的纯局势共有 m× n 个。对任一纯局势 (αi ,βj ) ,记局中人Ⅰ的赢得值为 ai j , 并称

A =

a11 a12 ⋯ a1 n

a21 a22 ⋯ a2 n

… … …

am1 am2 ⋯ am n

为局中人Ⅰ的赢得矩阵 (或为局中人Ⅱ的支付矩阵 ) 。由于假定对策为零和的 ,故局中人

Ⅱ的赢得矩阵就是 - A。

当局中人Ⅰ、Ⅱ和策略集 S1 、S2 及局中人Ⅰ的赢得矩阵 A 确定后 , 一个矩阵对策也

就给定了。通常 ,将一个矩阵对策记成

G = {Ⅰ , Ⅱ ; S1 , S2 ; A}或  G = { S1 , S2 ; A}

在“齐王赛马”的例子中齐王的赢得可用表 14 -2 表示 :

表  14 -2

田忌
的策略

齐王
的赢得

齐王的策略

[β1 ]

(上、中、下 )

[β2 ]

(上、下、中 )

[β3 ]

(中、上、下 )

[β4 ]

(中、下、上 )

[β5 ]

(下、中、上 )

[β6 ]

(下、上、中)

α1 (上、中、下)  3 d1 51 41 41 3- 1 –

α2 (上、下、中)  1 d3 51 41 4- 1 31 –

α3 (中、上、下)  1 d- 1 53 41 41 31 –

α4 (中、下、上) - 1 d1 51 43 41 31 –

α5 (下、中、上)  1 d1 5- 1 41 43 31 –

α6 (下、上、中)  1 d1 51 4- 1 41 33 –

赢得矩阵为

A =

 3  1  1  1  1 - 1

 1  3  1  1 - 1  1

 1 - 1  3  1  1  1

- 1  1  1  3  1  1

 1  1 - 1  1  3  1

 1  1  1 - 1  1  3

当矩阵对策模型给定后 ,各局中人面临的问题便是如何选取对自己最有利的纯策略 ,

以谋取最大的赢得 (或最少损失 ) 。下面通过一个具体例子来分析应如何求解各局中人的

最优纯策略。

例 6  设有一矩阵对策 G = { S1 , S2 ; A} , 其中 S1 = {α1 ,α2 ,α3 ,α4 } , S2 = {β1 ,β2 ,β3 }
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A =

- 6  1 - 8

 3  2  4

 9 - 1 - 10

- 3  0  6

由 A 可看出 , 局中人Ⅰ的最大赢得是 9 , 要想得到这个赢得 , 他就得选择纯策略α3 。由于

假定局中人Ⅱ也是理智的 , 他考虑到了局中人Ⅰ打算出α3 的心理 ,于是便准备以β3 对付

之 ,使局中人Ⅰ不但得不到 9 反而失掉 10。局中人Ⅰ当然也会猜到局中人Ⅱ的这一心

理 ,故想出α4 来对付 ,使局中人Ⅱ得不到 10 反而失掉 6⋯⋯所以 , 如果双方都不想冒险 ,

都不存在侥幸心理 ,而是考虑到对方必然会设法使自己的所得最少这一点 , 就应该从各自

可能出现的最不利的情形中选择一种最有利的情形作为决策的依据 ,这就是所谓的“理智

行为”, 也是对策双方实际上都能接受的一种稳妥的方法。

在例 6 中 ,局中人Ⅰ分析到出纯策略α1 ,α2 ,α3 ,α4 可能带来的最少赢得 (矩阵 A 中每

行的最小元素 )分别为 : - 8 , 2 , - 10 , - 3。

在这些最少赢得 (最不利的情形 ) 中最好的结果 ( 最有利的情形 ) 是赢得为 2。因此 ,

局中人Ⅰ只要以α2 参加对策 , 无论局中人Ⅱ选取什么样的纯策略 , 都能保证局中人Ⅰ的

收入不会少于 2;而出其他任何纯策略 , 其收入都有可能少于 2 , 甚至输给对方。同理 , 对

局中人Ⅱ来说 ,各纯策略β1 ,β2 ,β3 可能带来的最不利的结果 (矩阵 A 中每列中最大元素 )

分别为 :9 , 2 , 6。

在这些最不利的结果中最好的结果 (输得最少 ) 也是 2 , 即局中人Ⅱ只要选择纯策略

β2 , 无论局中人Ⅰ采取什么纯策略 , 都能保证自己的支付不会多于 2 ; 而采取其他任何纯

策略 ,都有可能使自己的所失多于 2。上面的分析表明 , 局中人Ⅰ、Ⅱ的“理智行为”分别

是选取纯策略α2 和β2 , 这时局中人Ⅰ的赢得值和局中人Ⅱ所失值的绝对值相等 ( 都是

2) 。局中人Ⅰ是按最大最小原则 ,局中人Ⅱ是按最小最大原则选择各自的纯策略 , 这对双

方来说都是一种最为稳妥的行为 ,因此α2 ,β2 分别为局中人Ⅰ、Ⅱ的最优纯策略。

对于一般矩阵对策 ,有如下定义。

定义 1  设 G = { S1 , S2 ; A}为矩阵对策。其中 S1 = {α1 ,α2 , ⋯ ,αm } , S2 = {β1 ,β2 , ⋯ ,

βn } , A = ( ai j ) m× n 若等式

max
i

min
j

ai j = min
j

max
i

ai j = ai * j * (14 -1)

成立 ,记 VG = ai * j * 。则称 VG 为对策 G 的值 , 称使 ( 14 -1 )式成立的纯局势 (αi * ,βj * )为 G

在纯策略下的解 (或平衡局势 ) ,αi
* 与βj

* 分别称为局中人Ⅰ , Ⅱ的最优纯策略。

由定义 1 可知 ,在矩阵对策中两个局中人都采取最优纯策略 ( 如果最优纯策略存在 )

才是理智的行动。

例 7  求解矩阵对策 G = { S1 , S2 ; A} , 其中

A =

- 7  1 - 8

 3  2  4

 16 - 1 - 3

- 3  0  5

解  根据矩阵 A ,有
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β1 ýβ2 åβ3 Í
min

j
a i j

α1 �- 7 ý1 å- 8 Í- 8 –

α2 �3 ý2 å4 Í2 *

α3 �16 ý- 1 å- 3 Í- 3 –

α4 �- 3 ý0 å5 Í- 3 –

max
i

ai j 16 ý2 * 5 Í

于是

max
i

min
j

ai j = min
j

max
i

ai j = a22 = 2

由定义 1 , VG = 2 , G 的解为 (α2 ,β2 ) ,α2 与β2 分别是局中人Ⅰ和Ⅱ的最优纯策略。

从例 7 可以看出 , 矩阵 A 的元素 a22 既是其所在行的最小元素 , 又是其所在列的最大

元素 ,即

ai2 ≤ a22 ≤ a2 j  i = 1 , 2 , 3 , 4 ;   j = 1 ,2 ,3

将这一事实推广到一般矩阵对策 ,可得如下定理。

定理 1  矩阵对策 G = { S1 , S2 ; A}在纯策略意义下有解的充分必要条件是 : 存在纯局

势 (αi * ,βj * )使得对一切 i = 1 ,⋯ , m, j = 1 ,⋯ , n,均有

ai j * ≤ ai * j * ≤ ai * j (14 -2)

证明  先证充分性 ,由于对任意 i, j 均有

ai j * ≤ ai * j * ≤ ai * j

故

max
i

ai j * ≤ ai * j * ≤min
j

ai * j

又因

min
j

max
i

ai j ≤max
i

ai j *

min
j

ai * j ≤max
i

min
j

ai j

所以

min
j

max
i

ai j ≤ ai * j * ≤max
i

min
j

ai j (14 -3)

另一方面 ,对任给 i, j 有

min
j

ai j ≤ ai j ≤max
i

ai j

所以

max
i

min
j

ai j ≤min
j

max
i

ai j (14 -4)

由 (14 -3 )式和 ( 14 -4 )式有

max
i

min
j

ai j = min
j

max
i

ai j = ai
*

j
*

且 VG = ai * j * 。

现在来证明必要性。设有 i
*

, j
*
使得

min
j

ai * j = max
i

min
j

ai j

max
i

ai j
* = min

j
max

i
ai j
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则由

max
i

min
j

ai j = min
j

max
i

ai j

有

max
i

ai j * = min
j

ai * j≤ ai * j * ≤max
i

ai j * = min
j

ai * j

所以对任意 i , j 有

ai j * ≤max
i

ai j * ≤ ai * j * ≤min
j

ai * j ≤ ai * j

证毕。

为了便于对更广泛的对策情形进行分析 ,现引进关于二元函数鞍点的概念。

定义 2  设 f ( x , y)为一个定义在 x∈ A 及 y∈ B 上的实值函数 , 如果存在 x * ∈ A,

y
*
∈ B,使得对一切 x∈ A 和 y∈ B ,有

f ( x , y * )≤ f ( x * , y * )≤ f ( x * , y) (14 -5)

则称 ( x
*

, y
*

)为函数 f 的一个鞍点。

由定义 2 及定理 1 可知 ,矩阵对策 G 在纯策略意义下有解 , 且 VG = ai * j * 的充要条件

是 : ai * j * 是矩阵 A 的一个鞍点。在对策论中 ,矩阵 A 的鞍点也称为对策的鞍点。

关于定理 1 中 (14 -2 )式的直观解释是 :如果 ai * j * 既是矩阵 A = ( ai j ) m× n 中第 i * 行的

最小值 ,又是 A 中第 j
*
列的最大值 , 则 ai * j * 即为对策的值 , 且 (αi * ,βi * )就是对策的解。

其对策意义是 :一个平衡局势 (αi
* ,βi

* )应具有这样的性质 , 当局中人Ⅰ选取了纯策略αi
*

后 ,局中人Ⅱ为了使其所失最少 , 只有选择纯策略βj * , 否则就可能失得更多 ; 反之 , 当局

中人Ⅱ选取了纯策略βj
* 后 ,局中人Ⅰ为了得到最大的赢得也只能选取纯策略αi

* , 否则

就会赢得更少。双方的竞争在局势 (αi * ,βj * )下达到了一个平衡状态。

例 8  求对策的解。设矩阵对策 G = { S1 , S2 ; A} , 其中 S1 = {α1 ,α2 ,α3 ,α4 } , S2 = {β1 ,

β2 ,β3 ,β4 } , 赢得矩阵为

A =

6 5 6  5

1 4 2 - 1

8 5 7  5

0 2 6  2

解  直接在 A 提供的赢得表上计算 , 有

α1

α2

α3

α4

β1 β2 β3 β4

6 5 6  5

1 4 2 - 1

8 5 7  5

0 2 6  2

min

5
*

- 1

5 *

0

           max 8  5 * 7   5 *

于是

max
i

min
j

ai j = min
j

max
i

ai j = ai * j * = 5

其中

i* = 1 , 3 ;  j * = 2 ,4

故 (α1 ,β2 ) , (α1 ,β4 ) , (α3 ,β2 ) , (α3 ,β4 )四个局势都是对策的解 ,且 VG = 5。
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由例 8 可知 ,一般矩阵对策的解可以是不唯一的。当解不唯一时 , 解之间的关系具有

下面两条性质。

性质 1  无差别性。即若 (αi
1

,βj
1

)和 (αi
2

,βj
2

)是对策 G 的两个解 ,则 ai
1

j
1

= ai
2

j
2
。

性质 2  可交换性。即若 (αi
1

,βj
1

) 和 (αi
2

,βj
2

) 是对策 G 的两个解 , 则 (αi
1

,βj
2

) 和

(αi
2

,βj
1

)也是解。

上面两条性质的证明留给读者作为练习。这两条性质表明 ,矩阵对策的值是唯一的。

即当局中人Ⅰ采用构成解的最优纯策略时 ,能保证他的赢得 VG 不依赖于对方的纯策略。

最后 ,举一个实际应用的例子。

例 9  某单位采购员在秋天要决定冬季取暖用煤的储量问题。已知在正常的冬季气

温条件下要消耗 15 吨煤 , 在较暖与较冷的气温条件下要消耗 10 吨和 20 吨。假定冬季时

的煤价随天气寒冷程度而有所变化 , 在较暖、正常、较冷的气候条件下每吨煤价分别为

100 元 , 150 元和 200 元 ,又设秋季时煤价为每吨 100 元。在没有关于当年冬季准确的气

象预报的条件下 ,秋季储煤多少吨能使单位的支出最少 ?

这一储量问题可以看成是一个对策问题 , 把采购员当作局中人Ⅰ , 他有三个策略 : 在

秋天时买 10 吨、15 吨与 20 吨 ,分别记为α1 ,α2 ,α3 。

把大自然看作局中人Ⅱ (可以当作理智的局中人来处理 ) ,大自然 (冬季气温 ) 有三种

策略 :出现较暖的、正常的与较冷的冬季 ,分别记为β1 ,β2 ,β3 。

现在把该单位冬季取暖用煤实际费用 (即秋季购煤时的用费与冬季不够时再补购的

费用总和 )作为局中人Ⅰ的赢得 , 得矩阵如下 :

    β1 (较暖 )β2 (正常 )β3 (较冷 )

α1 (10 吨 )

α2 (15 吨 )

α3 (20 吨 )

- 1000 - 1750 - 3000

- 1500 - 1500 - 2500

- 2000 - 2000 - 2000

max
i

min
j

ai j = min
j

max
i

ai j = a33 = - 200

故对策的解为 (α3 ,β3 ) , 即秋季储煤 20 吨合理。

2. 2  矩阵对策的混合策略

由上节的讨论可知 ,对矩阵对策 G = { S1 , S2 ; A}来说 ,局中人Ⅰ有把握的至少赢得是

v1 = max
i

min
j

ai j

局中人Ⅱ有把握的至多损失是

v2 = min
j

max
i

ai j

一般 ,局中人Ⅰ的赢得值不会多于局中人Ⅱ的所失值 , 即总有 v1 ≤ v2 。当 v1 = v2 时 ,

矩阵对策 G存在纯策略意义下的解 , 且 VG = v1 = v2 。然而 , 一般情形不总是如此 , 实际中

出现的更多情形是 v1 < v2 ,这样根据定义 1 , 对策不存在纯策略意义下的解。例如对于赢

得矩阵为

A =
3 6

5 4

的对策来说

·683·



v1 = max
i

min
j

ai j = 4 , i * = 2

v2 = min
j

max
i

ai j = 5 , j * = 1

v2 = a21 = 5 > 4 = v1

于是 ,当双方各根据从最不利情形中选取最有利结果的原则选择纯策略时 , 应分别选

取α2 和β1 , 此时局中人Ⅰ将赢得 5 ,比其预期赢得 v1 = 4 还多 , 原因就在于局中人Ⅱ选择

了β1 ,使他的对手多得了原来不该得的赢得。故β1 对局中人Ⅱ来说并不是最优的 , 因而

他会考虑出β2 。局中人Ⅰ亦会采取相应的办法 , 改出α1 以使赢得为 6 , 而局中人Ⅱ又可

能仍取策略β1 来对付局中人Ⅰ的策略α1 。这样 , 局中人Ⅰ出α1 或α2 的可能性以及局中

人Ⅱ出β1 或β2 的可能性都不能排除。对两个局中人来说 , 不存在一个双方均可接受的

平衡局势 ,或者说当 v1 < v2 时 ,矩阵对策 G 不存在纯策略意义下的解。在这种情况下 , 一

个比较自然且合乎实际的想法是 :既然各局中人没有最优纯策略可出 , 是否可以给出一个

选取不同策略的概率分布。如在上例中 , 局中人Ⅰ可以制定如下一种策略 : 分别以概率

1/ 4 和 3/ 4 选取纯策略α1 和α2 , 这种策略是局中人Ⅰ的策略集{α1 ,α2 } 上的一个概率分

布 ,称之为混合策略。同样 , 局中人Ⅱ也可制定这样一种混合策略 : 分别以概率 1/ 2、1/ 2

选取纯策略β1 、β2 。下面给出矩阵对策混合策略的定义。

定义 3  设有矩阵对策 G = { S1 , S2 ; A} , 其中 S1 = {α1 ,α2 , ⋯ ,αm } , S2 = {β1 ,β2 , ⋯ ,

βn } , A = ( ai j ) m× n 记

S
*

1 = x ∈ E
m

| x i ≥ 0 ,  i = 1 ,⋯ , m ,  ∑
m

i = 1

xi = 1

S*
2 = y ∈ En | yj ≥ 0 ,  j = 1 ,⋯ , n,  ∑

n

j = 1

y j = 1

则 S
*

1 和 S
*

2 分别称为局中人Ⅰ和Ⅱ的混合策略集 (或策略集 ) ; x∈ S
*

1 和 y∈ S
*

2 分别称

为局中人Ⅰ和Ⅱ的混合策略 (或策略 ) ;对 x∈ S *
1 , y∈ S *

2 , 称 ( x , y ) 为一个混合局势 (或局

势 ) , 局中人Ⅰ的赢得函数记成

E( x , y) = x
T

Ay = ∑
i
∑

j

ai j x i y j ( 14 -6 )

这样得到的一个新的对策记成 G* = { S*
1 , S*

2 , E} , 称 G* 为对策 G 的混合扩充。

由定义 3 可知 ,纯策略是混合策略的特例。例如局中人Ⅰ的纯策略αk 等价于混合策

略 x = ( x1 ,⋯ , xm )
T
∈ S

*
1 ,其中

xi =
1  i = k

0  i≠ k

一个混合策略 x = ( x1 , ⋯ , xm )
T
可设想成当两个局中人多次重复进行对策 G 时 , 局

中人Ⅰ分别采取纯策略 α1 , ⋯ ,αm 的频率。若只进行一次对策 , 混合策略 x = ( x1 , ⋯ ,

xm )
T
可设想成局中人Ⅰ对各纯策略的偏爱程度。

下面讨论矩阵对策 G在混合策略意义下解的定义。

设两个局中人仍像前面一样地进行有理智的对策。当局中人Ⅰ采取混合策略 x 时 ,

他只能希望获得 (最不利的情形 )

min
y∈ S *

1

E( x , y)

因此局中人Ⅰ应选取 x∈ S*
1 , 使得上式取极大值 ( 最不利当中的最有利情形 ) , 即局
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中人Ⅰ可保证自己的赢得期望值不少于

v1 = max
x∈ S *

1

min
y∈ S *

2

E( x , y) (14 -7)

同理 ,局中人Ⅱ可保证自己的所失期望值至多是

v2 = min
y∈ S

*
1

max
x∈ S

*
2

E( x , y ) (14 -8)

首先 ,注意到 ( 14 -7)式和 (14 -8) 式是有意义的。因为根据定义 ,局中人Ⅰ的赢得函数

E( x , y )是欧氏空间 Em + n 内有界闭集 D 上的连续函数 ,其中

D = {( x , y ) | xi ≥ 0 , y j ≥ 0 , i = 1 ,⋯ , m , j = 1 ,⋯ , n,

  ∑
i

x i = 1 ,∑
j

y j = 1}

因此 ,对固定的 x , E( x , y) 是 S*
2 上的连续函数 , 故min

y∈ S
*

2

E( x , y ) 存在 ,而且 min
y∈ S

*
2

E( x ,

y) 也是 S*
1 上的连续函数 , 故 max

x∈ S
*

1

min
y∈ S

*
2

E( x , y ) 存在。同样可说明 min
y∈ S

*
2

max
x∈ S

*
1

E( x , y)

存在。

其次 ,仍然有 v1 ≤ v2 。事实上 , 设

max
x∈ S *

1

min
y∈ S *

2

E( x , y) = min
y

E ( x * , y )

min
y∈ S

*
2

max
x∈ S

*
1

E( x , y ) = max
x

E( x , y * )

于是

v1 = min
y∈ S *

2

E( x * , y) ≤ E( x * , y * ) ≤max
x∈ S *

1

E( x , y * ) = v2

定义 4  设 G
*

= { S
*

1 , S
*

2 ; E}是矩阵对策 G = { S1 , S2 ; A}的混合扩充 ,如果

max
x∈ S *

1

min
y∈ S *

2

E( x , y ) = min
y∈ S *

2

max
x∈ S *

1

E( x , y) (14 -9)

记其值为 VG 。则称 VG 为对策 G * 的值 , 称使 ( 14 -9 ) 式成立的混合局势 ( x * , y * ) 为 G 在

混合策略意义下的解 (或简称解 ) , x * 和 y * 分别称为局中人Ⅰ和Ⅱ的最优混合策略 (或简

称最优策略 )。

现约定 ,以下对 G = { S1 , S2 ; A}及其混合扩充 G
*

= { S
*

1 , S
*

2 ; E}一般不加区别 , 通常

都用 G = { S1 , S2 ; A}来表示。当 G 在纯策略意义下解不存在时 , 自动认为讨论的是在混

合策略意义下的解 ,相应的局中人Ⅰ的赢得函数为 E( x , y) 。

和定理 1 类似 ,可给出矩阵对策 G 在混合策略意义下解存在的鞍点型充要条件。

定理 2  矩阵对策 G = { S1 , S2 ; A}在混合策略意义下有解的充要条件是 : 存在 x
*
∈

S
*

1 , y
*
∈ S

*
2 ,使 ( x

*
, y

*
)为函数 E( x , y )的一个鞍点 ,即对一切 x∈ S

*
1 , y∈ S

*
2 ,有

E( x , y * )≤ E( x * , y * )≤ E( x * , y) ( 14 -10)

本定理的证明同定理 1 , 只需将 ai j 换写成 E ( x , y) ,读者可自行证之。应注意到 , 当 G

在纯策略意义下解存在时 ,定义 4 中关于对策 G 的值的定义 VG 与前面的定义是一致的。

当 G在混合策略意义下的解 ( x
*

, y
*

)存在时 , VG = E( x
*

, y
*

)。

例 10  考虑矩阵对策 G = { S1 , S2 ; A} ,其中

A =
3 6

5 4
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由前面的讨论已知 G在纯策略意义下的解不存在 , 于是设 x = ( x1 , x2 ) 为局中人Ⅰ的混合

策略 , y = ( y1 , y2 )为局中人Ⅱ的混合策略 , 则

S*
1 = {( x1 , x2 ) | x1 , x2 ≥0 , x1 + x2 = 1}

S
*

2 = {( y1 , y2 ) | y1 , y2 ≥0 , y1 + y2 = 1}

局中人Ⅰ的赢得期望值是

E( x , y) = 3 x1 y1 + 6 x1 y2 + 5 x2 y1 + 4 x2 y2

= 3 x1 y1 + 6 x1 (1 - y1 ) + 5 y1 (1 - x1 )

 + 4( 1 - x1 ) ( 1 - y1 )

= - 4( x1 - 1/ 4 ) ( y1 - 1/ 2 ) + 9/ 2

取 x
*

= (1/ 4 ,3/ 4 ) , y
*

= (1/ 2 , 1/ 2 ) ,

则 E( x
*

, y
*

) = 9/ 2 , E( x
*

, y ) = E( x , y
*

) = 9/ 2 ,

即有 E( x , y
*

) ≤ E( x
*

, y
*

)≤ E( x
*

, y )。

故 x
*

= (1/ 4 ,3/ 4 )和 y
*

= (1/ 2 ,1/ 2 )分别为局中人Ⅰ和Ⅱ的最优策略 , 对策的值 (局中人

Ⅰ的赢得期望值 ) VG = 9/ 2。

2. 3  矩阵对策的基本定理

本节主要讨论矩阵对策解的存在性及解的有关性质。如前所述 , 一般矩阵对策在纯

策略意义下的解往往是不存在的。但本节将证明 , 一般矩阵对策在混合策略意义下的解

却总是存在的 ,并且通过一个构造性的证明 , 引出求解矩阵对策的基本方法———线性规划

方法。

先给出如下两个记号 :

当局中人Ⅰ取纯策略 ai 时 , 记其相应的赢得函数为 E( i , y ) , 于是

E( i, y ) = ∑
j

ai j y j ( 14 -11)

当局中人 Ⅱ 取纯策略βj 时 , 记其相应的赢得函数为 E( x , j ) ,于是

E( x , j ) = ∑
i

ai j x i ( 14 -12)

由 (14 -11) 式和 ( 14 -12 ) 式 ,有

E( x , y ) = ∑
i
∑

j

ai j x i y j = ∑
i

(∑
j

ai j y j ) x i

= ∑
i

E ( i , y) x j ( 14 -13)

和

E( x , y ) = ∑
i
∑

j

ai j x i y j = ∑
j

(∑
i

ai j x i ) yj

= ∑
j

E ( x , j) yj (14 -14 )

根据上面的记号 ,可给出定理 2 的另一种等价表示。

定理 3  设 x
*
∈ S

*
1 , y

*
∈ S

*
2 ,则 ( x

*
, y

*
)是 G的解的充要条件是 : 对任意 i = 1 , ⋯ ,

m 和 j = 1 ,⋯ , n,有

E( i , y
*

)≤ E( x
*

, y
*

)≤ E( x
*

, j ) ( 14 -15)
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证明  设 ( x
*

, y
*

)是 G 的解 ,则由定理 2 , ( 14 -10 ) 式成立。由于纯策略是混合策略

的特例 ,故 ( 14 -15 )式成立。反之 ,设 (14 -15 )式成立 , 由

E( x , y
*

) = ∑
i

E( i , y
*

) xi ≤ E( x
*

, y
*

)∑
i

x i = E( x
*

, y
*

)

E( x
*

, y) = ∑
j

E( x
*

, j ) y j ≥ E( x
*

, y
*

)∑
j

y j = E( x
*

, y
*

)

即得 (14 -10)式。 证毕。

可以这样认识定理 3 的意义 :在验证 ( x
*

, y
*

) 是否为对策 G 的解时 , ( 14 -15 )式把需

要对无限个不等式进行验证的问题转化为只要对有限个不等式 ( mn 个 ) 进行验证的问

题 ,从而使下面的研究大为简化。

不难证明 ,定理 3 可表述为如下等价的形式 , 而这一形式在求解矩阵对策时是特别有

用的。

定理 4  设 x * ∈ S*
1 , y * ∈ S*

2 , 则 ( x * , y * ) 为 G 的解的充要条件是 : 存在数 v , 使得

x
*
和 y

*
分别是不等式组 (Ⅰ )和 (Ⅱ )的解 , 且 v = VG 。

( Ⅰ )

∑
i

ai j x i ≥ v , j = 1 , ⋯ , n

∑
i

x i = 1

xi ≥ 0 , i = 1 ,⋯ , m

( 14 -16)

(Ⅱ )

∑
j

ai j y j ≤ v, i = 1 ,⋯ , m

∑
j

y j = 1

y j ≥ 0 , j = 1 , ⋯ , n

(14 -17 )

证明留给读者作为练习。

下面给出矩阵对策的基本定理 ,也是本节最主要的内容。

定理 5  对任一矩阵对策 G = { S1 , S2 ; A} , 一定存在混合策略意义下的解。

证明  由定理 3 ,只要证明存在 x * ∈ S*
1 , y * ∈ S*

2 , 使得 (14 -15 ) 式成立。为此 , 考虑

如下两个线性规划问题 :

max w         

( P )

∑
i

ai j x i ≥ w ,  j = 1 ,⋯ , n

∑
i

x i = 1

x i ≥ 0  i = 1 , ⋯ , m

和 min v         

(D )

∑
j

ai j y j ≤ v ,  i = 1 , ⋯ , m

∑
j

y j = 1

y j ≥ 0  j = 1 ,⋯ , n

易验证 ,问题 ( P )和 (D )是互为对偶的线性规划问题 ,而且
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x = ( 1 , 0 , ⋯ , 0 )
T
∈ E

m
,  w = min

j
a1 j

是问题 ( P )的一个可行解。

y = ( 1 , 0 ,⋯ , 0 ) T ∈ En ,  v = max
i

ai1

是问题 (D )的一个可行解。由线性规划的对偶理论可知 ,问题 ( P )和 ( D )分别存在最优解

( x * , w* )和 ( y * , v* ) , 且 v* = w * 。即存在 x * ∈ S*
1 , y * ∈ S*

2 和数 v * , 使得对任意 i =

1 , ⋯ , m 和 j = 1 , ⋯ , n, 有

∑
j

ai j y
*
j ≤ v

*
≤ ∑

i

ai j x
*
i (14 -18 )

或

E( i, y * )≤ v* ≤ E( x * , j) ( 14 -19)

又由

E( x * , y * ) = ∑
i

E( i , y * ) x *
i ≤ v * ·∑

i

x *
i = v *

E( x
*

, y
*

) = ∑
j

E ( x
*

, j ) y
*
j ≥ v

*
·∑

j

y
*
j = v

*

得到 v * = E( x * , y * ) , 故由 (14 -19)式知 (14 -15 )式成立。 证毕。

定理 5 的证明是一个构造性的证明 ,不仅证明了矩阵对策解的存在性 , 而且给出了利

用线性规划求解矩阵对策的方法。

下面的定理 6 至定理 10 讨论了矩阵对策及其解的若干重要性质 , 它们在求解矩阵对

策的过程中将起到重要作用。

定理 6  设 ( x * , y * )是矩阵对策 G 的解 , v = VG ,则

(1 ) 若 xi * > 0 , 则 ∑
j

ai j y j * = v。

(2 ) 若 y j
* > 0 , 则∑

i

ai j x i
* = v。

(3 ) 若∑
j

ai j y j
* < v, 则 x i

* = 0。

(4 ) 若∑
i

ai j x i * > v , 则 yj * = 0。

证明  按定义有

v = max
x∈ S *

1

E( x , y
*

)

故

v - ∑
j

ai j y
*
j = max

x∈ S *
1

E( x , y
*

) - E( i, y
*

) ≥ 0

又因

∑
i

x
*
i v - ∑

j

ai j y
*
j = v - ∑

i
∑

j

ai j x
*
i y

*
j = 0

x
*
i ≥0 ,  i = 1 ,⋯ , m

所以 ,当 x
*
i > 0 时 ,必有∑

j

ai j y
*
j = v;当∑

j

ai j y
*
j < v时 ,必有 x

*
i = 0 , (1 )、(3 ) 得证。同

理可证 (2 )、(4 )。 证毕。

记矩阵对策 G的解集为 T ( G) , 下面三个定理是关于对策解集性质的主要内容。

定理 7  设有两个矩阵对策
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G1 = { S1 , S2 ; A1 }

G2 = { S1 , S2 ; A2 }

其中 A1 = ( ai j ) , A2 = ( ai j + L) , L 为任一常数 ,则有

(1 ) VG
2

= VG
1

+ L

(2 ) T( G1 ) = T ( G2 )

定理 8  设有两个矩阵对策

G1 = { S1 , S2 ; A}

G2 = { S1 , S2 ;αA}

其中α> 0 为任一常数。则

(1 ) VG
2

=αVG
1

(2 ) T( G1 ) = T ( G2 )

定理 9  设 G = { S1 , S2 ; A}为—矩阵对策 , 且 A = - A
T
为斜对称矩阵 (亦称这种对策

为对称对策 )。则

(1 ) VG = 0

(2 ) T1 ( G) = T2 ( G) , 其中 T1 ( G) 和 T2 ( G) 分别为局中人Ⅰ和Ⅱ的最优策略集。

定理 7 至定理 9 的证明留给读者去完成。在给出定理 10 之前 , 先给出矩阵对策优超

纯策略的定义。

定义 5  设有矩阵对策 G = { S1 , S2 ; A} , 其中 S1 = {α1 , ⋯ ,αm } , S2 = {β1 , ⋯ ,βn } ,

A = ( ai j ) , 如果对一切 j = 1 , ⋯ , n 都有 ai
0

j≥ ak
0

j , 即矩阵 A 的第 i
0
行元素均不小于第 k

0

行的对应元素 ,则称局中人Ⅰ的纯策略αi0 优超于αk0 ; 同样 , 若对一切 i = 1 , ⋯ , m, 都有

ai j
0 ≤ ai l

0 即矩阵 A 的第 l
0
列元素均不小于第 j

0
列的对应元素 , 则称局中人Ⅱ的纯策略

βj0 优超于βl0 。

定理 10  设 G = { S1 , S2 ; A}为矩阵对策 , 其中 S1 = {α1 , ⋯ ,αm } , S2 = {β1 ,⋯ ,βn } ,

A = ( ai j )如果纯策略α1 被其余纯策略α2 , ⋯ ,αm 中之一所优超 , 由 G 可得到一个新的矩

阵对策 G′

G′= { S′1 , S2 ; A′}

其中

S′1 = {α2 , ⋯ ,αm }

A′= ( ai j′) ( m - 1 ) × n

ai j = ai j   i = 2 , ⋯ , m   j = 1 ,⋯ , n

于是有

(1 ) VG′ = VG ;

(2 ) G′中局中人Ⅱ的最优策略就是其在 G 中的最优策略 ;

(3 ) 若 ( x *
2 ,⋯ , x *

m ) T 是 G′中局中人Ⅰ的最优策略 ,则 x * = (0 , x *
2 , ⋯ , x *

m ) T 便是其

在 G中的最优策略。

证明  不妨设α2 优超于α1 ,即

a2 j ≥ a1 j ,  j = 1 , ⋯ , n ( 14 -20)

因 x′
*

= ( x
*

2 , ⋯ , x
*
m )

T
和 y

*
= ( y

*
1 ,⋯ , y

*
n )是 G′的解 , 由定理 3 ,有
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∑
n

j = 1

ai j y *
j ≤ VG′ ≤ ∑

m

i = 2

ai j x *
i (14 -21 )

i = 2 ,⋯ , m; j = 1 ,⋯ , n

因α2 优超于α1 ,由 ( 14 -20) 式有

∑
n

j = 1

a1 j y
*
i ≤∑

n

j = 1

a2 j y
*
j ≤ VG′ (14 -22 )

合并 (14 -21)式和 (14 -22 )式 , 得

∑
n

j = 1

ai j y
*
j ≤ VG′ ≤ ∑

m

i = 2

ai j x
*
i + a1 j ·0

i = 1 , ⋯ , m;  j = 1 , ⋯ , n

或

E( i , y
*

) ≤VG′≤ E( x
*

, j)

i = 1 , ⋯ , m;  j = 1 ,⋯ , n

由定理 4 , ( x * , y * )是 G 的解 ,其中 x * = ( 0 , x *
2 ,⋯ , x *

m ) T ,且 VG′ = VG 。 证毕。

推论  在定理 10 中 , 若α1 不是为纯策略α2 ,⋯ ,αm 中之一所优超 , 而是为α2 , ⋯ ,αm

的某个凸线性组合所优超 ,定理的结论仍然成立。

定理 10 实际给出了一个化简赢得矩阵 A 的原则 , 称之为优超原则。根据这个原则 ,

当局中人Ⅰ的某纯策略 ai 被其他纯策略或纯策略的凸线性组合所优超时 , 可在矩阵 A 中

划去第 i 行而得到一个与原对策 G 等价但赢得矩阵阶数较小的对策 G′, 而 G′的求解往往

比 G 的求解容易些 ,通过求解 G′而得到 G 的解。类似地 ,对局中人Ⅱ来说 , 可以在赢得矩

阵 A 中划去被其他列或其他列的凸线性组合所优超的那些列。

下面 ,举例说明优超原则的应用。

例 11  设赢得矩阵为 A, 求解这个矩阵对策。

A =

3 2 0 3 0  

5 0 2 5 9  

7 3 9 5 9  

4 6 8 7 5. 5

6 0 8 8 3  

解  由于第 4 行优超于第 1 行 ,第 3 行优超于第 2 行 , 故可划去第 1 行和第 2 行 , 得

到新的赢得矩阵

A1 =

 7 3 9 5 9  

 4 6 8 7 5. 5

 6 0 8 8 3  

对于 A1 ,第 1 列优超于第 3 列 , 第 2 列优超于第 4 列 , 1/ 3× (第 1 列 ) + 2/ 3× (第 2 列 ) 优

超于第 5 列 ,因此去掉第 3 列、第 4 列和第 5 列 ,得到

A2 =

7 3

4 6

6 0

这时 ,第一行又优超于第 3 行 , 故从 A2 中划去第 3 行 , 得到
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A3 =
7 3

4 6

对于 A3 ,易知无鞍点存在 , 应用定理 4 ,求解不等式组 (Ⅰ ) , (Ⅱ )

(Ⅰ )

7 x3 + 4 x4 ≥ v

3 x3 + 6 x4 ≥ v

x3 + x4 = 1

x3 , x4 ≥0

  ( Ⅱ )

7 y1 + 3 y2 ≤ v

4 y1 + 6 y2 ≤ v

y1 + y2 = 1

y1 , y2 ≥0

首先考虑满足

7 x3 + 4 x4 = v

3 x3 + 6 x4 = v

x3 + x4 = 1

  

7 y1 + 3 y2 = v

4 y1 + 6 y2 = v

y1 + y2 = 1

的非负解。求得解为

x
*

3 = 1/ 3 ,  x
*

4 = 2/ 3

y *
1 = 1/ 2 ,  y *

2 = 1/ 2

v = 5

于是 ,原矩阵对策的一个解为

x
*

= ( 0 , 0 , 1/ 3 , 2/ 3 , 0)
T

y
*

= (1/ 2 , 1/ 2 , 0 , 0 , 0 )
T

VG = 5

第 3 节  矩阵对策的解法

3. 1  公式法、图解法和方程组法

1. 2×2 对策的公式法

所谓 2×2 对策是指局中人Ⅰ的赢得矩阵为 2×2 阶的 ,即

A =
a11 a12

a21 a22

如果 A 有鞍点 , 则很快可求出各局中人的最优纯策略 ;如果 A 没有鞍点 ,则可证明各局中

人最优混合策略中的 x
*
i , y

*
j 均大于零。于是 , 由定理 6 可知 , 为求最优混合策略可求下

列等式组 :

(Ⅰ )

a11 x1 + a21 x2 = v

a12 x1 + a22 x2 = v

 x1 +  x2 = 1

( 14 -23)

( Ⅱ )

a1 1 y1 + a12 y2 = v

a2 1 y1 + a22 y2 = v

 y1 +  y2 = 1

( 14 -24)
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当矩阵 A 不存在鞍点时 , 可以证明上面等式组 (Ⅰ )和 (Ⅱ ) 一定有严格非负解 x
*

= ( x
*

1 ,

x
*

2 )和 y
*

= ( y
*

1 , y
*

2 ) ,其中

x
*

1 =
a22 - a21

( a1 1 + a2 2 ) - ( a1 2 + a2 1 )
( 14 -25)

x
*

2 =
a11 - a12

( a1 1 + a2 2 ) - ( a1 2 + a2 1 )
( 14 -26)

y
*

1 =
a22 - a12

( a11 + a22 ) - ( a12 + a21 )
( 14 -27)

y
*

2 =
a11 - a21

( a11 + a22 ) - ( a12 + a21 )
( 14 -28)

VG =
a11 a22 - a12 a21

( a1 1 + a2 2 ) - ( a12 + a21 )
( 14 -29)

例 12  求解矩阵对策 G = { S1 , S2 ; A} ,其中

A =
1 3

4 2

解  易知 , A 没有鞍点。由通解公式 ( 14 -25) 式～ (14 -29)式计算得到最优解为

x * = ( 1/ 2 , 1/ 2) T , y * = ( 1/ 4 , 3/ 4) T , 对策值为 5/ 2。

2. 2× n或 m×2 对策的图解法

这里 ,介绍一种求矩阵对策的图解法 , 这个方法用在赢得矩阵为 2× n 或 m×2 阶的

对策上特别方便 ,也可用在 3× n或 m×3 对策上。但对 m 和 n 均大于 3 的矩阵对策就不

适用了。现用一个 2× n 对策的例子来说明这个方法。

例 13  考虑矩阵对策 G = { S1 , S2 ; A} ,其中

A =
2 3 11

7 5 2

S1 = {α1 ,α2 } ,  S2 = {β1 ,β2 ,β3 }

设局中人Ⅰ的混合策略为 ( x , 1 - x)
T

, x∈ [0 , 1 ]。过数轴上坐标为 O 和 (1 , 0 )的两点

分别做两条垂线Ⅰ - Ⅰ和Ⅱ - Ⅱ ,垂线上点的纵坐标值分别表示局中人Ⅰ采取纯策略α1

和α2 时 , 局中人Ⅱ采取各纯策略时的赢得值。如图 14 -1。当局中人Ⅰ选择每一策略 ( x ,

1 - x)
T
时 ,他的最少可能的收入为由局中人Ⅱ选择β1 、β2 、β3 时所确定的三条直线

2 x + 7 (1 - x ) = V

3 x + 5 (1 - x ) = V

11 x + 2( 1 - x) = V

在 x 处的纵坐标中之最小者 , 即如折线 B1 B B2 B3 所示。所以对局中人Ⅰ来说 , 他的

最优选择就是确定 x 使他的收入尽可能地多 , 从图 14 -1 可知 , 按最小最大原则应选择 x

= OA,而 A B 即为对策值。为求出点 x 和对策值 VG , 可联立过 B 点的两条线段β2 和β3

所确定的方程 :

3 x + 5 (1 - x) = VG

11 x + 2( 1 - x ) = VG

解得 x = 3/ 11 , VG = 49/ 11。所以 , 局中人Ⅰ的最优策略为 x
*

= ( 3/ 11 , 8/ 11 )
T
。此外 , 从
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图 14 -1  2× n 对策的图解法

图上还可以看出 ,局中人Ⅱ的最优混合策略只由β2 和β3 组成。

事实上 ,若记 y * = ( y *
1 , y *

2 , y *
3 ) T 为局中人Ⅱ的最优混合策略 , 则由

E( x
*

, 1 ) = 2×3/ 11 + 7×8/ 11 = 62/ 11 > 49/ 11 = VG

E( x
*

, 2 ) = E( x
*

, 3 ) = VG

根据定理 6 可知 ,必有 y
*

1 = 0 , y
*

2 > 0 , y
*

3 > 0。

根据定理 6 ,可由

3 y2 + 11 y3 = 49/ 11

5 y2 + 2 y3 = 49/ 11

 y2 +  y3 = 1

求得 y
*

2 = 9/ 11 , y
*

3 = 2/ 11。所以局中人Ⅱ的最优混合策略为 y
*

= ( 0 , 9/ 11 , 2/ 11)
T
。

例 14  用图解法求解矩阵对策 G = { S1 , S2 ; A} ,其中 S1 = {α1 ,α2 ,α3 } , S2 , = {β1 ,β2 } ,

A =

2 7

6 6

11 2

设局中人Ⅱ的混合策略为 ( y , 1 - y ) T , 由图 14 -3 可知 , 直线α1 、α2 、α3 在任一点 y∈ [ 0 , 1]

处的纵坐标分别是局中人Ⅱ采取混合策略 ( y , 1 - y) T 时的支付。根据最不利当中选取最

有利的原则 ,局中人Ⅱ的最优选择就是如何确定 y , 以使三个纵坐标值中的最大值尽可能

地小。从图 14 -2 可见 , 应选择 OA1 ≤ y≤ OA2 ,且对策的值显然为 6。由方程

2 y + 7( 1 - y ) = 6  和  11 y + 2 (1 - y) = 6

求得 OA1 = 1/ 5 , OA2 = 4/ 9。故局中人Ⅱ的最优混合策略是 y * = ( y , 1 - y ) T , 其中 1/ 5≤

y≤4/ 9 ,而局中人Ⅰ的最优策略显然只能是 ( 0 , 1 , 0) T , 即取纯策略α2 。
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图 14 -2  m×2 对策的图解法

  例 15  求解赢得矩阵 A 的矩阵对策。

A =
4 8/ 3 4 2

1 5 5 7

首先 ,利用优超原则 , 第 2 列优超于第 3 列 ,故可划去第 3 列 , 又因

( 2/ 3) × (第 4 列 ) + (1/ 3 )× ( 第 1 列 ) = ( 第 2 列 )

由优超原则又可划去 A 的第 2 列 , 转而求解赢得矩阵

A′=
4 2

1 7

的对策 G′,从而解得原对策的一个解为

x
*

= (3/ 4 , 1/ 4 )
T

y
*

= ( 5/ 8 , 0 , 0 , 3/ 8)
T

VG = 13/ 4

若用图解法求解本例 , 由图 14 -3 可见 , 局中人 Ⅰ 的最优策略为 x * = ( 3/ 4 , 1/ 4) T , 若

记局中人 Ⅱ 的最优策略为 y
*

= ( y
*

1 , y
*

2 , y
*

3 , y
*

4 )
T

, 则有 y
*

3 = 0 , 而 y
*

1 , y
*

2 , y
*

4 可由以

下联立方程确定。

4 y1 + (8/ 3 ) y2 + 2 y4 = 13/ 4

y1 + 5 y2 + 7 y4 = 13/ 4

y1 + y2 + y4 = 1

显然 ,满足上面方程组的解有无穷多个 , 故局中人Ⅱ有无穷多个最优混合策略。

例 15 说明 , 利用优超原则化简赢得矩阵时 ,有可能将原矩阵对策的解也划去一些 , 这

种情况在 m 和 n 均大于 3 时仍然可能发生。
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图  14 -3

3. 线性方程组方法

根据定理 4 ,求解矩阵对策解 ( x
*

, y
*

) 的问题等价于求解不等式组 ( 14 -16 ) 和 ( 14 -

17 ) , 又根据定理 5 和定理 6 , 如果假设最优策略中的 x *
i 和 y *

j 均不为零 , 即可将上述两

个不等式组的求解问题转化成求解下面两个方程组的问题 :

∑
i

a i j x i = v,  j = 1 , ⋯ , n

∑
i

x i = 1
(14 -30 )

和

∑
j

ai j y j = v,  i = 1 ,⋯ , m

∑
j

y j = 1
(14 -31 )

如果方程组 (14 -30) 和 ( 14 -31 )存在非负解 x * 和 y * , 便求得了对策的一个解 ( x * , y * )。

如果由上述两个方程组求出的解 x
*
和 y

*
中有负的分量 , 则可视具体情况 , 将 ( 14 -30 ) 式

和 (14 -31 )式中的某些等式改成不等式 , 继续试算求解 , 直至求出对策的解。这种方法由

于事先假设 x *
i 和 y *

j 均不为零 , 故当 x * 和 y * 的实际分量中有些为零时 , ( 14 -30 ) 式和

(14 -31 )式一般无非负解 , 而下面的试算过程则是无固定规程可循的。因此 , 这种方法在

实际应用中具有一定的局限性。

例 16  求解矩阵对策———“齐王赛马”

解  已知齐王的赢得矩阵为

A =

3 1 1 1 1 - 1

1 3 1 1 - 1 1

1 - 1 3 1 1 1

- 1 1 1 3 1 1

1 1 - 1 1 3 1

1 1 1 - 1 1 3

易知 , A 没有鞍点 ,即对齐王和田忌来说都不存在最优纯策略。设齐王和田忌的最优
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混合策略为

x * = ( x *
1 , x *

2 , x *
3 , x *

4 , x *
5 , x *

6 ) T 和 y * = ( y *
1 , y *

2 , y *
3 , y *

4 , y *
5 , y *

6 ) T

从矩阵 A 的元素来看 , 每个局中人选取每个纯策略的可能性都是存在的 , 故可事先

假定 x *
i > 0 和 y *

j > 0 , i = 1 , ⋯ , 6 ; j = 1 , ⋯ , 6 ,于是求解线性方程组

 3 x1 + x2 + x3 - x4 + x5 + x6 = v

 x1 + 3 x2 - x3 + x4 + x5 + x6 = v

 x1 + x2 + 3 x3 + x4 - x5 + x6 = v

 x1 + x2 + x3 + 3 x4 + x5 - x6 = v

 x1 - x2 + x3 + x4 + 3 x5 + x6 = v

- x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + 3 x6 = v

 x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 = 1

( 14 -32)

和

 3 y1 + y2 + y3 + y4 + y5 - y6 = v

 y1 + 3 y2 + y3 + y4 - y5 + y6 = v

 y1 - y2 + 3 y3 + y4 + y5 + y6 = v

- y1 + y2 + y3 + 3 y4 + y5 + y6 = v

 y1 + y2 - y3 + y4 + 3 y5 + y6 = v

 y1 + y2 + y3 - y4 + y5 + 3 y6 = v

 y1 + y2 + y3 + y4 + y5 + y6 = 1

( 14 -33)

得到

x i = 1/ 6 ,  i = 1 , ⋯ , 6

y j = 1/ 6 ,  j = 1 , ⋯ , 6

v = 1

故齐王和田忌的最优混合策略为

x* = (1/ 6 ,1/ 6 ,1/ 6, 1/ 6 ,1/ 6 ,1/ 6) T 和 y * = (1/ 6, 1/ 6 ,1/ 6 ,1/ 6 ,1/ 6, 1/ 6) T

对策的值 (齐王的期望赢得 ) 为 VG = 1。这与我们的设想相符 , 即双方都以 1/ 6 的概

率选取每个纯策略 ,或者说每个纯策略被选取的机会应是均等的 , 则总的结局应该是 : 齐

王有 5/ 6 的机会赢田忌 ,赢得的期望值是 1 千金。但是 , 如果齐王在每出一匹马前将自己

的选择告诉了对方 , 这实际上等于公开了自己的策略 , 如齐王选取出马次序为 ( 上 , 中 ,

下 ) , 则田忌根据谋士的建议便以 (下 , 上 ,中 ) 对之 ,结果田忌反而可得千金。因此 , 在矩阵

对策不存在鞍点时 ,竞争的双方在开局前均应对自己的策略 ( 实际上是纯策略 )加以保密 ,

否则不保密的一方是要吃亏的。

例 17  某厂用三种不同的设备α1 、α2 、α3 加工三种不同的产品β1 、β2 、β3 , 已知三种设

备分别加工三种产品时 ,单位时间内创造的价值由表 14 -3 给出。
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  表  14 -3

使用设备
被加工产品

β1 Íβ2 �β3 /

α1 ç3 À- 2 44 "

α2 ç- 1 À4 42 "

α3 ç2 À2 46 "

出现负值是由于设备的消耗大于创造出的价值。在上述条件下 , 求出一个合理的加

工方案。

解  此问题可看成是一个矩阵对策问题 , 并易知没有鞍点。设采用设备α1 、α2 、α3 的

概率分别为 ( x1 , x2 , x3 ) T ,产品β1 、β2 、β3 被接受加工的概率分别为 ( y1 , y2 , y3 ) T

为简化求解计算 ,由定理 7 , 转而求赢得矩阵为

A′= A - ( 2)3 ×3 =

1 - 4 2

- 3 2 0

0 0 4

的矩阵对策 G′,为此 , 先求解等式组

 x1 - 3 x2   = v′

- 4 x1 + 2 x2   = v′

 2 x1 +   4 x3 = v′

 x1 + x2 + x3 = 1

( 14 -34)

和

 y1 - 4 y2 + 2 y3 = v′

- 3 y1 + 2 y2   = v′

      4 y3 = v′

 y1 + y2 + y3 = 1

( 14 -35)

经过实际计算 ,知道上述等式组不存在非负解。于是根据试算 , 将 ( 14 -34 ) 式中第 3 式取

为不等式 ,将 ( 14 -35 )式中第 1 式取为不等式 ,转而求解

 x1 - 3 x2   = v′

- 4 x1 + 2 x2   = v′

 2 x1 +   4 x3 > v′

 x1 + x2 + x3 = 1

( 14 -36)

和

 y1 - 4 y2 + 2 y3 < v′

- 3 y1 + 2 y2   = v′

      4 y3 = v′

 y1 + y2 + y3 = 1

( 14 -37)

由定理 6 , (14 -36 )式和 ( 14 -37 )式的解 x * 及 y * 中的分量 x *
1 = 0 , y *

3 = 0。将此结果

代回上面两组不等式 ,得到

·004·



x
*

2 = 0 , x
*

3 = 1

y *
1 = 2/ 5 ,  y *

2 = 3/ 5

v′= 0

故原对策最优解为 x
*

= (0 ,0 ,1 )
T

,  y
*

= ( 2/ 5 , 3/ 5 , 0)
T

对策值 (单位时间内创造价值的期望值 ) VG = v′+ 2 = 2

3. 2  线性规划方法

由定理 5 已知 ,任一矩阵对策 G = { S1 , S2 ; A}的求解均等价于一对互为对偶的线性

规划问题 ,而定理 4 表明 , 对策 G的解 x * 和 y * 等价于下面两个不等式组的解。

(Ⅰ )

∑
i

ai j x i ≥ v,  j = 1 , ⋯ , n

∑
i

x i = 1

xi ≥ 0 ,  i = 1 , ⋯ , m

( 14 -38)

( Ⅱ )

∑
j

ai j y j ≤ v,  i = 1 ,⋯ , m

∑
j

y j = 1

y j≥0 ,  j = 1 , ⋯ , n

( 14 -39)

其中

v = max
x∈ S *

1

min
y∈ S *

2

E( x , y) = min
y∈ S *

2

max
x∈ S *

1

E( x , y ) ( 14 -40)

就是对策的值 VG 。

定理 11  设矩阵对策 G = { S1 , S2 ; A}的值为 VG , 则

VG = max
x∈ S *

1

min
1≤ j≤ n

E ( x , j) = min
y∈ S *

2

max
1 ≤ i≤ m

E( i , y ) ( 14 -41)

证明  因 VG 是对策的值 ,故

VG = max
x∈ S *

1

min
y∈ S *

2

E( x , y) = min
y∈ S *

2

max
x∈ S *

1

E( x , y ) ( 14 -42)

一方面 ,任给 x∈ S
*

1 , 有

min
1≤ j≤ n

E ( x , j)≥ min
y∈ S *

2

E( x , y) ( 14 -43)

故

max
x∈ S

*
1

min
1≤ j≤ n

E ( x , j)≥max
x∈ S

*
1

min
y∈ S

*
2

E( x , y) ( 14 -44)

另一方面 ,任给 x∈ S*
1 , y∈ S*

2 ,有

E( x , y ) = ∑
n

j = 1

E( x , j) · yj ≥ min
1 ≤ j≤ n

E( x , j )

故

min
y∈ S

*
2

E( x , y )≥ min
1≤ j≤ n

E ( x , j) ( 14 -45)

max
x∈ S *

1

min
y∈ S *

2

E( x , y )≥max
x∈ S *

1

min
1≤ j≤ n

E ( x , j) ( 14 -46)

由 (14 -44)式和 (14 -46 )式得
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VG = max
x∈ S *

1

min
1≤ j≤ n

E( x , j )

同理可证

VG = min
y∈ S

*
2

max
1≤ i≤ m

E ( i , y) 证毕。

下面给出求解矩阵对策的线性规划方法。

作变换 (根据定理 7 , 不妨设 v > 0) :

x′i = xi/ v,  i = 1 , ⋯ , m ( 14 -47)

则不等式组 (14 -38)变为

( Ⅰ )

∑
i

ai j x′i ≥ 1 ,  j = 1 , ⋯ , n

∑
i

x′i = 1/ v

x′i ≥ 0 ,  i = 1 , ⋯ , m

(14 -48 )

根据定理 11 , v = max
x∈ S *

1

min
1 ≤ j≤ n∑

i

ai j x i

这样 ,不等式组 ( Ⅰ ) 即等价于线性规划问题 :

( P )

min z = ∑
i

x′i

∑
i

ai j x′i ≥ 1 ,  j = 1 ,⋯ , n

x′i ≥0

( 14 -49)

同理 ,作变换

y′j = y j/ v,  j = 1 ,⋯ , n ( 14 -50)

则不等式组 (14 -39)变为

( Ⅱ )

∑
j

ai j y′j ≤ 1 ,  i = 1 ,⋯ , m

∑
j

y′j = 1/ v

y′j ≥0 ,  j = 1 , ⋯ , n

( 14 -51)

其中 v = min
y∈ S *

2

max
1 ≤ i≤ m∑j

ai j y j , 与之等价的线性规划问题是 :

(D )

max w = ∑
j

y′j

∑
j

ai j y′j ≤ 1 ,  i = 1 , ⋯ , m

y′j ≥0 ,  j = 1 , ⋯ , n

( 14 -52)

显然 ,问题 ( P )和 (D )是互为对偶的线性规划 , 故可利用单纯形或对偶单纯形方法求

解。在求解时 ,一般先求问题 ( D) 的解 ,因为这样容易在迭代的第一步就找到第一个基本

可行解 ,而问题 ( P )的解从问题 (D )的最后一个单纯形表上即可得到。当求得问题 ( P ) 和

(D )的解后 , 再利用变换 (14-47) 式和 (14-50) 式即可求出原对策问题的解及对策的值。

例 18  利用线性规划方法求解赢得矩阵为 A 的矩阵对策。
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A =

7 2 9

2 9 0

9 0 11

解  求解问题可化成两个互为对偶的线性规划问题

min( x1 + x2 + x3 )

  

7 x1 + 2 x2 + 9 x3 ≥1

2 x1 + 9 x2   ≥1

9 x1 +   11 x3 ≥1

x1 , x2 , x3 ≥0

( 14 -53)

max( y1 + y2 + y3 )

  

7 y1 + 2 y2 + 9 y3 ≤1

2 y1 + 9 y2   ≤1

9 y1 +   11 y3 ≤1

y1 , y2 , y3 ≥0

( 14 -54)

表  14 -4

cj 1 Á1 c1 �0 ¨0 K0 íw

cB xB b y1 Ôy2 vy3 �u1 ºu2 \u3

0 Nu1 Ó1 67 Ô2 v9 �1 º0 \0

0 Nu2 Ó1 62 Ô9 v0 �0 º1 \0

0 Nu3 Ó1 6[9 ] 0 v11 �0 º0 \1

cj - z j 1 Á1 c1 �0 ¨0 K0 í0 

0 Nu1 Ó2/ 9 d0 Á2 c4/ 9 41 ¨0 K- 7/ 9 J

0 Nu2 Ó7/ 9 d0 Á[9 ] - 22/ 9 40 ¨1 K- 2/ 9 J

1 Ny1 Ó1/ 9 d1 Á0 c11/ 9 40 ¨0 K1/ 9 J

cj - z j 0 Á1 c- 2/ 9  0 ¨0 K- 1/ 9 J1/ 9 Û

0 Nu1 Ó4/ 81 {0 Á0 c[ 80/ 81 ] 1 ¨- 2/ 9 §- 59/ 81 x

1 Ny2 Ó7/ 81 {0 Á1 c- 22/ 81 •0 ¨1/ 9 §- 2/ 81 x

1 Ny1 Ó1/ 9 {1 Á0 c11/ 9 0 ¨0 §1/ 9  

cj - z j 0 Á0 c4/ 81 K0 ¨- 1/ 9 §- 7/ 81 a16/ 81 	

1 Ny3 Õ4/ 80 {0 Á0 c1 �81/ 80 �- 18/ 80 Õ- 59/ 80 x

1 Ny2 Õ1/ 10 {0 Á1 c0 �22/ 80 �4/ 80 Õ- 18/ 80 x

1 Ny1 Õ1/ 20 {1 Á0 c0 �- 99/ 80 �22/ 80 Õ81/ 80 x

cj - z j 0 Á0 c0 �- 4/ 80 - 8/ 80 ¾- 4/ 80 a16/ 80 	

利用单纯形方法求解问题 (D ) , 迭代过程如表 14-4 所示 , 从表 14-4 中可得到问题 (D)

的解为
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y = ( 1/ 20 , 1/ 10 , 4/ 80 )
T

= (1/ 20 , 1/ 10 , 1/ 20)
T

w = 16/ 80

由表 14 -4 中最后一个单纯形表可得问题 ( P ) 的解为 :

x = ( 4/ 80 ,8/ 80 , 4/ 80 )
T

= (1/ 20 , 1/ 10 ,1/ 20)
T

z = 16/ 80

于是

VG = 80/ 16 = 5

x
*

= VG· (1/ 20 , 1/ 10 , 1/ 20)
T

= ( 1/ 4 , 2/ 4 , 1/ 4)
T

y * = VG · ( 1/ 20 , 1/ 10 , 1/ 20 ) T = (1/ 4 , 2/ 4 , 1/ 4 ) T

至此 ,我们介绍了一些求解矩阵对策的方法。在求解一个矩阵对策时 , 应首先判断其

是否具有鞍点 ,当鞍点不存在时 , 利用优超原则和定理 7、定理 8 等提供的方法将原对策

的赢得矩阵尽量地化简 ,然后再利用本节介绍的各种方法去求解。

在本节介绍的各类求解的方法中 ,线性规划方法是具有一般性的 , 另外还有两种具有

一般性的解法 :求全部解的矩阵法和至少保证求出一个解的微分方程法。限于篇幅 , 这里

就不作介绍了 ,有兴趣的读者可参阅参考文献 [ 1] 。

第 4 节 *  其他类型对策简介

4. 1  二人无限零和对策

  矩阵对策最简单的推广就是局中人的策略集从有限集变为无限集 , 例如是 [ 0 , 1 ] 区

间。一般用 G= { S1 , S2 ; H}表示一个二人无限零和对策 , 其中 S1 和 S2 中至少有一个是

无限集合 , H 为局中人 I 的赢得函数。记

v1 = max
α

i
∈ S

1

min
β

j
∈ S

2

H (αi ,βj )

v2 = min
β

j
∈ S

2

max
α

i
∈ S

1

H (αi ,βj )

则 v1 为局中人Ⅰ的至少赢得 , v2 为局中人Ⅱ的至多所失。显然有 v1 ≤ v2 , 当 v1 = v2 时 ,

有如下定义。

定义 6  设 G = { S1 , S1 ; H}为二人无限零和对策。若存在αi * ∈ S1 ,βj * ∈ S2 ,使得

max
α

i
∈ S

1

min
β

j
∈ S

2

H (αi ,βj ) = min
β

j
∈ S

2

max
α

i
∈ S

1

H (αi ,βj ) = H (αi * ,βj * ) ( 14 -55)

记其值为 VG ,则称 VG 为对策 G 的值 ,称使 (14 -55 )式成立的 (αi * ,βj * ) 为 G 在纯策略意义

下的解 ,αi * ,βj * 分别称为局中人Ⅰ和Ⅱ的最优纯策略。

定理 12  (αi
* ,βj

* )为 G = { S1 , S2 ; H}在纯策略意义下的解的充要条件是 : 对任意

αi∈ S1 ,βj ∈ S2 , 有

H (αi ,βj * ) ≤ H (αi * ,βj * )≤ H (αi * ,βj ) ( 14 -56)

例 19  设局中人Ⅰ、Ⅱ互相独立地从 [ 0 , 1 ]中分别选择一个实数 x 和 y , 局中人Ⅰ的

赢得函数为 H ( x , y ) = 2 x
2

- y
2
。对策中 ,局中人Ⅰ希望 H 越大越好 ,局中人Ⅱ则希望 H

越小越好。图 14 -4 给出了 H ( x , y) 的等值线 , 通过对该图的分析 , 不难看出双方竞争的
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图  14 -4

平衡局势为 ( 1 , 1 ) , 即αi
* = 1 ,βj

* = 1 分别

为局中人Ⅰ和Ⅱ的最优纯策略 , VG = 1。可

以验证 ,对 (αi
* ,βj

* ) = ( 1 , 1 ) , (14 -56 )式是

成立的。

由矩阵对策的结果已知 , ( 14 -55 ) 式一

般并不成立 ,即对策 G = { S1 , S2 ; H}在纯策

略意义下无解。同矩阵对策中引入混合策

略的做法类似 ,也可定义无限对策的混合策

略如下 : 局中人Ⅰ和Ⅱ的混合策略 X 和 Y

分别为策略集 S1 和 S2 上的概率分布 ( 或分

布函数 ) , 混合策略集记为 X 和 Y。若用于

x , y 表示纯策略 , FX ( x ) , FY ( y ) 表示混合策略 X , Y 的分布 , 则局中人 I 的赢得函数可以

有以下 4 种形式 :

H ( x , y)

H ( X , y) =∫S
1

H ( x , y ) d FX ( x )

H ( x , Y ) =∫S
2

H ( x , y) d FY ( y)

H ( X , Y ) =∫S
1
∫S

2

H ( x , y) d FX ( x) FY ( y)

定义 7  如果有

sup
X

inf
Y

H ( X , Y ) = inf
Y

sup
X

H ( X , Y ) = VG ( 14 -57)

则称 VG 为对策 G 的值 , 称使 ( 14 -57) 式成立的 ( X
*

, Y
*

) 为对策 G 的解 , X
*
和 Y

*
分别为

局中人Ⅰ和Ⅱ的最优策略。

定理 13  ( X
*

, Y
*

)为对策 G = { S1 , S2 ; H}的解的充要条件是 : 对任意 X∈ X , Y∈Y ,

有

H ( X , Y * )≤ H ( X* , Y * )≤ H ( X * , Y ) ( 14 -58)

当 S1 = S2 = [ 0 , 1] , 且 H ( x , y )为连续函数时 , 称这样的对策为连续对策。对连续对

策而言 ,局中人Ⅰ、Ⅱ的混合策略即为 [0 , 1 ]区间上的分布函数。记 [ 0 , 1] 区间上的分布函

数的集合为 D , 则有

H ( X , Y ) =∫
1

0∫
1

0
H ( x , y) d FX ( x ) d FY ( y )

对连续对策 ,记

v1 = max
X∈ D

min
Y ∈ D

H ( X, Y )

v2 = min
Y ∈ D

max
X∈ D

H ( X, Y )

这里 ,不加证明地给出关于连续对策的基本定理。

定理 14  对任何连续对策 , 一定有 v1 = v2 。

例 20  (生产能力分配问题 )  某公司下属甲、乙两个工厂 , 分别位于 A、B 两市。设

两厂总生产能力为 1 个单位 ,两市对工厂产品的总需求也是 1 个单位。如果 A 市的需求
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量为 x , 则 B 市的需求量为 1 - x ,这时只要安排 A 厂的生产能力为 x , 就能使供需平衡。

但现在不知道 A 市的确切需求量 x 是多少 , 如果安排 A 厂的生产能力为 y , 则将产生供

需上的不平衡。不平衡的程度可用数值表示为

max
x
y

,
1 - x
1 - y

公司的目标是选择 y ,使得

max
0≤ x≤1

max
x
y

,
1 - x
1 - y

( 14 -59)

达到极小。如果以市场需求为一方 ,公司为另一方 , 则以上问题可转化为一个连续对策问

题 ,其中

S1 = S2 = [ 0 , 1] , H ( x , y ) = max
x
y

,
1 - x
1 - y

对这个对策求解的结果为 :公司方的最优策略 ( 为纯策略 )是 y * = 1/ 2 , 即两个厂各生产一

半 ;市场需求方的最优策略 ( 为混合策略 ) 是 : 分别以 0. 5 的概率取 0 和 1 , 即要么全部需

求都集中在 A 市 , 要么都集中在 B 市 ,且两种情况发生的概率相等。该对策的值为 VG =

2 , 即当公司和市场均选择各自的最优策略时 ,两市中需求大于供给的平均程度为 2 (求解

过程较复杂 ,略去 ) 。

4. 2  多人非合作对策

实际问题中 ,会经常出现多人对策的问题 , 且每个局中人的赢得函数之和也不必一定

为零 ,特别是许多经济过程中的对策模型一般都是非零和的 , 因为经济过程总是有新价值

的产生。所谓非合作对策 ,就是指局中人之间互不合作 , 对策略的选择不允许事先有任何

交换信息的行为 ,不允许订立任何约定 , 矩阵对策就是一种非合作对策。一般非合作对策

模型可描述为 :

(1 ) 局中人集合 : I = {1 , 2 ,⋯ , n} ;

(2 ) 每个局中人的策略集 : S1 , S2 ,⋯ , Sn (均为有限集 ) ;

(3 ) 局势 : s= ( s1 , ⋯ , sn )∈ S1 ×⋯× Sn ;

(4 ) 每个局中人 i 的赢得函数记为 H i ( s) , 一般说来 , ∑
n

i = 1

H i ( s) ≠ 0。一个非合作 n人

对策一般用符号 G = { I , { Si } , { Hi }} 表示。

为讨论非合作 n人对策的平衡局势 , 引入记号

s‖ s0i = ( s1 , ⋯ , si - 1 , s0
i , si + 1 , ⋯ , sn ) ( 14 -60)

它的含义是 :在局势 s = ( s1 ,⋯ , sn ) 中 ,局中人 i 将自己的策略由 si 换成 s
0
i , 其他局中人的

策略不变而得到的一个新局势。如果存在一个局势 s, 使得对任意 s0
i ∈ si ,有

H i ( s)≥ H i ( s‖ s
0
i )

则称局势 s 对局中人 i 有利 , 也就是说 ,若局势 s对局中人 i 有利 , 则不论局中人 i 将自己

的策略如何置换 , 都不会得到比在局势 s 下更多的赢得。显然 , 在非合作的条件下 ,每个

局中人都力图选择对自己最有利的局势。

定义 8  如果局势 s对所有的局中人都有利 , 即对任意 i∈ I , s
0
i ∈ Si , 有
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H i ( s)≥ H i ( s‖ s
0
i ) ( 14 -61)

则称 s 为非合作对策 G 的一个平衡局势 (或平衡点 )。

当 G为二人零和对策时 , 上述定义等价为 : (αi
* ,βj

* )为平衡局势的充要条件是 :对任

意 i , j ,有

ai j * ≤ ai * j * ≤ ai * j ( 14 -62)

此与前关于矩阵对策平衡局势的定义是一致的。

由矩阵对策的结果可知 , 非合作 n 人对策在纯策略意义下的平衡局势不一定存在。

因此 ,需要考虑局中人的混合策略。对每个局中人的策略集 Si , 令 S
*
i 为定义在 S i 上的

混合策略集 ( 即 Si 上所有概率分布的集合 ) , x
i
表示局中人 i 的一个混合策略 , x = ( x

1
,

⋯ , xn )为一个混合局势

x‖ z
i

= ( x
1

,⋯ , x
i - 1

, z
i
, x

i + 1
,⋯ , x

n
)

表示局中人 i 在局势 x 下 , 将自己的策略由 x
i
置换成 z

i
而得到的一个新的混合局势。以

下 ,记 Ei ( x) 为局中人 i 在混合局势 x 下的赢得期望值 ,则有以下关于非合作 n 人对策解

的定义。

定义 9  若对任意 i∈ I, zi∈ S*
i ,有

E i ( x‖ z
i
) ≤ Ei ( x )

则称 x 为非合作 n 人对策 G 的一个平衡局势 ( 或平衡点 )。

对非合作 n人对策 , 已经得到了一个非常重要的结论———定理 15。

定理 15  (纳什 ( Nash )定理 )  非合作 n 人对策在混合策略意义下的平衡局势一定

存在。

具体到二人有限非零和对策 (亦称为双矩阵对策 ) ,纳什定理的结论可表述为 : 一定存

在 x
*
∈ S

*
1 , y

*
∈ S

*
2 ,使得

x * T A y * ≥ xT A y *  x∈ S *
1 ( 14 -63)

x * T B y * ≥ x * T By *  y∈ S*
2 ( 14 -64)

和矩阵对策所不同的是 ,双矩阵对策以及一般非合作 n 人对策平衡点的计算问题还远没

有解决。但对 2×2 双矩阵对策 , 可得到如下结果 :设双矩阵对策中两局中人的赢得矩阵

分别为

A =
a11  a1 2

a21  a2 2

 B =
b1 1  b1 2

b2 1  b2 2

分别记局中人Ⅰ和Ⅱ的混合策略为 ( x , 1 - x ) 和 ( y , 1 - y ) , 由 ( 14 -63 ) 式和 ( 14 -64 ) 式 , 局

势 ( x , y) 的对策平衡点的充要条件是

E1 ( x , y )≥ E1 (1 , y ) ( 14 -65)

E1 ( x , y )≥ E1 (0 , y ) ( 14 -66)

E2 ( x , y) ≥ E2 ( x , 1 ) ( 14 -67)

E2 ( x , y) ≥ E2 ( x , 0 ) ( 14 -68)

由 (14 -65)式 , ( 14 -66) 式 ,有

Q( 1 - x) y - q( 1 - x)≤0 ( 14 -69)

Q x y - qx≥0 ( 14 -70)

其中 Q = a11 + a22 - a21 - a12 , q = a2 2 - a1 2 ,对 (14 -69 )式 , (14 -70 )式求解 , 得到
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(1 ) 当 Q = 0 , q = 0 时 ,  0≤ x≤1  0≤ y≤1

(2 ) 当 Q = 0 , q > 0 时 ,   x = 0  0≤ y≤1

(3 ) 当 Q = 0 , q < 0 时 ,   x = 1  0≤ y≤1

(4 )当 Q≠0 时 ,记 q/ Q = a,有

x = 0 y≤α

0 < x < 1 y =α

x = 1 y≥α

类似地 ,由 ( 14 -67 )式和 ( 14 -68) 式 ,有

R x (1 - y) - r( 1 - y )≤0 ( 14 -71)

R x y - ry≥0 ( 14 -72)

其中 R = b1 1 + b2 2 - b2 1 - b12 , r = b22 - b21 ,对 ( 14 -71) 式 , ( 14 -72 )式求解 ,得到

(1 ) 当 R = 0 , r = 0 时 ,  0≤ x≤1  0≤ y≤1

(2 ) 当 R = 0 , r > 0 时 ,  0≤ x≤1  y = 0

(3 ) 当 R = 0 , r < 0 时 ,  0≤ x≤1  y = 1

(4 ) 当 R≠0 时 ,记 r/ R =β,有

x≤β y = 0

x =β 0 < y < 1

x≥β y = 1

例 21  求解 2×2 双矩阵对策 ,其中

A =
2 - 1

- 1 1
 B =

1 - 1

- 1 2

解  由上面关于 2×2 双矩阵对策解的讨论 , 可知

Q = 5 > 0  q = 2  α= q/ Q = 2/ 5

R = 5 > 0  r = 3  β= r/ R = 3/ 5

将这些结果代入双矩阵对策解的公式 ,得到

x = 0 y≤2/ 5

0 < x < 1 y = 2/ 5

x = 1 y≥2/ 5

( 14 -73)

x≤3/ 5 y = 0

x = 3/ 5 0 < y < 1

x≥3/ 5 y = 1

( 14 -74)

解不等式 (14 -73)式和 (14 -74 )式 , 得到对策的 3 个平衡点。

( x , y) = (0 , 0 ) ,
3
5

,
2
5

, ( 1 , 1)

不等式组 (14 -73 )的解在图 14 -5 中以粗线表示 , 不等式组 ( 14 -74 ) 的解以虚线表示 ,

粗线与虚线的 3 个交点即为对策的 3 个平衡点。

由

E1 ( x , y) = 5 x y - 2( x + y) + 1 ( 14 -75)

E2 ( x , y) = 5 x y - 3( x + y) + 2 ( 14 -76)
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可得 E1
3
5

,
2
5

= E2
3
5

,
2
5

=
1
5

( 14 -77)

E1 (0 , 0 ) = 1 ,  E1 (1 , 1 ) = 2 ( 14 -78)

E2 (0 , 0 ) = 2 ,  E2 (1 , 1 ) = 1 ( 14 -79)

图  14 -5

不难发现 , 在平衡点 (0 , 0 )和 ( 1 , 1) 处 ,两个局中人的

期望收益都比在平衡点 ( 3/ 5 , 2/ 5) 的期望收益要好。

但由于这是一个非合作对策 , 不允许在选择策略前

进行协商 , 所以两个局中人没有办法保证一定能达

到平衡局势 ( 0 , 0 ) 或 ( 1 , 1 )。因而 , 尽管这个对策有

3 个平衡点 , 但哪一个平衡点作为对策的解都是难

以令人信服的。

对“囚犯的难题”的例题 ( 见本章例 5 ) , 不难得

到两个囚犯的赢得矩阵分别为

A =
- 7 0

- 9 - 1
, B =

- 7 - 9

0 - 1
( 14 -80)

由

Q = 1 > 0  q= - 1  α= q/ Q = - 1

R = 1 > 0  r = - 1  β= r/ R = - 1

不难确定该对策问题的唯一平衡点 ( x , y ) = ( 1 , 1 ) , 即两个人都承认犯罪 , 所得支付为各

判刑 7 年。从赢得矩阵 (14 -80)式来看 , 这个平衡局势显然不是最有利的。如果两人都不

承认犯罪 ,得到的赢得都是 - 1 ,相当于各判刑 1 年 , 这才是最有利的结果。但是 , 在非合

作的条件下 ,这个最有利的结局也是难以达到的。

4. 3  合作对策

由于非合作对策模型在适用性和理论上存在的局限性 , 使人们开始研究合作对策问

题。合作对策的基本特征是参加对策的局中人可以进行充分的合作 ,即可以事先商定好 ,

把各自的策略协调起来 ;可以在对策后对所得到的支付进行重新分配。合作的形式是所

有局中人可以形成若干联盟 ,每个局中人仅参加一个联盟 , 联盟的所得要在联盟的所有成

员中进行重新分配。一般说来 ,合作可以提高联盟的所得 , 因而也可以提高每个联盟成员

的所得。但联盟能否形成以及形成哪种联盟 , 或者说一个局中人是否参加联盟以及参加

哪个联盟 ,不仅取决于对策的规则 , 更取决于联盟获得的所得如何在成员间进行合理的重

新分配。如果分配方案不合理 ,就可能破坏联盟的形成 , 以至于不能形成有效的联盟。因

此 ,在合作对策中 , 每个局中人如何选择自己的策略已经不是要研究的主要问题了 , 应当

强调的是如何形成联盟 ,以及联盟的所得如何被合理分配 ( 即如何维持联盟 )。

合作对策研究问题重点的转变 ,使得合作对策的模型、解的概念都和非合作对策问题

有很大的不同。具体来说 , 构成合作对策的两个基本要素是 : 局中人集合 I 和特征函数

v ( S) ,其中 I = {1 , 2 ,⋯ , n} , S 为 I 的任一子集 , 也就是任何一个可能形成的联盟 , v( S) 表

示联盟 S 在对策中的所得。合作对策的可行解是一个满足下列条件的 n 维向量 x = ( x1 ,

x2 ,⋯ , xn ) :
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xi≥ v( { i} )  i = 1 ,⋯ , n ( 14 -81)

∑
n

i = 1

xi = v( I) ( 14 -82)

将满足 (14 -81)式和 (14 -82 )式的向量 x 称为一个分配。合作对策研究的核心问题就是 :

如何定义“最优的”分配 ? 是否存在“最优的”分配 ? 怎样去求解“最优的”分配 ? 鉴于对合

作对策的系统阐述需要较多的数学知识和学时 ,超出了本书的基本要求 , 故不再作详细介

绍 ,下面通过一个例子来说明合作对策的意义。

例 22  (产品定价问题 )  设有两家厂商 (厂商 1 , 厂商 2 )为同一市场生产同样产品 ,

可选择的竞争策略是价格 ,目的是赚得最多的利润。已知两个厂商的需求函数为

Q1 = 12 - 2 P1 + P2 ( 14 -83)

Q2 = 12 - 2 P2 + P1 ( 14 -84)

其中 P1 , P2 分别为两个厂商的价格 , Q1 , Q2 分别为市场对两个厂商产品的需求量 (实际

销售量 ) ; 又知 ,两家厂商的固定成本均为 20 元。于是 ,厂商 1 的利润函数为

π1 = P1 Q1 - 20 = 12 P1 - 2 P
2
1 + P1 P2 - 20 ( 14 -85)

为求厂商 1 利润最大化时的价格 ,令

dπ1

d P1
= 12 - 4 P1 + P2 = 0 ( 14 -86)

得到

P1 = 3 +
1
4

P2 ( 14 -87)

(14 -87 )式称为厂商 1 对厂商 2 的价格的反应函数 ; 同理 , 可得到厂商 2 对厂商 1 的价格

的反应函数为

P2 = 3 +
1
4

P1 ( 14 -88)

由图 14 -6 可以看出 , 如果两个厂商互不合作 ,各自从自身利润最大化出发 , 最稳妥的策略

显然是都选择“定价 4 元”,也就是实现纳什均衡 , 各自可以得到 12 元的利润。但我们发

现 ,如果两个厂商合作起来 , 都选择“定价 6 元”,则双方都可以赚得 16 元的利润 , 显然比

不合作时要好。因此 ,两个厂商可以结成一个“价格联盟”, 统一把价格定在 6 元 , 形成一

个合作均衡 ,争取一个双赢的结果。

图 14 -6  产品定价问题中的纳什均衡和合作均衡
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图  14 -7  

  但如果厂商 1 遵守价格联盟达成的合作协

议 , 把价格定在 6 元 ,而厂商 2 却违反合作协议 ,

将价格定在 4 元 ( 即厂商 1 合作 , 而厂商 2 不合

作 ) ,则厂商 1 的利润只有 4 元 , 而厂商 2 的利润

却可以达到 20 元 ,如图 14 -7 所示。

这就给两个厂商带来了一个定价难题 :到底采取哪个价格 ? 一方面 ,“合作”的前景很

诱人 ,但各厂商都担心 , 如果竞争对手不合作怎么办 ? 而现实当中 , 一些厂商的确存在为

了自身利益而违背市场竞争规则、与竞争对手进行削价竞争的冲动。不难看出 , 定价问题

实际上正是“囚犯难题”在微观经济学中的一个实例。目前 ,“囚犯难题”的模型已被应用

于经济学、社会学、心理学、伦理学、政治学等众多领域 , 充分说明由此模型而引出的合作

对策模型具有十分广泛的适应性和应用背景。

习   题

14. 1  甲、乙两个儿童玩游戏 , 双方可分别出拳头 (代表石头 ) 、手掌 ( 代表布 )、两个手

指 (代表剪刀 ) ,规则是 : 剪刀赢布 ,布赢石头 , 石头赢剪刀 , 赢者得一分。若双方所出相同

算和局 ,均不得分。试列出儿童甲的赢得矩阵。

14. 2  “二指莫拉问题”。甲、乙二人游戏 , 每人出一个或两个手指 , 同时又把猜测对

方所出的指数叫出来。如果只有一个人猜测正确 , 则他所赢得的数目为二人所出指数之

和 ,否则重新开始 , 写出该对策中各局中人的策略集合及甲的赢得矩阵 , 并回答局中人是

否存在某种出法比其他出法更为有利。

14. 3  求解下列矩阵对策 ,其中赢得矩阵 A 分别为

(1 )

- 2 12 - 4

1 4 8

- 5 2 3

     ( 2)

2 2 1

3 4 4

2 1 6

(3 )

2 7 2 1

2 2 3 4

3 5 4 4

2 3 1 6

( 4)

9 3 1 8 0

6 5 4 6 7

2 4 3 3 8

5 6 2 2 1

3 2 3 5 4

14. 4  证明本章 2. 1 节中的性质 1 和性质 2。

14. 5  甲、乙两个企业生产同一种电子产品 , 两个企业都想通过改革管理获取更多的

市场销售份额。

甲企业的策略措施有 :① 降低产品价格 ; ② 提高产品质量 ,延长保修年限 ; ③ 推出新

产品。

乙企业考虑的措施有 :① 增加广告费用 ; ② 增设维修网点 ,扩大维修服务 ; ③ 改进产

品性能。

假定市场份额一定 ,由于各自采取的策略措施不同 , 通过预测 , 今后两个企业的市场

占有份额变动情况如表 14 -5 所示 ( 正值为甲企业增加的市场占有份额 , 负值为减少的市
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场占有份额 )。试通过对策分析 , 确定两个企业各自的最优策略。

表  14 -5

甲企业策略
乙企业策略

1 À2 �3 "

1 Ù10 ×- 1 43 "

2 Ù12 ×10 4- 5 "

3 Ù6 ×8 45 "

14. 6  证明本章中的定理 2。

14. 7  证明本章中的定理 4。

14. 8  证明本章中的定理 7、定理 8 和定理 9。

14. 9  设 G 为 2 × 2 对策 , 且不 存在鞍点。证明若 x * = ( x *
1 , x *

2 ) T 和 y * =

( y *
1 , y *

2 ) T 是 G 的解 ,则

x *
i > 0  i = 1 , 2

y
*
j > 0  j = 1 , 2

14. 10
*

 证明 :矩阵对策

A =
a11  a12

a21  a22

的鞍点不存在的充要条件是有一条对角线的每一个元素均大于另一对角线上的每一

元素。

14. 11
*

 推导 2×2 对策的求解公式 ( 14 -25) 式～ ( 14 -29 ) 式 , 并由习题 14. 10 的结

果证明习题 14. 9。

14. 12  设 m×m 对策的矩阵为

A =

a11 a12 ⋯ a1 m

a21 a22 ⋯ a2 m

… … …

am1 am2 ⋯ am m

其中当 i≠ j 时 , ai j = 1 , 当 i = j 时 , aii = - 1 ,证明此对策的最优策略为

x * = y * = ( 1/ m , 1/ m ,⋯ , 1/ m) T

VG =
m - 2

m

14. 13  利用优超原则求解下列矩阵对策

(1 ) A =

1 0 3 4

- 1 4 0 1

2 2 2 3

0 4 1 1

      ( 2) A =

3 4 0 3 0

5 0 2 5 9

7 3 9 5 9

4 6 8 7 6

6 0 8 8 3
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  14. 14  利用图解法求解下列矩阵对策 , 其中 A 为

(1 )

2 4

2 3

3 2

- 2 6

( 2)

5 7 - 6

- 6 0 4

7 8 5

(3 )
4 2 3 - 1

- 4 0 - 2 - 2
( 4)

1 3 11

8 5 2

14. 15  已知矩阵对策

A =

4 0 0

0 0 8

0 6 0

的解为 x * = ( 6/ 13 , 3/ 13 , 4/ 13 ) T , y * = ( 6/ 13 , 4/ 13 , 3/ 13) T , 对策值为 24/ 13。求下列矩

阵对策的解 ,其赢得矩阵 A 分别为

(1 )

6 2 2

2 2 10

2 8 2

   ( 2)

- 2 - 2 2

6 - 2 - 2

- 2 4 - 2

   ( 3)

32 20 20

20 20 44

20 38 20

14. 16  用线性规划方法求解下列矩阵对策 , 其中 A 为

(1 )

8 2 4

2 6 6

6 4 4

( 2)

2 0 2

0 3 1

1 2 1
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    十、决  策  论     

决策是人们在政治、经济、技术以及日常生活中普遍遇到的一种选择方案的行为。其

困难是如何从多种方案中作出正确的选择 , 以便获得好的结果或达到预期的目标。管理

国家、企业时刻都遇到大大小小的决策问题。诺贝尔奖金获得者西蒙 ( A .Simon ) 有一句

名言 :“管理就是决策。”就是说管理的核心是决策。决策的失误是最大的失误。将会造成

巨大的损失 (政治的、经济的⋯⋯ )。人们必须冥思苦想地学会正确的决策。决策是由直

观经验决策发展到科学民主的决策。将现代科学技术和现代文明的成就应用于研究决

策 ,称为决策科学。决策科学是在研究决策活动基本规律的基础上 , 总结出一套进行决策

必须遵循的原则、规则、程序、方法和技术。

研究决策的问题包括 :决策的基本原理、决策的程序、决策的信息、决策的方法 (定量

与定性的方法 )、决策的风险、决策中的人因素、决策的思维方式、决策的组织、决策的实施

等。决策科学包括的内容十分广泛 :涉及社会学、决策心理学、决策行为学、决策的量化方

法和评价、决策支持系统和决策自动化等多学科和多领域的综合应用。

近十年来 ,决策科学的研究发展很快 , 在单人单目标决策、单人多目标决策方面 , 特别

是群决策方面 (群决策或群体决策是指参与决策的人数多于一人的决策行为 ) ,引起理论

工作者与实践工作者的广泛关注。

这里仅从运筹学中的定量分析方法的角度向读者作入门的介绍。

第 15 章  单目标决策

第 1 节  决策的分类

  从不同的角度出发可得不同的决策分类。

1. 按性质的重要性分类

可将决策分为战略决策、策略决策和执行决策 , 或叫战略计划、管理控制和运行控制。

战略决策是涉及某组织发展和生存有关的全局性、长远问题的决策 , 如厂址的选择、

新产品开发方向、新市场的开发、原料供应地的选择等。

策略决策是为完成战略决策所规定的目的而进行的决策 , 如对一个企业产品规格的

选择、工艺方案和设备的选择、厂区和车间内工艺路线的布置等。

执行决策是根据策略决策的要求对执行行为方案的选择 , 如生产中产品合格标准的

选择、日常生产调度的决策等。
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2. 按决策的结构分类

分为程序决策和非程序决策。

程序决策是一种有章可循的决策 ,一般是可重复的。

非程序决策一般是无章可循的决策 , 只能凭经验直觉作出应变的决策 , 一般是一次

性的。

由于决策的结构不同 ,解决问题的方式也不同 , 现归纳于表 15 -1。

表  15 -1

解决问题的方式 程 序 决 策 非程序决策

传统方式 习惯 , 标准规程 直观判断 ,创造性观察 ,选拔人才

现代方式 运筹学 ,管理信息系统 培训决策者 ,人工智能 ,专家系统

3. 按定量和定性分类

分为定量决策和定性决策 ,描述决策对象的指标都可以量化时可用定量决策 , 否则只

能用定性决策。总的发展趋势是尽可能地把决策问题量化。

4. 按决策环境分类

可将决策问题分为确定型的、风险型的和不确定型的三种。确定型的决策是指决策

环境是完全确定的 ,作出的选择的结果也是确定的。风险型决策是指决策的环境不是完

全确定的 ,而其发生的概率是已知的。不确定型决策是指决策者对将发生结果的概率一

无所知 ,只能凭决策者的主观倾向进行决策。

5. 按决策过程的连续性分类

可分为单项决策和序贯决策。单项决策是指整个决策过程只作一次决策就得到结

果 ,序贯决策是指整个决策过程由一系列决策组成 , 一般讲管理活动是由一系列决策组成

的 ,但在这一系列决策中往往有几个关键环节要作决策 , 可以把这些关键的决策分别看作

单项决策。

第 2 节  决 策 过 程

构造人们决策行为的模型主要有两种方法 :一种是面向决策结果的方法 ; 另一种是面

向决策过程的方法。

面向决策结果的方法认为 :若决策者能正确地预见到决策结果 , 其核心是决策的结果

和正确的预测。通常的单目标和多目标决策是属这类型的。

面向决策过程的方法认为 :若决策者了解了决策过程 , 掌握了过程和能控制过程 , 他

就能正确地预见决策的结果。对于面向决策结果的方法的程序比较简单 ,见图 15 -1。
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图  15 -1

  由图 15 -1 可知 , 任何决策都有一个过程和程序 , 绝非决策者灵机一动拍板就行。面

向决策过程的方法一般包括预决策→决策→决策后三个互相依赖的阶段。

预决策阶段是指当要决策的问题摆在决策者面前时 , 决策者能立即想到各种可能方

案 ,并意识到没有理想方案时 , 就会产生矛盾。他开始企图寻找减少矛盾的方案 , 沿着这

企图扩大线索时 ,就需要收集信息。收集信息时开始时比较客观 , 无倾向性 , 以后逐渐变

得主观和有倾向了。当预决策进行得较顺利 ,可以进行局部决策。

决策阶段可分为分部决策和最终决策两个阶段。分部决策包括对决策处境作方向性

的调整 ,如排除劣解 , 重新考虑已放弃的方案 , 增加和去掉一些评价准则。在合并一些方

案后 ,减少了变量数和方案数 , 决策者按主观倾向重新估价各方案 , 并保留倾向的少数方

案 ,以便进行最终决策。

决策后阶段 ,当进行了最终决策 , 这时主要考虑的问题是决策后看法不一致。这时决

策者倾向于解释和强调已选方案的优点 ,并寻找更多的信息来证明已选方案的优点和正

确性。应克服愿听取相同意见、不愿听取不同意见的现象。决策后阶段要对决策实施进

行了解 ,这是十分重要的 , 决策实施是决策的继续 ,决策后阶段往往也是下次决策的预决

策阶段。

任何决策问题都有以下要素构成决策模型 :

(1 ) 决策者 , 他的任务是进行决策。决策者可以是个人、委员会或某个组织。一般指

领导者或领导集体。

(2 ) 可供选择的方案 ( 替代方案 )、行动或策略。参谋人员的任务是为决策者提供各

种可行方案。这里包括了解研究对象的属性 ,确定目的和目标。

属性是指研究对象的特性 ,它们是客观存在的 , 是可以客观量度的 , 并由决策者主观

选定的 ,如选拔飞行员时 , 按身高、年龄、健康状况等数值来表明其属性。

目的是表明选择属性的方向 ,如要优秀还是良好 , 反映了决策者的要求和愿望。

目标是给出了参数值的目的 ,如目的是选择一种省油的汽车时 , 那么以每公升能行驶

60 公里为目标。

(3 ) 准则是衡量选择方案 , 包括目的、目标、属性、正确性的标准 , 在决策时有单一准

则和多准则。

(4 ) 事件是指不为决策者所控制的客观存在的将发生的状态。

(5 ) 每一事件的发生将会产生某种结果 , 如获得收益或损失。

(6 ) 决策者的价值观 , 如决策者对货币额或不同风险程度的主观价值观念。

确定型的决策是指不包含有随机因素的决策问题 , 每个决策都会得到一个唯一的事

先可知的结果。从决策论的观点来看 , 前几章讨论的规划论等都是确定型的决策问题。

本章讨论的决策问题都是具有不确定因素和有风险的决策。
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第 3 节  不确定型的决策

所谓不确定型的决策是指决策者对环境情况一无所知。这时决策者是根据自己的主

观倾向进行决策 ,由决策者的主观态度不同基本可分为四种准则 : 悲观主义准则、乐观主

义准则、等可能性准则、最小机会准则。以下用例子分别说明之。

例 1  设某工厂是按批生产某产品并按批销售 , 每件产品的成本为 30 元 , 批发价格

为每件 35 元。若每月生产的产品当月销售不完 , 则每件损失 1 元。工厂每投产一批是

10 件 , 最大月生产能力是 40 件 , 决策者可选择的生产方案为 0、10、20、30、40 五种。假设

决策者对其产品的需求情况一无所知 ,试问这时决策者应如何决策 ?

这个问题可用决策矩阵来描述。决策者可选的行动方案有五种 ,这是他的策略集合 ,

记作{ Si } , i = 1 , 2 , ⋯ , 5。经分析他可断定将发生五种销售情况 : 即销量为 0 , 10 , 20 , 30 ,

40 ,但不知它们发生的概率。这就是事件集合 , 记作{ E j } , j = 1 , 2 , ⋯ , 5。每个“策略—事

件”对都可以计算出相应的收益值或损失值。如当选择月产量为 20 件时 , 而销出量为 10

件 ,这时收益额为

10× ( 35 - 30 ) - 1× (20 - 10) = 40 (元 )

可以一一计算出各“策略—事件”对应的收益值或损失值 ,记作 ai j 。将这些数据汇总在矩

阵中 ,见表 15 -2。

表  15 -2

 E
j

 S
i

事  件

0 {10 �20 ¨30 340 –

0 ð0 {0 �0 ‘0 �0 •

策 10 ð- 10 {50 �50 ‘50 �50 •

20 ð- 20 {40 �100 ‘100 �100 •

略 30 ð- 30 {30 �90 ‘150 �150 •

40 ð- 40 {20 �80 ‘140 �200 •

这就是决策矩阵。根据决策矩阵中元素所示的含义不同 , 可称为收益矩阵、损失矩

阵、风险矩阵、后悔值矩阵等。

下面讨论决策者是如何应用决策准则进行决策的。

3. 1  悲观主义 (max min)决策准则

悲观主义决策准则亦称保守主义决策准则。当决策者面临着各事件的发生概率不清

时 ,决策者考虑可能由于决策错误而造成重大经济损失。由于自己的经济实力比较脆弱 ,

他在处理问题时就较谨慎。他分析各种最坏的可能结果 ,从中选择最好者 , 以它对应的策

略为决策策略 ,用符号表示为 max min 决策准则。在收益矩阵中先从各策略所对应的可

能发生的“策略—事件”对的结果中选出最小值 , 将它们列于表的最右列。再从此列的数

值中选出最大者 ,以它对应的策略为决策者应选的决策策略。计算见表 15 -3。
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表  15 -3

 E j

 S i

事  件

0 Ø10 ï20 î30 î40 í
min

0 Ù 0 �0 ï0 î0 î0 í0←max

策 10 Ù- 10 �50 ï50 î50 î50 í- 10 ~

20 Ù- 20 �40 ï100 �100 �100 �- 20 ~

略 30 Ù- 30 �30 ï90 î150 �150 �- 30 ~

40 Ù- 40 �20 ï80 î140 �200 �- 40 ~

根据 max min 决策准则有

max ( 0 , - 10 , - 20 , - 30 , - 40) = 0

它对应的策略为 S1 ,即为决策者应选的策略。在这里是“什么也不生产”, 这结论似乎荒

谬 ,但在实际中表示先看一看 , 以后再作决定。上述计算用公式表示为

S*
k →max min ( ai j )

3. 2  乐观主义 (max max)决策准则

持乐观主义 ( max max)决策准则的决策者对待风险的态度与悲观主义者不同 , 当他

面临情况不明的策略问题时 ,他绝不放弃任何一个可获得最好结果的机会 , 以争取好中之

好的乐观态度来选择他的决策策略。决策者在分析收益矩阵各策略的“策略—事件”对的

结果中选出最大者 ,记在表的最右列。再从该列数值中选择最大者 , 以它对应的策略为决

策策略 ,见表 15 -4。

表  15 -4

 E
j

 S
i

事  件

0 Á10 ©20 z30 K40 �
max

0 Â0 Á0 ’0 c0 40 �0 Å

策 10 Â- 10 Á50 ’50 c50 450 �50 Å

20 Â- 20 Á40 ’100 c100 4100 �100 Å

略 30 Â- 30 Á30 ’90 c150 4150 �150 Å

40 Â- 40 Á20 ’80 c140 4200 �  200←max

根据 max max 决策准则有

max (0 , 50 , 100 , 150 , 200) = 200

它对应的策略为 S5 。用公式表示为

S
*
k →max

i
max

j
( ai j )

3. 3  等可能性 (Laplace)准则

等可能性 ( Laplace)准则是 19 世纪数学家 Laplace 提出的。他认为 : 当一个人面临着

某事件集合 ,在没有什么确切理由来说明这一事件比那一事件有更多发生机会时 , 只能认
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为各事件发生的机会是均等的。即每一事件发生的概率都是 1/ 事件数。决策者计算各

策略的收益期望值 ,然后在所有这些期望值中选择最大者 , 以它对应的策略为决策策略 ,

见表 15 -5。然后按下式决定决策策略。

S*
k →max

i
{ E( Si ) }

表  15 -5

 E j

 S i

事  件

0 Á10 ©20 z30 K40 �
E( Si ) = ∑

j

pai j

0 Â0 Á0 ’0 c0 40 �0 Å

策 10 Â- 10 Á50 ’50 c50 450 �38 Å

20 Â- 20 Á40 ’100 c100 4100 �64 Å

略 30 Â- 30 Á30 ’90 c150 4150 �78 Å

40 Â- 40 Á20 ’80 c140 4200 �   80←max

在本例中 P =
1
5

, 期望值

E( si ) = ∑
j

p ai j

max{ E( Si ) } = max{0 ,38 , 64 ,78 , 80} = 80

它对应的策略 S5 为决策策略。

3. 4  最小机会损失准则

最小机会损失决策准则亦称最小遗憾值决策准则或 Savage 决策准则。首先将收益

矩阵中各元素变换为每一“策略—事件”对的机会损失值 (遗憾值 , 后悔值 )。其含义是 : 当

某一事件发生后 ,由于决策者没有选用收益最大的策略 , 而形成的损失值。若发生 k 事

件 ,各策略的收益为 aik , i = 1 , 2 , ⋯ , 5 ,其中最大者为

ai k = max
i

( ai k )

这时各策略的机会损失值为

a′i k = {max
i

( ai k ) - ai k } , i = 1 ,⋯ , 5

计算结果见表 15 -6

表  15 -6

 E
j

 S
i

事  件

0 Á10 ©20 z30 K40 �
max

0 Â0 Á50 ©100 ‘150 b200 3200 ó

策 10 Â- 10 Á0 ©50 ‘100 b150 3150 ó

20 Â- 20 Á10 ©0 ‘50 b100 3100 ó

略 30 Â- 30 Á20 ©10 ‘0 b50 350 ó

40 Â- 40 Á30 ©20 ‘10 b0 3  30←min
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  从所有最大机会损失值中选取最小者 ,它对应的策略为决策策略。用公式表示为 :

S*
k →min

i
max

j
a′i j

本例的决策策略为

min (200 , 150 , 100 , 50 , 30 ) = 30→ S5

在分析产品废品率时 ,应用本决策准则就比较方便。

3. 5  折中主义准则

当用 min max 决策准则或 max max 决策准则来处理问题时 , 有的决策者认为这样

太极端了。于是提出把这两种决策准则给予综合 ,令 a为乐观系数 , 且 0≤ a≤1。并用以

下关系式表示

H i = aai
max

+ (1 - a) ai
min

ai
max

, ai
min

分别表示第 i 个策略可能得到的最大收益值与最小收益值。设 a = 1/ 3 , 将计算

得的 H i 值记在表 15 -7 的右端。

然后选择 S
*

k →max
i

{ H i }

本例的决策策略为

max (0 , 10 , 20 , 30 , 40 ) = 40→ S5

表  15 -7

 E
j

 S
i

事  件

0 Á10 20 30 40
H i

0 Â0 Á0 ’0 c0 40 �0 Ü

策 10 Â- 10 Á50 ’50 c50 450 �10 Ü

20 Â- 20 Á40 ’100 c100 4100 �20 Ü

略 30 Â- 30 Á30 ’90 c150 4150 �30 Ü

40 Â- 40 Á20 ’80 c140 4200 �  40←max

在不确定性决策中是因人因地因时选择决策准则的 , 但在实际中当决策者面临不确

定性决策问题时 ,他首先是获取有关各事件发生的信息 , 使不确定性决策问题转化为风险

决策 ,风险决策将是讨论的重点。

第 4 节  风 险 决 策

风险决策是指决策者对客观情况不甚了解 , 但对将发生各事件的概率是已知的。决

策者往往通过调查 ,根据过去的经验或主观估计等途径获得这些概率。在风险决策中一

般采用期望值作为决策准则 ,常用的有最大期望收益决策准则和最小机会损失决策准则。

4. 1  最大期望收益决策准则 (expected monetary value, EMV)

决策矩阵的各元素代表“策略—事件”对的收益值 ,各事件发生的概率为 pj 先计算各
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策略的期望收益值 :

∑
j

p
J

ai j ,   i = 1 , 2 ,⋯ , n

然后从这些期望收益值中选取最大者 ,它对应的策略为决策应选策略。即

max
i ∑

j

p
j
ai j → S

*
k

以例 1 的数据进行计算 ,见表 15 -8

表  15 -8

 Ej

 p j

 Si

事  件

0 Á10 20  30  40  

 0 Â·. 1  0 “̂. 2  0 dY. 4  0 5*. 2  0 �û. 1

EMV

0 Â0 Á0 ’0 c0 40 �0 Å

策 10 Â- 10 Á50 ’50 c50 450 �44 Å

20 Â- 20 Á40 ’100 c100 4100 �76 Å

略 30 Â- 30 Á30 ’90 c150 4150 �   84←max

40 Â- 40 Á20 ’80 c140 4200 �80 Å

这时

max (0 , 44 , 76 , 84 , 80 ) = 84→ S4

即选择策略 S4 = 30

EMV 决策准则适用于一次决策多次重复进行生产的情况 , 所以它是平均意义下的

最大收益。

4. 2  最小机会损失决策准则 (expected opportunity loss,EOL)

矩阵的各元素代表“策略—事件”对的机会损失值 , 各事件发生的概率为 pj , 先计算

各策略的期望损失值。

∑
j

p j a′i j ,   i = 1 , 2 , ⋯ , n

然后从这些期望损失值中选取最小者 ,它对应的策略应是决策者所选策略。即

min
i

( ∑
j

p j a′i j ) → S
*
k

表上运算与上述相似。

4. 3  EMV 与 EOL 决策准则的关系

从本质上讲 EMV 与 EOL 决策准则是一样的。

设 ai j 为决策矩阵的收益值。因为当发生的事件的所需量等于所选策略的生产量时 ,

收益值最大 ,即在收益矩阵的对角线上的值都是其所在列中的最大者。于是机会损失矩

阵可通过以下求得 ,见表 15 -9。
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  表  15 -9

 Ej

 pj Si

E1 ñE2 “⋯ En

p1 îp2 •⋯ pn

S1 La11 - a11 a22 - a12 ann - a1n

S2 La11 - a21 a22 - a22 ann - a2n

… … … ⋯ …

Sn a11 - an1 a22 - an2 an n - ann

第 i 策略的机会损失 :

EOL i = p1 ( a11 - a1 i ) + p2 ( a2 2 - a2 i ) + ⋯ + pn ( an n - an i )

= p1 a11 + p2 a2 2 + ⋯ + pn an n - ( p1 a1 i + p2 a2 i + ⋯ + pn an i )

= K - ( p1 a1 i + p2 a2 i + ⋯ + pn an i )

= K - EMV i

故当 EMV 为最大时 , EOL 便为最小。所以在决策时用这两个决策准则所得结果是

相同的。

4. 4  全情报的价值 (EVPI)

当决策者耗费了一定经费进行调研 ,获得了各事件发生概率的信息 , 应采用“随机应

变”的战术。这时所得的期望收益称为全情报的期望收益记作 EP PL。这收益应当大于

至少等于最大期望收益 ,即 EP PL≥EMV
*
。则

EP PL - EMV
*

= EVPI

称为对全情报的价值。这就是说明获取情报的费用不能超过 EV PI 值 , 否则就没有增加

收入。

实际应用时考虑费用构成很复杂 ,这里仅说明全情报价值的概念和其意义。

4. 5  主观概率

风险决策时决策者要估计各事件出现的概率 , 而许多决策问题的概率不能通过随机

试验去确定 ,根本无法进行重复试验。如估计某企业倒闭的可能性 , 只能由决策者根据他

对这事件的了解去确定。这样确定的概率反映了决策者对事件出现的信念程度 , 称为主

观概率。客观概率论者认为概率如同重量、容积、硬度等一样 , 是研究对象的物理属性。

而主观概率论者则认为概率是人们对现象的知识的现状的测度 ,而不是现象本身的测度 ,

因此不是研究对象的物理属性。主观概率论者不是主观臆造事件发生的概率 , 而是依赖

于对事件作周密的观察 , 去获得事前信息。事前信息愈丰富 , 则确定的主观概率就愈准

确。主观概率论者并不否认实践是第一性的观点。所以主观概率是进行决策的依据。确

定主观概率时 ,一般采用专家估计法。

1. 直接估计法

直接估计法是要求参加估计者直接给出概率的估计方法。

例如推荐三名大学生考研究生时 ,请五位任课教师估计他们谁得第一的概率。若各
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任课教师作出如下的估计 ,见表 15 -10。由表 15 -10 的末行得到学生 1 的概率是 0. 47 ,他

是最高者。

表  15 -10

教师代号 权  数 学 生 1 T学 生 2 <学 生 3 $∑

1 �0 Â·. 6 0 ªŸ. 6 0 ’‡. 6 0 zo. 1

2 �0 Â·. 7 0 ªŸ. 4 0 ’‡. 5 0 zo. 1

3 �0 Â·. 9 0 ªŸ. 5 0 ’‡. 3 0 zo. 2

4 �0 Â·. 7 0 ªŸ. 6 0 ’‡. 3 0 zo. 1

5 �0 Â·. 8 0 ªŸ. 2 0 ’‡. 5 0 zo. 3

归一化后

1 “̂. 67

0 ˆ. 47

1 {p. 31

0 p. 37

0 cX. 55

0 X. 16

3 —Œ. 53

1  

2. 间接估计法

参加估计者通过排队或相互比较等间接途径给出概率的估计方法。

例如估计五个球队 ( Ai , i = 1 ,⋯ , 5 )比赛谁得第一的问题 ,请十名专家作出估计 ,每位

都给出一个优胜顺序的排列名单 ,排队名单汇总在表 15 -11。

表  15 -11

名次专家号
qj 评定者

1 Ø2 Ø3 ×4 ×5 Ö权数 wi

1 6A2 óA5 óA1 òA3 òA4 ñ0 �. 7

2 6A3 óA1 óA5 òA4 òA2 ñ0 �. 8

3 6A5 óA3 óA2 òA1 òA4 ñ0 �. 6

4 6A1 óA2 óA5 òA4 òA3 ñ0 �. 7

5 6A5 óA2 óA1 òA3 òA4 ñ0 �. 9

6 6A2 óA5 óA3 òA1 òA4 ñ0 �. 8

7 6A5 óA1 óA3 òA2 òA4 ñ0 �. 7

8 6A5 óA2 óA4 òA1 òA3 ñ0 �. 9

9 6A2 óA1 óA5 òA4 òA3 ñ0 �. 7

10 MA5 óA2 óA3 òA1 òA4 ñ0 �. 8

分别从表 15 -11 查得每队被排的名次的次数 ,如 A1 所处各名次的意见为 :

qj 次数 nj 评定权数 wi

1 ¢1 ¾w4 = 0 �ú. 7

2 ¢3 ¾w2 = 0 �ú. 8 , w7 = 0 ¼. 7 , w9 = 0 ~. 7

3 ¢2 ¾w1 = 0 �ú. 7 , w5 = 0 ¼. 9

4 ¢4 ¾w10 = 0 &�. 8 , w3 = 0 Û. 6 , w6 = 0 •. 8 , w8 = 0 _. 9

5 ¢0 ¾
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然后计算加权平均数

w( A1 ) =
1× w4 + 2 ( w2 + w7 + w9 ) + 3 ( w1 + w5 ) + 4 ( w3 + w6 + w8 + w1 0 )

∑ wi

= 3

采用同样方法得到

w( A2 ) = 2. 26; w( A3 ) = 3. 43; w( A4 ) = 4. 56; w( A5 ) = 1. 78

这就可以按此加权平均数给出各队的估计名次 ,即

A5 > A2 > A1 > A3 > A4

下面再将各队的估计名次转换成概率 ,这时需假设各队按估计名次出现的概率是等

可能的。 ( A5 →1)表示 A5 的估计名次为 1 , 其余类推。那么

( A5 →1) ∶ ( A2 →2 )∶ ( A1 →3) ∶ ( A3 →4)∶ ( A4 →5 ) = 1∶1∶1∶1∶1

因所有事件发生的概率和为 1 ,即

∑
j

p j = 1

于是各队按估计名次出现的主观概率为

P( A5 →1 ) = 1/ 5 ;  P( A2 →2) = 1/ 5 ;  P( A1 →3 ) = 1/ 5

P( A3 →4 ) = 1/ 5 ;  P( A4 →5) = 1/ 5

当然决策者还可根据了解的情况 ,作其他的假设 , 这样就能得到另外的结果。

4. 6  修正概率的方法———贝叶斯公式的应用

前面曾提到决策者常常碰到的问题是没有掌握充分的信息 , 于是决策者通过调查及

做试验等途径去获得更多的更确切的信息 ,以便掌握各事件发生的概率 , 这可以利用贝叶

斯公式来实现 ,它体现了最大限度的利用现有信息 , 并加以连续观察和重新估计 , 其步

骤为 :

① 先由过去的经验或专家估计获得将发生事件的事前 (先验 ) 概率。

② 根据调查或试验计算得到条件概率 ,利用贝叶斯公式 :

P( Bi | A) =
P( Bi ) P( A | Bi )

∑ P( Bi ) P( A | B i )
  i = 1 , 2 , ⋯ , n

计算出各事件的事后 (后验 ) 概率。

例 2  某钻探大队在某地区进行石油勘探 , 主观估计该地区有油的概率为 P( O) =

0. 5 ; 无油的概率为 P( D) = 0. 5。为了提高钻探的效果 ,先做地震试验。根据积累的资料得

知 :凡有油地区做试验结果亦好的概率为 P ( F | O) = 0. 9 ; 做试验结果不好的概率为

P( U | O) = 0. 1。凡无油地区做试验结果好的概率为 P( F | D) = 0. 2 ; 做试验结果不好的概

率为 P(U | D) = 0. 8。问在该地区做试验后 ,有油与无油的概率各是多少 ?

解  先计算做地震试验好与不好的概率。

做地震试验好的概率

P( F) = P( O) · P( F | O) + P( D)· P( F | D)

= 0. 5×0. 9 + 0. 5×0. 2

= 0. 55
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做地震试验不好的概率

P(U ) = P( O) · P(U | D) + P( D)· P( U | D)

= 0. 5×0. 8 + 0. 5×0. 1 = 0. 45

利用贝叶斯公式计算各事件的事后 (后验 ) 概率。

做地震试验好的条件下有油的概率

P( O| F) =
P( O)· P( F | O)

P( F)
=

0. 45
0. 55

=
9
11

做地震试验好的条件下无油的概率

P( D | F) =
P( D) · P( F | D)

P( F)
=

0. 10
0. 55

=
2

11

做地震试验不好的条件下有油的概率

P( O| U ) =
P( O) · P( U | O)

P( U )
=

0. 05
0. 45

=
1
9

做地震试验不好的条件下无油的概率

P( D | U ) =
P( D)· P( U | D)

P(U )
=

0. 40
0. 45

=
8
9

以上计算可在图 15 -2 上进行。

图  15 -2

例 3  某厂生产电子元件 ,每批的次品率的概率分布见表 15 -12。该厂不进行 100 %

的检验 ,现抽样 20 件 ,次品为 1 件 , 试修订事前概率。

表  15 -12

次品率 p 0 6+. 02 0 Á¶. 05 0 LA. 10 0 ×Ì. 15 0 :/. 20

事前概率 p0 ( p) 0 MB. 4 0 ØÍ. 3 0 LA. 15 0 ×Ì. 10 0 :/. 05

解  为了便于计算 ,将表 15 -12 的数据填入表 15 -13 的 (1 )、(2 )列中。
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  表  15 -13

(1)次品率

p

( 2)事前概率

P0 ( p)

(3)条件概率

P( x = 1 | 20 , p)

(4 )联合概率

P( x = 1∩ p)

(5)事后概率

P ( p | x = 1)

0 ñæ. 02 0 MB. 4 0 MB. 2725 0 {p. 10900 0 •̃. 39030

0 ñæ. 05 0 MB. 3 0 MB. 3774 0 {p. 11319 0 •̃. 40531

0 ñæ. 10 0 6+. 15 0 MB. 2701 0 {p. 04052 0 •̃. 14509

0 ñæ. 15 0 6+. 10 0 MB. 1368 0 {p. 01368 0 •̃. 04899

0 ñæ. 20 0 6+. 05 0 MB. 0577 0 {p. 00288 0 •̃. 01031

合计 1 6+. 00 P( x = 1 ) = 0 YN. 27927 1 £̃. 0000

第 (3 )列的数字表示在次品率为 P 的母体中抽 20 个检验 , 有 1 个次品的概率 , 这概

率可用以下计算得到。因产品抽样检验的次品率是服从二项分布的 ,可得到

P( x | n, p) =
n !

x ! ( n - x ) !
px qn - x

可用 MS .Excel 计算或查表得到

p( x = 1 | 20 ,0. 02) = 0. 2725

p( x = 1 | 20 ,0. 05) = 0. 3774

⋯⋯

第 (4 )列的数字是按 ( 4) = (2 )× ( 3) 求得的。然后求

P( x = 1 ) = ∑ P( x = 1 ∩ pi ) = 0. 27927

事后概率按 (5 ) =
( 4)

0. 27927
求得。

由以上两例可见 ,求修正概率时 , 可用树形图或表格计算。

第 5 节  效用理论在决策中的应用

5. 1  效用及效用曲线

  效用这概念首先是由贝努利 (D. Berneulli ) 提出的 , 他认为人们对其钱财的真实价值

图  15 -3  

的考虑与他的钱财拥有量之间有对数关系。如图 15 -3 所示 , 这

就是贝努利的货币效用函数。经济管理学家将效用作为指标 ,

用它来衡量人们对某些事物的主观价值、态度、偏爱、倾向等。

例如在风险情况下进行决策 , 决策者对风险的态度是不同的。

用效用这指标来量化决策者对待风险的态度 , 可以给每个决策

者测定他的对待风险的态度的效用曲线 ( 函数 )。效用值是一个

相对的指标值 ,一般可规定 : 凡对决策者最爱好、最倾向、最愿意

的事物 (事件 ) 的效用值赋予 1;而最不爱好的⋯⋯赋予 0。也可

以用其他数值范围 , 如 ( 100～0 )。这如同水的冰点可以用 0℃

表示或用 32℉表示 , 但效用无量纲指标。通过效用这指标可将
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某些难于量化有质的差别的事物 (事件 ) 给予量化。如某人面临多种方案的选择工作时 ,

要考虑地点、工作性质、单位福利等等。可将要考虑的因素都折合为效用值。得到各方案

的综合效用值 ,然后选择效用值最大的方案 , 这就是最大效用值决策准则。

在风险情况下 , 只作一次决策时 , 再用最大期望值决策准则 , 就不那么合理了 , 如

表 15 -14是各方案及按最大收益期望值的计算结果。表 15 -14 的三个方案的 EMV 都相

同 ,显然这三个方案并不是等价的。另一方面因 EMV * 给出的是平均意义下的最大 , 当

决策后只实现一次时 ,用 EMV * 决策准则就不恰当了。这时可用最大效用值决策准则来

解决这矛盾。

表  15 -14

 Ej

 pj
 Si

E1 7E2 eE3 “E4 Á

 0 �ü. 35  0 LA. 35   0 ±¦. 15   0 ßÔ. 15 EMV

A 418 ��. 3 418 LA. 3 - 60 ¿- 60 í275 Û

B 650 �- 100 A650 ¿- 100 í275 Û

C 483 �211 LA. 3 480 ¿- 267 í275 Û

5. 2  效用曲线的确定

确定效用曲线的基本方法有两种 ,一种是直接提问法 , 另一种是对比提问法。

1. 直接提问法

直接提问法是向决策者提出一系列问题 , 要求决策者进行主观衡量并作出回答。例

如向某决策者提问 :“今年你企业获利 100 万元 ,你是满意的 , 那么获利多少 , 你会加倍满

意 ?”若这决策者回答 200 万元。这样不断提问与回答 , 可绘制出这决策者的获利效用曲

线。显然这种提问与回答是十分含糊的 ,很难确切 , 所以应用较少。

2. 对比提问法

设决策者面临两种可选方案 A1 , A2 。 A1 表示他可无任何风险地得到一笔金额 x2 ;

A2 表示他可以概率 p 得到一笔金额 x 1 ,或以概率 (1 - p)损失金额 x3 ; 且 x1 > x2 > x3 , 设

U ( x1 ) 表示金额 x1 的效用值 , 若在某条件下 , 这决策者认为 A1 、A2 两方案等价时 , 可表

示为

pU( x1 ) + (1 - p) U( x3 ) = U( x2 ) (15 -1)

确切地讲 ,这决策者认为 x2 的效用值等价于 x1 , x3 的效用期望值。于是可用对比提问法

来测定决策者的风险效用曲线。从式 (15 -1 )可见 ,其中有 x1 、x2 、x3 、p 四个变量 , 若其中

任意三个为已知时 ,向决策者提问第四个变量应取何值 ? 并请决策者作出主观判断第四

个变量应取的值是多少。提问的方式大致有三种 :

(1 ) 每次固定 x1 、x2 、x3 的值 , 改变 p ,问决策者 :“ p 取何值时 , 认为 A1 与 A2 等价”。

(2 ) 每次固定 p, x1 , x3 的值 ,改革 x2 , 问决策者 :“ x2 取何值时 , 认为 A1 与 A2 等价。”

( 3) 每次固定 p、x2 、x3 (或 x1 )的值 ,改变 x3 (或 x1 ) ,问决策者 :“ x3 ( 或 x1 )取何值时 ,
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认为 A1 与 A2 等价”。一般采用改进的 V - M ( Von Neumann-Morgenste rn) 法。即每次

取 p = 0. 5 , 固定 x1 、x3 利用

0. 5U ( x1 ) + 0. 5U ( x3 ) = U ( x2 )

改变 x2 三次 , 提三问 ,确定三点 , 即可绘出这决策者的效用曲线 ,下面用数字说明。

设 x1 = 1000000 , x3 = - 500000

取 U (1000000 ) = 1 , U( - 500000 ) = 0

0. 5U ( x1 ) + 0. 5( x3 ) = U( x2 ) (15 -2)

第一问 :“你认为 x2 取何值时 , 式 ( 15 -2 ) 成立 ?”若回答为“在 x2 = - 250000 时”, 那么

U ( - 250000 ) = 0. 5 , 那 x2 的效用值为 0. 5。在坐标系中给出第一个点 , 见图 15 -3。利用

0. 5U ( x1 ) + 0. 5( x2 ) = U ( x′2 ) (15 -3)

提第二问 ,“你认为 x′2 取何值时 ,式 (15 -3)成立 ?”若回答为“在 x′2 = 75000 时”,那么

U ( 75000) = 0. 5×1 + 0. 5×0. 5 = 0. 75

即 x′2 的效用值为 0. 75 ,在坐标系中给出第二个点。利用

0. 5U ( x2 ) + 0. 5U ( x3 ) = U ( x″2 ) (15 -4)

提第三问 ,“你认为 x″2 取何值时 ,式 (15 -4)成立 ?”若回答为“在 x″2 = - 420 000 时”, 那么

U ( - 420 000) = 0. 5×0. 5 + 0. 5×0 = 0. 25

即 x″2 的效用值为 0. 25 ,在坐标系中给出第三点。这就可以绘制出这决策者对风险的效

用曲线 ,见图 15 -4。

图  15 -4

从以上向决策者提问及回答的情况来看 , 不同的决

策者 会 选 择 不 同 的 x2 、x′2 、x″2 的 值 , 使 式 ( 15 -2 ) ,

式 (15 -3 ) ,式 (15 -4) 成立。这就能得到不同形状的效用

曲线 ,并表示了不同决策者对待风险的不同态度。一般

可分为 :保守型、中间型、冒险型三种。其对应的曲线见

图 15 -5。具有中间型效用曲线的决策者 , 他认为他的收

入金额的增长与效用值的增长成等比关系 ; 具有保守型

效用曲线的决策者 ,他认为他对损失金额愈多愈敏感 , 相

反地对收入的增加比较迟钝 ,即他不愿承受损失的风险 ; 具有冒险型效用曲线的决策者 ,

他认为他对损失金额比较迟钝 , 相反地对收入的增加比较敏感 , 即他可以承受损失的风

险。这是三种典型 ,某一决策者可能兼有三种类型 , 如图 15 -6 所示。

图  15 -5  图  15 -6  

·824·



5. 3  效用曲线的拟合

当用计算机时需用解析式来表示效用曲线 ,并对决策者测得的数据进行拟合 , 常用的

关系式有以下六种。

(1 ) 线性函数    U ( x ) = c1 + a1 ( x - c2 )

(2 ) 指数函数    U ( x ) = c1 + a1 ( 1 - e
a
2

( x - c
2

)
)

(3 ) 双指数函数   U ( x ) = c1 + a1 ( 2 - e
a
2

( x - c
2

)
- e

a
3

( x - c
2

)
)

(4 ) 指数加线性函数 U ( x ) = c1 + a1 ( 1 - ea
2

( x - c
2

) ) + a3 ( x - c2 )

(5 ) 幂函数     U ( x ) = a1 + c1 . a2 [ c1 ( x - a3 ) ] a
4

(6 ) 对数函数    U ( x ) = c1 + a1 log( c3 x - c2 )

第 6 节  决  策  树

有些决策问题 ,当进行决策后又产生一些新情况 , 并需要进行新的决策 , 接着又有一

些新情况 ,又需要进行新的决策。这样决策、情况、决策⋯⋯构成一个序列 , 这就是序列决

策。描述序列决策的有力工具之一是决策树 ,决策树是由决策点 ,事件点及结果构成的树形

图。一般选用最大收益期望值和最大效用期望值或最大效用值为决策准则 ,下面用例子说

明。

例 4  设有某石油钻探队 ,在一片估计能出油的荒田钻探。可以先做地震试验 ,然后

决定钻井与否。或不做地震试验 ,只凭经验决定钻井与否。做地震试验的费用每次 3000

元 ,钻井费用为 10000 元。若钻井后出油 , 这井队可收入 40000 元 , 若不出油就没有任何

收入。各种情况下估计出油的概率已估计出 ,并标在图 15 -7 上。问钻井队的决策者如何

作出决策使收入的期望值为最大。

解  上述决策问题用决策树来求解 ,并将有关数据标在图上 , 见图 15 -7。

图 15 -7  

[ ]表示决策点 ; ( )表示事件点 ;Δ表示收益点 ;负值表示支付。
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图 15 -7 表明这是两级随机决策问题 , 采用逆决策顺序方法求解 ,计算步骤是 :

(1 ) 计算各事件点的收入期望值

事件点 收入期望值

(2 ) 40000×0 ��. 85 + 0×0 ê. 15 = 34000

(3 ) 40000×0 ��. 10 + 0×0 ê. 90 = 4000

(4 ) 40000×0 ��. 55 + 0×0 ê. 46 = 22000

将收入期望值标在相应的各点处 ,这时可将原决策树 ( 图 15 -7 )简化为图 15 -8( a )。

图  15 -8

(2 ) 按最大收入期望值决策准则在图 15 -8 ( a ) 上给出各决策点的抉择。在决策点

[2 ] , 按

max [ (34000 - 10000) , 0 ] = 24000

所对应的策略为应选策略 ,即钻井 , 在决策点 [3 ] , 按

max [ ( 4000 - 10000) , 0 ] = 0

所对应的策略为应选策 ,即不钻井 , 在决策点 [4 ] , 按

max [ (22000 - 10000) , 0 ] = 12000

所对应的策略为应选策略 ,即钻井。

(3 ) 在决策树上保留各决策点的应选方案 , 把淘汰策略去掉 , 得到图 15 -8 ( b ) , 这时

再计算事件点 (1 )的收入期望值。

24000×0. 60 + 0×0. 40 = 14400

将它标在 (1 )旁。

(4 ) 决策点 [ 1 ] 有两个方案 : 做地震试验和不做地震试验 , 各自的收入期望值为

(14400 - 3000 )和 12000。按

max [ ( 14400 - 3000) , 12000 ] = 12000

所对应的策略为应选策略 ,即不做地震试验。

这个决策问题的决策序列为 : 选择不做地震试验 , 直接判断钻井 , 收入期望值为

12000 元。
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图  15 -9

  例 5  设 决 策 者的 效 用 曲 线 如

图 15 -9所示。试以最大效用期望值为决

策准则 , 对例 4 进行决策。

解  如同例 4 一样采用决策树为工

具 , 在决策树的右端标上纯收入

纯收入 = 收入 - 支出

然后由决策者的效用曲线查得各纯收入

相应的效用值 , 并将此值记在相应的纯收

入旁 , 见图 15 -10。

图  15 -10

决策分析可在图上进行。见图 15 -11。以下按逆序先计算事件点 ( 2 )、( 3 )、( 4 ) 的效

用期望值分别为 0. 833、0. 60、0. 68 ,并标在相应各点旁 , 然后在各决策点 [ 2 ]、[ 3 ] 、[ 4 ] 进

行选择 ,其计算为

max2 ( 0. 833 , 0. 60 ) = 0. 833

max3 ( 0. 098 , 0. 60 ) = 0. 60

max4 ( 0. 672 , 0. 68 ) = 0. 68

接着计算事件点 (1 )的效用期望值为 0. 7398 ,记在 (1 )旁 ,决策点 [1 ]的选择为

max (0. 7398 , 0. 68 ) = 0. 7398

根据以上计算在决策树上可见决策序列为 :先做地震试验 , 若结果好 ,则钻井 ; 若结果

不好 ,则不钻井。显然这决策是保守型的。因决策者的效用曲线是保守型的。
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图  15 -11  

第 7 节  灵敏度分析

7. 1  灵敏度分析的意义

  通常在决策模型中自然状态的概率和损益值往往由估计或预测得到 , 不可能十分正

确 ,此外实际情况也在不断地变化 , 现需分析为决策所用的数据可在多大范围内变动 , 原

最优决策方案继续有效 ,进行这种分析称为灵敏度分析 , 下面用例来说明。

例 6  假设有外表完全相同的木盒 100 只 , 将其分为两组 , 一组内装白球 , 有 70 盒 ,

另一组内装黑球 ,有 30 盒。现从这 100 盒中任取一盒 , 请你猜 , 如这盒内装的是白球 , 猜

对了得 500 分 ,猜错了罚 200 分 ; 如这盒内装的是黑球 , 猜对了得 1000 分 , 猜错了罚 150

分。为使期望得分最多 ,应选那一方案 , 有关数据列于表 15 -15。

表  15 -15

概率

方案

自然状态

白 0 ž“. 7 黑 0 èÝ. 3

猜白 500 À- 200 9

猜黑 - 150 À1000 9

解  先画出决策树 ,见图 15 -12、计算各方案的期望值。

“猜白”的期望值为

0. 7×500 + 0. 3× ( - 200) = 290

“猜黑”的期望值为

0. 7× ( - 150) + 0. 3×1000 = 195
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图  15 -12

经比较可知“猜白”方案是最优 ,现假定出现白球的概率从 0. 7 变为 0. 8 , 这时各方案

的期望值为

“猜白”的期望值为   0. 8×500 + 0. 2× ( - 200) = 360

“猜黑”的期望值为   0. 8× ( - 150) + 0. 2×1000 = 80

可见猜白方案仍是最优。再假定出现白球的概率从 0. 7 变为 0. 6 , 这时各方案的期

望值为

“猜白”的期望值为   0. 6×500 + 0. 4× ( - 200) = 220

“猜黑”的期望值为   0. 6× ( - 150) + 0. 4×1000 = 310

现在的最优方案不是猜白 ,而是猜黑了。可见由于各自然状态发生的概率的变化 , 可引起

最优方案的改变。那么转折点如何确定 ? 见 7. 2 小节的分析。

7. 2  转折概率

设 p 为出现白球的概率 , ( 1 - p) 为出现黑球的概率。当这两个方案的期望值相等

时 ,即

p×500 + (1 - p)× ( - 200) = p× ( - 150 ) + ( 1 - p)×1000

求得 p = 0. 6486 ,称它为转折概率。即当 p > 0. 6486 , 猜白是最优方案 ; 当 p < 0. 6486 , 猜

黑是最优方案。 p 可推导 ,表示为

p =
a12 - a22

a12 - a22 + a21 - a11

若这些数据在某允许范围内变动 ,而最优方案保持不变 , 这方案就是比较稳定的。反

之 ,这些数据在某允许范围内稍加变动 , 则最优方案就有变化 , 这方案就是不稳定的。由

此可以得出那些非常敏感的变量 ,那些不太敏感的变量 , 以及最优方案不变条件下 , 这些

变量允许变化的范围。

习   题

15. 1  某厂考虑生产甲、乙两种产品 , 根据过去市场需求统计见表 15 -16。
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  表  15 -16

自然状态

概率
方案

旺  季 淡  季

a1 = 0 ìá. 7 a2 = 0 6+. 3

甲  种 4 À3 �

乙  种 7 À2 �

用最大可能性法进行决策。

15. 2  对第 1 题用期望值法进行决策并进行灵敏度分析 ,求出转折概率。

15. 3  某公司为了扩大市场 ,要举行一个展销会 , 会址打算选择在甲、乙、丙三地。获

利情况除了与会址有关系外 , 还与天气有关 , 天气可区分为晴、普通、多雨三种 ( 分别以

N1 、N2 、N3 表示 ) 。通过天气预报 , 估计三种天气情况可能发生的概率为 0. 25 , 0. 50 ,

0. 25。其收益情况见表 15 -17 , 用期望值准则进行决策。

表  15 -17 单位/ 万元

自然状态

概率
选址方案

晴( N1 ) 普通 ( N2 ) 多雨 ( N3 )

0 �ü. 25 0 �û. 50 0 ®£. 25

甲  地 4 L6 K1 ó

乙  地 5 L4 K1 þó. 5

丙  地 6 L2 K1 þó. 2

15. 4  将第 3 题用矩阵法进行决策。

15. 5  今要建立一个企业 ,有 4 个投资方案 , 三种自然状态 ,投资数量见表 15 -18。

表  15 -18 单位/ 百万元

自然状态

概率
投资方案

Q1 fQ2 eQ3 

1/ 2  1/ 3  1/ 6  

A1 �4 L7 K4 ó

A2 �5 L2 K3 ó

A3 �8 L6 K10 ó

A4 �3 L1 K9 ó

用矩阵法进行决策。

15. 6  某公司需要决定建大厂还是建小厂来生产一种新产品 , 该产品的市场寿命为

10 年 , 建大工厂的投资费用为 280 万 ,建小厂的投资为 140 万。10 年内销售状况的离散

分布的状态如下 :

高要求量的可能性为 0. 5 ;

中等需求量的可能性为 0. 3 ;

低需求量的可能性为 0. 2。

公司进行了成本—产量—利润分析 ,在工厂规模和市场容量的组合下 , 它们的条件收

益如下 :
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① 大工厂 ,高需求 , 每年获利 100 万元。

② 大工厂 ,中等需求 , 每年获利 60 万元。

③ 大工厂 ,低需求 , 由于开工不足 ,引起亏损 20 万元。

④ 小工厂 ,高需求 , 每年获利 25 万元 ( 供不应求引起销售损失较大 )。

⑤ 小工厂 ,中需求 , 每年获利 45 万元 ( 销售损失引起的费用较低 )。

⑥ 小工厂 ,低需求 , 每年获利 55 万元 ( 因工厂规模与市场容量配合得好 )。

用决策树方法进行决策。

15. 7  将第 5 题用决策树法进行决策。

15. 8  将第 6 题用矩阵法决策。

15. 9  将第 3 题用决策树方法进行决策。

15. 10  某厂有一种新产品 , 其推销策略有 S1 , S2 , S3 三种可供选择 ,但各方案所需的

资金、时间都不同 , 加上市场情况的差别 ,因而获利和亏损情况不同。而市场情况也有三

种 : Q1 (需要量大 ) , Q2 (需要量一般 ) , Q3 (需要量低 )。市场情况的概率并不知道 , 其益损

矩阵见表 15 -19 , 用乐观法进行决策。

表  15 -19 单位/ 万元

 Q
i

 Si

市场情况

Q1 ñQ2 “Q3 

S1 c50 ï10 ‘- 5 "

S2 c30 ï25 ‘0 "

S3 c10 ï10 ‘10 "

15. 11  将 10 题用悲观准则进行决策。

15. 12  某企业面临三种方案可以选择 , 五年内的益损表如下 , 用乐观系数法

( a1 = 0. 3 , a2 = 0. 7) 决策 ,然后加以比较。

15. 13  将 12 题用等可能准则 ( Laplace)进行决策 , 并与上题比较结果。

15. 14  在开采油井时 , 出现不定情况 , 用后悔值准则决定是否开采。益损矩阵见

表 15 -20。

表  15 -20

自然状态

方案

有  油 无  油

Q Q

开  采 5 z1 –

不开采 0 z0 –

15. 15  某企业要投产一种新产品 , 投资方案有三个 : S1 、S2 、S3 ,不同经济形势下的利

润如表 15 -21 所示。用乐观系数准则 ( a1 = 0. 6 , a2 = 0. 4 )进行决策。
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  表  15 -21 单位/ 万元

投资方案
不同经济形势

好 平 差

S1 c10 �0 �- 1 •

S2 c25 �10 �5 •

S3 c50 �0 �- 40 •

15. 16  将 15 题用等可能准则进行决策。

15. 17  建厂投资有三个行动方案可以选择 , 并有三种自然状态 , 其损失表见

表 15 -22 , 用乐观准则进行决策。

表  15 -22

状态
损失值

方案

自然状态

Q1 ÚQ2 6Q3 

A1 ®3 Á7 �3 ó

A2 ®6 Á5 �4 ó

A3 ®5 Á6 �10 


15. 18  将 15. 17 题用悲观准则进行决策。
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第 16 章  多目标决策

第 1 节  引   言

  在生产、经济、科学和工程活动中经常需要对多个目标 (指标 ) 的方案、计划、设计进行

好坏的判断 ,例如设计一个导弹 , 既要其射程远 ,又要耗燃料少 ,还要命中率高等 ; 又如选

择新厂的厂址 ,除了要考虑运费、造价、燃料供应费等经济指标外 , 还要考虑对环境的污染

等社会因素 ,只有对各种因素的指标进行综合衡量后 , 才能作出合理的决策。

例 1  由 n种成分 x 1 , x2 , ⋯ , xn 组成一个橡胶配方 ,可用 x = ( x1 , x2 , ⋯ , xn ) T 表示。

对于每一个配方要同时考查几个指标 , 如强度 f1 , 硬度 f2 , 伸长率 f3 , 变形度 f 4 等。假

定有 m 个指标。它们都与配方方案 x 有关 , 它们与 x 的关系为 f 1 ( x ) , f2 ( x) , ⋯ , f m ( x )。

当 m 很多时 ,要比较两方案的优劣时 ,就往往很难下决断了。于是有人把这问题用数学

规划来处理。先以某指标作为主要指标 ,如以强度 f1 为主要指标 , 并且越大越好。而其

他指标只要落在一定规格范围内就可以。这就把这问题化为求 :

max
x∈ R

f1 ( x)

R = { x | f′i ≤ f i ( x) ≤ f″i , i = 2 , ⋯ , m , x∈ A}

这里 A 表示对 x 本身的一个限制 , f′i 、 f″i 分别表示第 i 个指标的上、下限。

例 2  门坐式起重机四连杆变幅机构的最优设计。

衡量变幅机构设计的好坏一般要求 :

(1 )货物尽量走水平 , 即高度变化小 ;

(2 )货物在移动时 , 水平速度的变化量尽量小 ;

(3 )由吊装的货物所引起的倾覆力矩尽量小。

为了达到这三项要求 ,需用五个指标 f1 , ⋯ , f5 来描述。关于要求 ( 1 ) , 用落差 f1 =

Δy 表示 ; 要求 (2 ) , 用速比 f2 = iv 表示 ;要求 (3 ) ,用三个指标 : 大幅度时力矩 f3 = M( a0 ) ;

小幅度时力矩 f4 = M( a1 ) ,力矩变化量 f5 =ΔM。要求 f1 、 f2 、f5 越小越好 ; f3 、 f4 适中

为好。

对这样一个多目标问题可采用功效系数法来解决。可以列举出很多种多目标问题 ,

针对不同的问题可采用不同的方法去解决。如房屋合理分配问题 ,由于新建房屋少 , 如何

合理地从很多需要房屋的人按原有居住面积、工龄、年龄和人口等指标定出打分标准 , 使

每个需要者都按取得的总分多少进行排队 ,以使分房更为公平合理。

第 2 节  基 本 概 念

在考虑单目标最优化问题时 ,只要比较任意两个解对应的目标函数值后 , 就能确定谁
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优谁劣 (目标值相等时除外 ) 。在多目标情况 , 就不能作这样简单的比较来确定谁优谁劣

了。例如有两个目标都要求实现最大化 ,这样的决策问题 , 若能列出 10 个方案 , 各方案能

实现的不同的目标值如图 16 -1所示。从图中可见 , 对于第一个目标来讲方案①优于② ;

图  16 -1

而对于第二个目标则方案②优于①。因此无法确定谁

优谁劣 ;但是它们都比方案③、⑤劣。方案③、⑤之间又

无法相比。在图 16 -1中 10 个方案 , 除方案③、④、⑤以

外 ,其他方案都比它们中的某一个劣。因而称①、②、

⑥、⑦、⑧、⑨、⑩为劣解 ,而③、④、⑤之间又无法比较谁

优谁劣 ,但又不存在一个比它们中任一个还好的方案 ,

故称此三个方案为非劣解 (或称为有效解 )。以后再给

出确切的定义。

假定有 m 个目标 f 1 ( x) ,⋯ , f m ( x )同时要考查 , 并

要求都越大越好。在不考虑其他目标时 , 记第 i 个目标

的最优值为

f
( o)
i = max

x∈ R
f i ( x)

相应的最优解记为 x
( i)

, i = 1 , 2 , ⋯ , m;其中 R 是解的约束集合。

R = { x | g( x) ≥0}   g( x) = { g1 ( x) ,⋯ , gl ( x )}T

当这些 x( i) 都相同时 , 就以这共同解作为多目标的共同最优解。一般不会全相同 , 例如

x
( 1 )

≠ x
( 2 )

时 ,这两个解就难比优劣 , 但是它们一定都是非劣解。为了与单目标最优化的

记号有所区别 ,今后用

V———max
x∈ R

F ( x )  或  V——— max
g( x) ≥0

F( x)

表示在约束集合 R 内求多目标问题的最优 (亦称求向量最优 ) ;其中

F( x ) = { f 1 ( x) ,⋯ , f m ( x) }
T

若各目标值都要求越小越好 ,就用下式表示。

V———min
x∈ R

F( x )

下面考查使目标值越大越好 ,为了简易起见 , 本节一般只考虑 n维欧氏空间 E
n
, 即

x = ( x1 , x2 , ⋯ , xn ) T ∈ En ,  R� En ,  F( x )∈ Em

实际上当 x0 是最优解时 , 即表示 " x∈ R,有

F( x )≤ F( x0 )

当 x0 是非劣解时 , 即不存在 x∈ R,有

F( x )≥ F( x0 )

以后用“≥”表示 F( x) ǘ F( x0 ) ,但 F( x )≠ F( x0 ) , 即至少有一个分量 ,“ > ”才成立 , 即一

定大于。相应的 F( x0 ) 在目标函数空间中称为非劣点或有效点。有的还进一步引入弱非

劣解 ,即当 x0 是弱非劣解 ,若不存在 x∈ R, 有

F( x ) > F( x0 )

为直观起见 ,举几个数值例子。

例 3  设 f 1 ( x) = 2 x - x2 , f2 ( x ) =
x 0≤ x≤1

- 2 x + 3 , 1≤ x≤2
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R = [ 0 , 2] ,求 V———max
x∈ R

F ( x )

解  先对单个目标分别求出其最优解。显然第一个目标的最优解 x
( 1 )

= 1 , 这时

f ( 0 )
1 = f1 ( x = 1) = max

x∈ R
f 1 ( x )

第二个目标的最优解是 x( 2 ) = 1 , 这时

f
( 0 )
2 = f2 ( x = 1) = max

x∈ R
f 2 ( x )

因为 x
( 1 )

= x
( 2 )

= 1 ,故取 x
*

= 1 作为这多目标问题的最优解。下面用变量空间和目标函

数空间分别来描述各种解的情况 ,见图 16 -2。图中α和β两个解彼此无法比较 , 但都劣于

x
*

= 1。

例 4  设 f 1 ( x) = 2 x - x2 , f2 ( x ) = x , R = [ 0 , 2] ,求 V———max
x∈ R

F( x )

解  容易求得 x
( 1 )

= 1 , x
( 2 )

= 2 , 这时多目标问题没有共同最优解 , 从图 16 -3 可见 ,α

和β两个解彼此无法比较 , 但是容易找到α′比α优 ,α′比β仍无法比较优劣 , 但还可找到α″

比α′优。解β却不存在β′可以比它优 , 这时β为非劣解。本例中 x∈ [1 , 2 ]时都是非劣解。

图  16 -2 图  16 -3

  例 5  设 f 1 ( x) = 2 x - x2 , f2 ( x ) =
1
8

( - 12 x2 + 36 x - 15 ) , R = [ 0 , 2] , 求

V———max
x∈ R

F ( x)

解  易求得 x( 1 ) = 1 , x( 2 ) = 1 .5 , 这时多目标问题无最优解 , 而 x∈ [ 1 , 1 .5 ] 都是非劣

解 ,见图 16 -4。

图  16 -4

例 6  设 f 1 ( x) = - 3 x1 + 2 x2 , f 2 ( x) = x1 + 2 x2

R:

- 2 x1 - 3 x2 + 18≥0

- 2 x1 - x2 + 10≥0

x1 ≥0 , x2 ≥0
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求 V———max
x∈ R

F( x )

解  易求得 x
( 1 )

= ( 0 , 6 ) , x
( 2 )

= ( 0 , 6 ) , 因而多目标问题最优解即 x
*

= ( 0 , 6 )。图

16 - 5所示的α、β之间无法比较 , 但都劣于 A。

图  16 -5

例 7  设 f 1 ( x) = - 3 x1 + 2 x2 , f 2 ( x) = 4 x1 + 3 x2 , R 同例 6 , 求 V———max
x∈ R

F( x )

解  易求得 x( 1 ) = ( 0 , 6) , x( 2 ) = ( 3 , 4 ) , 这时多目标问题无最优解 , 但有非劣解 , 在联

结点 x
( 1 )

= ( 0 , 6)到 x
( 2 )

= (3 ,4 )之间的线段上的点 ( 见图 16 -6 (a ) ) 都是非劣解 , 而连接点

A′、B′(见图 16 -6( b) ) 的直线上的点都是非劣点。

图  16 -6

在单目标时任何两个解都可以比较其优劣 ,因此是完全有序的。可是在多目标时 , 任

何两个解不一定都是可比出其优劣的 ,因此只能是半有序的。假定所有解 x 是属于全空

间∑ 中某一个约束集合 R,即 x∈ R� ∑ ,在∑ 上对任一个解 x 可以定义一个半序 :

<
～ , ( a > b表示 a 优于 b) , 且可把∑ 分成三个子集 :

(1 ) ∑ >
( x) 所有比 x 优的解集合 ;

(2 ) ∑ <～
( x) 所有比 x 劣或相等的解集合 ;

(3 )∑～
( x) 所有与 x 无法比较的解集合。

显然 ∑ = ∑ >
( x) ∪ ∑ <～

( x) ∪ ∑～
( x)
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按照这些子集的划分 , Zadeh 给出“非劣”和“最优”的定义①

定义 1  解 x0 ∈ R� ∑ 叫做在 R 内“非劣”,如果 R∩∑ >
( x0 ) = �。

定义 2  解 x0 ∈ R� ∑ 叫做在 R 内最优 ,如果 R�∑ <～
( x0 ) 。

推论  若 x0 是最优解 , 则必为非劣解。反之不然。

证  因为由定义 2 , x0 是最优 , R�∑ <～ ( x0 ) , 而 ∑ <～ ( x0 ) ∩ ∑ > ( x0 ) = �, 故

R∩ ∑ > ( x0 ) =�, 所以 x0 也为非劣解。

这推论反之不一定对 , 即 x0 是非劣解 , 有 R∩ ∑ >
( x0 ) = �成立。但是由于 R 不一

定全在 ∑ <～
( x0 ) 内 , 而只能保证 R� ∑ <～

( x0 ) ∪∑～ ( x0 ) , 所以不一定是最优解。但

在单目标时 , 由于是全有序 ,因此∑～
( x0 ) = � ,所以 x0 是非劣时 ,必有 R� ∑ <～

( x0 ) ,

即 x0 自然就是最优解。由此可见在单目标最优化问题时 , 对最优和非劣可以不区分 ; 但

在多目标最优化问题时 ,这两个概念必须加以区别。

第 3 节  化多为少的方法

要求若干目标同时都实现最优往往是很难的。经常是有所失才能有所得 , 那么问题

的失得在何时最好。各种不同的思路可引出各种合理处理得失的方法。以下介绍化多为

少的方法。

由于直接解决多目标问题的最优化较困难 , 于是很多人想办法将它们化为较容易求

解的单目标或双目标问题。由于化法不一 ,就形成多种方法。

3. 1  主要目标法

解决主要问题 ,并适当兼顾其他要求。

1. 优选法

在实际问题中通过分析讨论 ,抓住其中一两个主要目标 , 让它们尽可能地好 , 而其他

指标只要满足一定要求即可 ,通过若干次试验以达到最佳。

2. 数学规划法

设有 m 个目标 f 1 ( x ) , f 2 ( x) ,⋯ , f m ( x )要考查 , 其中方案变量 x∈ R( 约束集合 ) , 若

以某目标为主要目标 ,如 f 1 ( x) 要求实现最优 (最大 ) ,而对其他目标只满足一定规格要求

即可 ,如

f′i ≤ f i ( x )≤ f″i  ( i = 2 ,⋯ , m)
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其中当

f′i = - ∞或 f″i = ∞就变成单边限制 ,这样问题便可化成求下述非线性规划问题 :

max
x∈ R′

f 1 ( x)

R′= { x | f′i ≤ f i ( x) ≤ f″i , i = 2 , ⋯ , m , x∈ R}

3. 2  线性加权和法

若有 m 个目标 f i ( x ) ,分别给以权系数λi ( i = 1 ,2 ,⋯ , m) ,然后作新的目标函数 ( 也称

效用函数 )。

U ( x) = ∑
m

i = 1

λi f i ( x ) ①

该方法的难点是如何找到合理的权系统 , 使多个目标用同一尺度统一起来。同时所

找到的最优解又是向量极值的好的非劣解。在多目标最优化问题中不论用何方法 , 至少

应找到一个非劣解 ( 或近似非劣解 )。其次 , 因非劣解可能有很多 , 如何从中挑出较好的

解 ,这个解有时就要用到另一个目标。下面介绍几种选择特定权系数的方法。

1.α—法

先以两个目标为例 ,假设一个目标是要求劳动量消耗 f 1 ( x) 为最小 , 另一个目标是收

益 f2 ( x)为最高。它们都是线性函数 , 都以元为单位。 R 也为线性约束 , 即

R = { x | A x≤ b}

A 为矩阵 , b为列向量。

作为新目标函数

U ( x) =α2 f2 ( x ) - α1 f1 ( x )

其中α1 ,α2 由下述方程组来确定

- α1 f  0
 1 +α2 f *

2 = c1

- α1 f
*

1 +α2 f
 0
 2 = c1

其中 f  0
 1 = min

x∈ R
f 1 ( x) = f1 ( x( 1 ) ) , f *

2 = f 2 ( x( 1 ) ) ②

f
 0
 2 = max

x∈ R
f 2 ( x) = f2 ( x

( 2 )
) , f

*
1 = f1 ( x

( 2 )
)

c1 可为任意的常数 ( c1 ≠0 ) , 这方程组可解得

α1 =
c1 ( f

 0
 2 - f

*
2 )

f
*

1 f
*

2 - f
 0
 1 f

 0
 2

α2 =
c1 ( f *

1 - f  0
 1 )

f
*

1 f
*

2 - f
 0
 1 f

 0
 2

若规定α1 +α2 = 1 ,即可得到
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①

②

一般用和形式的新目标函数 , 其中所有目标必须是具有相同量纲 , 若量纲不同 , 必须进行统一量纲或无量纲

化处理 ,以后无特别说明 , 一般都指经处理过的目标。

假定 x( 1 ) 是唯一的。若有多个 x( 1 ) 达到最小 , 就必须从中进一步找出使 f2 达到最优的那个解 , 同样 x(2 ) 也应

如此处理。



c1 =
f

*
1 f

*
2 - f

 0
 1 f

 0
 2

f
 0
 2 - f

*
2 + f

*
1 - f

 0
 1

从而有

α1 =
f

 0
 2 - f

*
2

f  0
 2 - f *

2 + f *
1 - f  0

 1

α2 =
f *

1 - f  0
 1

f
 0
 2 - f

*
2 + f

*
1 - f

 0
 1

易见
α1

α2
=

f
 0
 2 - f

*
2

f
*

1 - f
 0
 1

= k

由这样定义的α1 、α2 作出的新目标函数为

U ( x) =α2 f2 ( x ) - α1 f1 ( x )

=
( f

*
1 - f

 0
 1 ) f2 ( x ) - ( f

 0
 2 - f

*
2 ) f1 ( x)

f  0
 2 - f *

2 + f *
1 - f  0

 1

当要求实现最大时 ,可表示为

max
x∈ R

U ( x ) = max
x∈ R

(α2 f2 ( x ) - α1 f1 ( x) )

图  16 -7

若作目标值空间 ( f 1 , f2 ) , 则 U ( x ) 取不同数时 , 相当

一簇平行线 ,其斜率为 k =α1 / α2 。

请注意点 M1 ( f  0
 1 , f *

2 ) 与 M2 ( f *
1 , f  0

 2 ) 的连线的斜率

为 ( f  0
 2 - f *

2 )/ ( f *
1 - f  0

 1 ) , 与新目标函数 U ( x ) 的平行

线簇的斜率是一致的 , 见图 16 -7。U 取最大值时 , 正

好是此平行线簇中与 c点相交。

对于有 m 个目标 f 1 ( x ) , ⋯ , f m ( x ) 的情况 , 不

妨设其中 f1 ( x ) , ⋯ , f k ( x ) 要求最小化 , 而 f k + 1 ( x ) ,

⋯ , f m ( x )要求最大化 , 这时可构成下述新目标函数。

max
x∈ R

U ( x) = max
x∈ R

- ∑
k

j = 1

αj f j ( x ) + ∑
m

j = k+ 1

αj f j ( x)

其中{αj } 满足方程组

- ∑
k

j = 1

αj f i j + ∑
m

j = k+ 1

αj f i j = c1 ,  i = 1 , ⋯ , m

其中 f i i = f
 0
 i = min

x∈ R
f i ( x ) = f i ( x

( i)
) ,  i = 1 , 2 , ⋯ , k

f i i = f
 0
 i = max

x∈ R
f i ( x) = f i ( x

( i)
) ,  i = k + 1 ,⋯ , m

f i j = f j ( x
( i )

) ,  j≠ i,  i, j = 1 ,2 ,⋯ , m

例 8  设有 f 1 ( x) = 4 x1 + x2 →min , f2 ( x ) = 3 x1 + 2 x2 →max

R = { x | 2 x1 + x2 ≤4 , x1 + x2 ≤3 , x1 , x2 ≥0 , x∈ E2 } ,试用α- 法求解。

解  先分别对 f1 ( x) , f 2 ( x )求得其最优解 ,它们是

f1 ( x( 1 ) ) = f1 ( 0 , 0) = min
x∈ R

f 1 ( x ) = f  0
 1 = 0

f 2 ( x( 2 ) ) = f2 ( 1 , 2) = max
x∈ R

f 2 ( x ) = f0
2 = 7

然后求出 f *
2 = f2 ( x( 1 ) ) = 0 , f *

1 = f 1 ( x( 2 ) ) = 6
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由此可得

α1 =
f  0

 2 - f *
2

f
 0
 2 - f

*
2 + f

*
1 - f

 0
 1

=
7

7 + 6
=

7
13

,α2 =
6

13

U ( x) = - α1 f1 ( x ) +α2 f 2 ( x) = -
7
13

f 1 ( x) +
6
13

f 2 ( x) =
1
13

( - 10 x1 + 5 x2 )

易求得 max
x∈ R

U ( x) = U (0 , 3 ) = 15/ 13

2.λ—法

当 m 个目标都要求实现最大时 ,可用下述加权和效用函数 , 即

U ( x) = ∑
m

i = 1

λi f i ( x )

其中λi 取 λi = 1/ f
 0
 i ,  f

 0
 i = max

x∈ R
f i ( x)

3. 3  平方和加权法

设有 m 个规定值 f *
1 ,⋯ , f *

m ,要求 m 个函数 f 1 ( x ) , ⋯ , f m ( x )分别与规定的值相差

尽量小 ,若对其中不同值的要求相差程度又可不完全一样 , 即有的要求重一些 ,有的轻一

些。这时可采用下述评价函数 :

U ( x ) = ∑
m

i = 1

λi [ f i ( x ) - f *
i ]2

要求 min
x∈ R

U ( x ) , 其中λi 可按要求相差程度分别给出。

3. 4  理想点法

有 m 个目标 f 1 ( x) , ⋯ , f m ( x ) , 每个目标分别有其最优值

f
 0
i = max

x∈ R
f i ( x) = f i ( x

( i)
)   i = 1 , 2 , ⋯ , m

若所有 x
( i)

( i = 1 ,2 ,⋯ , m)都相同 ,设为 x
0

, 则令 x = x
0
时 , 对每个目标都能达到其各自的

最优点 ,可惜一般做不到 , 因此对向量函数

F( x ) = ( f 1 ( x) ,⋯ , f m ( x) )
T

来说 ,向量

F
0

= ( f
 0
 1 ,⋯ , f

 0
m )

T

只是一个理想点 (即一般达不到它 ) 。

Caлуквадзе提出的理想点法 , 其中心思想是定义了一定的模 , 在这个模意义下找一

个点尽量接近理想点 ,即让模

‖ F( x ) - F
0
‖→min‖ F( x) - F

0
‖

对于不同的模 ,可以找到不同意义下的最优点 , 这个模也可看作评价函数 , 一般定义的 p-

模是 :

‖ F( x ) - F
0
‖ = ∑

m

i = 1

( f
 0
i - f i ( x ) )

p
1/ p

= Lp ( x)
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图  16-8

  其中 , p 的取值一般在 [ 1 ,∞ )。当取 p = 2 , 这时模即为

欧氏空间中向量 F( x) 与向量 F0 的距离 , 见图 16 -8。要求

模最小 ,也就要找到一解 , 它对应的目标值与理想点的目标

值距离最近 ,可表示为

min
x∈ R

L p ( x)

当 p = 1 时 , L1 ( x) = ∑
m

i = 1

( f
 0

i - f i ( x) )

p = ∞时 , L∞ ( x ) = max
1≤ i≤ m

| f  0
i - f i ( x ) |

如 x1 = ( 8 , 6) , x2 = ( 4 , 3 )两点之间 , 当 p = 1 , 2 , ⋯ , ∞时其

距离的取值见下表。

p ( x1
1 - x2

1 ) p ( x1
2 - x2

2 ) p Lp ( x )

1 “4 ’3 ‘7 –

2 “16 ’9 ‘5 –

3 “64 ’27 ‘4 –.498

… … …

∞ 4∞ 3∞ 4 –

当 p = 2 时 , 其几何意义是两点之间的最短距离为直线 ; 而当 p > 2 时 , 其距离就小

于这两点之间的直线距离 ; 并且 p 愈大 , 距离值就愈趋向于较大的分量 ( 属性、目标 )。

因此可取不同的 p 值代表人们对较大分量 (属性、目标 ) 的偏爱程度 , 它就不是几何概

念了。

上述 3. 3 小节和 3. 4 小节的方法也是目标规划法的一类 ,即事先规定一些指标值 , 然

后另设目标 ,看其接近这些规定值的程度。新设的目标有时也称超目标 , 易证明理想点法

求出的解一定是非劣解 ,自然它在目标值空间中就是有效点。

例 9  设 f 1 ( x) = - 3 x1 + 2 x2 , f 2 ( x) = 4 x1 + 3 x2 都要求实现最大。约束集为

R = { x | 2 x1 + 3 x2 ≤18 , 2 x1 + x2 ≤10 , x1 x2 ≥0 , x∈ E2 }

试用理想点法求解。

解  先分别对单目标求出最优解 x( 1 ) = ( 0 , 6) x( 2 ) = ( 3 , 4)。对应的目标值为

f1 ( x
( 1 )

) = f1 ( 0 , 6) = f
 0
 1 = 12

f2 ( x
( 2 )

) = f2 ( 3 , 4) = f
 0
 2 = 24

故理想点为 F
0

= ( f
 0
 1 , f

 0
 2 ) = (12 , 24 )

取 p = 2 , 这时要求

min
x∈ R

L2 ( x) = {[ f1 ( x ) - f
 0
 1 ]

2
+ [ f2 ( x) - f

 0
 2 ]

2
}

1/ 2

这时可求得最优解为 x
*

= (0 .53 , 5 .65 ) , 对应的目标值分别为 f
*

1 = 9 .72 , f
*

2 = 19 .06 , 见

图 16 -9。
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图  16 -9

3. 5  乘除法

当在 m 个目标 f 1 ( x ) , ⋯ , f m ( x ) 中 , 不妨设其中 k 个 f 1 ( x ) , ⋯ , f k ( x ) 要求实现最

小 ,其余 f k + 1 ( x) ,⋯ , f m ( x)要求实现最大 , 并假定

f k + 1 ( x ) ,⋯ , f m ( x) > 0

这时可采用评价函数

U ( x ) =
f1 ( x) f2 ( x )⋯ f k ( x )

f k + 1 ( x )⋯ f m ( x )
→min

3. 6  功效系数法———几何平均法

设 m 个目标 f 1 ( x ) , ⋯ , f m ( x ) , 其中 k1 个目标要求实现最大 , k2 个目标要求实现最

小 ,其余的目标是过大不行 , 过小也不行。对于这些目标 f i ( x ) 分别给以一定的功效系数

(即评分 ) di , di 是在 [ 0 , 1 ] 之间的某一数。当目标最满意达到时 , 取 di = 1; 当最差时取

di = 0。描述 di 与 f i ( x) 的关系 ,称为功效函数 , 表示为 di = Fi ( f i )。对于不同类型目标应

选用不同类型的功效函数。

Ⅰ型 :当 f i 越大 ; di 也越大 ; f i 越小 , di 也越小。

Ⅱ型 : f i 越小 , di 越大 ; f i 越大 , di 越小。

Ⅲ型 :当 f i 取适当值时 , di 最大 ;而 f i 取偏值 (即过大或过小 )时 , di 变小。

具体功效函数构造法可以很多 ,有直线法 , 折线法 , 见图 16 -10 和图 16 -11 , 指数法见

图 16 -12。

图  16 -10

用指数法构造Ⅰ型功效函数 (见图 6 -12) ,可设其表达式为
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图  16 -11

图  16 -12

d = e- ( e
- ( b

0
+ b

1
f )

)

其中 b0 , b1 可这样确定 :

当 f 达到某一刚合格值 f
 1
时 , 取 d

1
= e

- 1
ǚ 0 .3679

当 f 达到某一不合格值 f
 0
时 , 取 d

0
= e

- e
ǚ 0 .06598

将上述要求代入上式即有

d1 = e- 1 = e - ( e - ( b0 + b1 f
 1

) )

d0 = e - e = e - ( e - ( b0 + b1 f
 0

) )

由这两式可得

b0 + b1 f
 1

= 0

b0 + b1 f
 0

= - 1

解之得

b0 =
f  1

f  0 - f  1 ,  b1 =
- 1

f  0 - f  1

即

d = e- e
f - f′

f″- f′

同样对Ⅱ型功效函数 ,可取为

d = 1 - e - e
f - f′

f″- f′

对于Ⅲ型功效函数 ,取

d = e
- | Y | n

其中

Y =
2 f - ( f ′+ f ″)

f ′- f ″

这样 ,当 f = f′或 f = f″时 , Y = ±1 , d = e - 1 , 为刚好可接受的值 ; 当 f =
f′+ f″

2
时 , Y = 0 ,

·744·



d = 1 , 即 f 达到比较适当的值。为了确定 n,可再取一个 f�, 使其与某一个适当的 d 值相

对应 ,这时可给出

n =
ln ( ln 1/ d)

ln | Y |

例如 ,取 f = f�=
2 f′+ f″

3
, 这时 Y = 1/ 3 ,使其与 d = e

- 1/ 2
相对应 (见图 16 -12 ) ,则

n =
ln1/ 2
ln1/ 3

≈0 .6309

即

d = e - | Y |
0 .6309

, Y =
2 f - ( f′+ f″)

f′- f″

有了功效函数后 ,对每个目标都可对应为相应的功效函数。目标值可转换为功效系

数。这样每确定一方案 x 后 , 就有 m 个目标函数值 f 1 ( x ) , ⋯ , f m ( x )。然后用其对应的

功效函数转换为相应的功效系数 d1 , ⋯ , dm 。并可用它们的几何平均值。

D =
m

d1 d2 ⋯ dm

为评价函数 ,显然 D 越大越好 , D = 1 是最满意的 , D = 0 是最差的 , 这样定义的评价函数

有一个好处 ,一个方案中只要有一个目标值太差 , 如 di = 0 , 就会使 D = 0 , 而不会采用这

个方案。

第 4 节  分层序列法

由于同时处理 m 个目标是比较麻烦 ,故可采用分层法。分层法的思想是把目标按其

重要性给出一个序列 ,分为最重要目标、次要目标等。设给出的重要性序列为

f1 ( x) , f2 ( x ) ,⋯ , f m ( x )

下面介绍逐个地求最优化的序列最优化。

首先对第一个目标求最优 ,并找出所有最优解的集合记为 R0 。然后在 R0 内求第二

个目标的最优解 ,记这时的最优解集合为 R1 , 如此等等一直到求出第 m 个目标的最优解

x
0

,其模型如下 :

f1 ( x
0

) = max
x∈ R

0
� R

f 1 ( x )

f2 ( x
0

) = max
x∈ R

1
� R

0

f2 ( x )

…

f m ( x0 ) = max
x∈ R

m - 1
� R

m - 2

f m ( x )

该方法有解的前提是 R0 , R1 , ⋯ , Rm - 1 非空 ,同时 R0 , R1 ,⋯ , Rm - 2 都不能只有一个元素 , 否

则就很难进行下去。

当 R 是紧致集 ,函数 f1 ( x )⋯ f m ( x) 都是上半连续 ,则按下式定义的集求解。

R*
k - 1 = x | f k ( x) = sup

u∈ R *
k - 2

f k ( u) ; x∈ R*
k - 2

k = 1 ,2 ,⋯ , m , 其中 R
*
k - 1 = R 都非空 , 特别 R

*
m - 1 是非空。故有最优解 , 而且是共同的最

优解。
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第 5 节  直解求非劣解

上述种种方法的基本点是将多目标最优化问题转换为一个或一系列单目标最优化问

题。把对后者求得的解作为多目标问题的解 , 这种解往往是非劣解。对经转换后的问题

所求出的最优解往往只是原问题的一个 (或部分 ) 非劣解 , 至于其他非劣解的情况却不得

而知。于是出现第三类直接求所有非劣解的方法 ,当这些非劣解都找到后 , 就可供决策者

作最后的选择 ,选出的好解就称为选好解。显然决策者这时的选好 , 必须取决于他心中的

另一个目标。这可能是定性的或无法奉告的。运筹学工作者主要是根据已知的目标 , 尽

可能地列出非劣解 ,以供决策者选择 , 非劣解求法很多 , 这里仅介绍线性加权和改变权系

数的方法。

在第 3 节中已提到了线性加权和的方法 ,但那里是按一定想法确定权系数 , 然后组成

线性加权和的函数 ,并从中求出最优解。可以证明当对目标函数作一定假设 , 例如目标函

数都是严格凹函数 ,则用线性加权和法求得的最优解是多目标最优化问题的一个非劣解。

若再假设约束集合 R 为凸集 , 只要不断改变权系数 λi (λi ≥0 ) , 对其相应的加权和目标

函数

U ( x) = ∑
m

i = 1

λi f i ( x )

求出的最优解可以跑遍所有多目标问题

V———max
x∈ R

f ( x)

的非劣解集 ,但这方法只是从原则上 ( 而且要有一定假设 )可以求出所有非劣解 , 而在实际

处理上却有一定困难。如何依次变动权系数 , 而使其得出最优解 , 正好得到所有非劣解 ,

下面举例说明。

例 10  求 V———max
x∈ R

f ( x ) , 其中

f ( x) = { f1 ( x ) , f2 ( x) }
T

f1 ( x) = 2 x - x
2

f2 ( x ) = x

R = [0 ,2 ]

解  易看出这个多目标问题的非劣解

x * ∈ [ 1 , 2]

而利用线性加权和方法 ,需要作新目标函数

U ( x ) =λ( 2 x - x
2

) + (1 - λ) x ,λ∈ [ 0 , 1]

在 R 中找其最优解 ,对 U ( x )求导 ,并令其为零

U′( x ) =λ( 2 - 2 x) + (1 - λ) = 0

可得

x =
1 +λ

2λ

显然当λ= 1/ 3 时 , x
*

= 2 ;λ= 1 时 , x
*

= 1。当λ从 1/ 3 变到 1 时 , 即可得到全部非劣解
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[1 , 2 ] ; 而λ从 0 变到 1/ 3 时 , U ( x )的最优解都是 x
*

= 2 , 即这时得不到新的非劣解。此

例说明了原问题的解和转换后问题的解并不是简单地一一对应的。所以如何“依次”变动

权系数仍然不是那么清楚的事。

第 6 节  多目标线性规划的解法

当所有目标函数是线性函数 ,约束条件也都是线性时 , 可有些特殊的解法。特别是泽

勒内 (Zeleny )等将解线性规划的单纯形法给予适当修正后 ,用来解多目标线性规划问题 ,

或把多目标线性规划问题化成单目标的线性规划问题后求解 ,以下介绍两种方法。

6. 1  逐步法 (STEM)

逐步法是一种迭代法。在求解过程中 , 每进行一步 , 分析者把计算结果告诉决策者 ,

决策者对计算结果作出评价。若认为已满意了 ,则迭代停止 ; 否则分析者再根据决策者的

意见进行修改和再计算 ,如此直到求得决策者认为满意的解为止 , 故称此法为逐步进行法

或对话式方法。

设有 k 个目标的线性规划问题。

V———max
x∈ R

Cx

其中 R = { x | A x≤b, x≥0} , A 为 m× n矩阵

C为 k× n矩阵 ,也可表示为

C=

c
1

…

ck

=

c
1
1 , c

1
2 ,⋯ , c

1
n

  ⋯

c
k
1 , c

k
2 ,⋯ , c

k
n

求解的计算步骤为 :

第 1 步 :分别求 k 个单目标线性规划问题的解。

max
x∈ R

c j x ,  j = 1 ,2 ,⋯ , k

得到最优解 x
( j )

, j = 1 ,2 ,⋯ , k, 及相应的 c
j
x

( j )
。显然

cj x ( j ) = max
x∈ R

c j x

并作表 Z = ( z
j
i ) ,其中 z

j
i = c

i
x

( j )
, z

j
j = max

x∈ R
c

j
x = c

j
x

( j)
= Mj

表  16 -1

z1 tz2 z i zk

x( 1 )

…

x( i)

…

x( k)

z1
1

…

zi
1

…

zk
1 t

z1
2

…

zi
2

…

zk
2

⋯ z1
i ⋯

…

⋯ z i
i ⋯

…

⋯ zk
i ⋯

z1
k

…

zi
k

…

zk
k

Mj z1
1 tz2

2 z i
i zk

k

  第 2 步 :求权系数。
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从表 16 -1 中得到

M j 及 m j = min
1 ≤ i≤ k

z j
i ,  j = 1 ,2 ,⋯ k

为了找出目标值的相对偏差以及消除不同目标值的量纲不同的问题 ,进行如下处理。

当 Mj > 0 ,  αi =
Mj - mj

m j
·

1

∑
n

i = 1

( cj
i )2

Mj < 0 ,  αj =
mj - M j

M j
· 1

∑
n

i = 1

( c
j
i )

2

经归一化后 ,得权系数

πj =
αj

∑
k

j = 1

αj

,  0 ≤πj ≤ 1 ,  ∑πj = 1 ,  j = 1 , 2 , ⋯ , k

第 3 步 :构造以下线性规划问题 , 并求解。

Lp(1 )

minλ

λ≥ ( Mi - ci x )πi ,  i = 1 , 2 , ⋯ , k

x∈ R,  λ≥0

假定求得的解为 x
( 1 )

,相应的 k 个目标值为 c
1

x
( 1 )

, c
2

x
( 1 )

, ⋯ , c
k
x

( 1 )
, 若 x

( 1 )
为决策者的理

想解 ,其相应的 k 个目标值为 c1 x( 1 ) , ⋯ , ck x ( 1 ) 。这时决策者将 x( 1 ) 的目标值进行比较后 ,

认为满意了就可以停止计算。若认为相差太远 , 则考虑适当修正。如考虑对第 j 个目标

宽容一下 ,即让点步 , 减少或增加一个Δc
j
,并将约束集 R 改为

R
1

c
j
x≥ c

j
x

( 1 )
- Δc

j

c
i
x≥ c

i
x

( 1 )
   i≠ j

x∈ R

并令第 j 个目标的权系数πj = 0 , 这表示降低这个目标的要求。再求解以下线性规划

问题。

L p( 2)

minλ

λ≥ ( Mi - c
i
x )πi   i = 1 ,2 ,⋯ , k,  i≠ j

x∈ R1 ,λ≥0

若求得的解为 x( 2 ) ,再与决策者对话 , 如此重复 ,直到决策者满意为止。

例 11  试求解多目标线性规划问题。

max z1 = 100 x1 + 90 x2 + 80 x3 + 70 x4

min z2 = 3 x2 + 2 x4

R

x1 + x2 ≥30

x3 + x4 ≥30

3 x1 + 2 x3 ≤120

3 x2 + 2 x4 ≤48

xi≥0 ,  i = 1～4

解  为了使问题的目标函数统一为求最大化的规划问题 ,将 z2 化为
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max w2 = - 3 x2 - 2 x4

第 1 步 :求理想解。

分别求解两个单目标线性规划问题

max
x∈ R

z1 和 max
x∈ R

w2

得到最优解 x( 1 ) = ( 14 ,16 , 39 ,0 ) T

相应的目标值 z1
1 = 5960 , w1

2 = - 48 ,即 z1
2 = 48

x
( 2 )

= ( 20 ,10 , 30 ,0 )
T

相应的目标值 z
2
1 = 5300 , w

2
2 = - 30 ,即 z

2
2 = 30

第 2 步 :作 z 和求权系数表。

z1 Šw2 ù

x(1 ) 5960 ¿- 48 "

x(2 ) 5300 ¿- 30 "

Mj 5960 ¿- 30 "

用表中 z 的数据 ,可计算得到

α1 = 0 .000645 ,  α2 = 0 .1664。

于是求得权系数

π1 = 0 .00387 ,  π2 = 0 .99613

第 3 步 :求解以下线性规划问题。

L p( 1)

min λ

λ≥0 .00387 [5960 - ( 100 x1 + 90 x2 + 80 x3 + 70 x4 ) ]

λ≥0 .99613 (3 x2 + 2 x4 - 30)

x∈ R,  λ≥0

由此可求得解 (整数近似值 ) 为

x( 1 ) = ( 19 ,11 , 31 ,0 ) T

相应的目标函数值 z1
1 = 5370 , w1

2 = - 33

第 4 步 :对话再计算。

分析者把计算的结果告诉决策者 ,决策者将这结果与理想值 ( Z
1
1 , Z

2
2 ) = ( 5960 , 30 ) 进

行比较 ,认为求得的 Z
1
2 = 33 已接近理想值 Z

2
2 = 30 , 而 Z

1
1 = 5370 , 低于理想值 5960 太多。

决策者要求提高 Z1 的值 ,为此他提出将 Z2 提高到 36 , 以便使 Z1 增大。这时分析者根据

决策者的要求 ,将原约束条件修改为 R1 。

R
1

C2 x≤36

C1 x≥5370

x∈ R

因将第二个目标值的要求放宽了 ,故权系数π2 = 0 ,于是有线性规划问题 :

Lp(2 )

minλ

λ≥5960 - ( 100 x1 + 90 x2 + 80 x3 + 70 x4 )

x∈ R
1
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求解 L P( 2) 得到

x( 2 ) = ( 18 ,12 , 33 ,0 ) T

相应的目标值

Z( 2 )
1 = 5520 ,  Z( 2 )

2 = 36

若这时决策者对此结果表示满意 ,即停止计算。

6. 2  妥协约束法

设有两个目标的情况 ,即 k = 2

V - max
x∈ R

C x

R = { x | A x≤ b, x≥0} , A 为 m× n矩阵 , x∈ E
n

b∈ E
m

, C =
c

1

c
2

=
c1

1 ⋯ c1
n

c
2
1 ⋯ c

2
n

这方法的中心是引进一个新的超目标函数 z = w1 c
1

x + w2 c
2

x。 w1 、w2 为权系数 , w1

+ w2 = 1 , wi≥0 , i = 1 ,2 ;此外构造一个妥协约束

R1 : w1 [ c1 x - z1
1 ] - w2 [ c2 x - z2

2 ] = 0  x∈ R。

z
1
1 、z

2
2 分别为 c

1
x、c

2
x 的最大值 (当 x∈ R)。求解的具体步骤为

第 1 步 :解线性规划问题。

max
x∈ R

c
1

x

得到最优解 x
( 1 )

及相应的目标函数值 z
1
1 。

第 2 步 :解线性规划问题。

max
x∈ R

c
2

x

得到最优解 x
( 2 )

及相应的目标函数值 z
2
2 。

在具体求解时可以先用 x
( 1 )

试一试 ,看是否是 max
x∈ R

c
2

x 的最优解。若是 , 则这问题已找到

完全最优解 ,停止求解 ; 若不是 ,则求 x
( 2 )

及相应的 z
2
2 。

第 3 步 :解下面三个线性规划问题之一。

max
x∈ R1

z ,  max
x∈ R1

c
1

x ,  max
x∈ R1

c
2

x

得到的解为妥协解。

例 12  试求解多目标线性规划问题。

max
z1 = 3 x1 + x2

z2 = x1 + 2 x2
   R

x1 + x2 ≤7

x1   ≤5

  x2 ≤5

x1 , x2 ≥0

解  分别求解线性规划问题。

max
x∈ R

z1  和  max
x∈ R

z2

得到最优解 x( 1 ) = ( 5 , 2) , z1 = 17 , x( 2 ) = (2 , 5 ) , z2 = 12 ,见图 16 -13。

若取 w1 = w2 = 0 .5 ,表示等权妥协。则有超目标函数
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图  16 -13

z = 0 .5 [3 x1 + x2 ] + 0 .5 [ x1 + 2 x2 ]

= 2 x1 + 1 .5 x2

妥协约束 R1

0 .5 [3 x1 + x2 - 17] - 0 .5[ x1 + 2 x2 - 12] = 0

即 x1 - 0 .5 x2 = 2 .5 ,  x∈ R

于是可以求得妥协解 x = ( 4 , 3) , w1 、w2 的取值可

由决策者决定 ,这时可有不同的解。

解多目标线性规划问题的方法 , 还有目标线性规

划法 (详见本书的第 4 章 ) 和其他方法。读者可参考

有关文献资料。

第 7 节  层次分析法

层次分析法 (analy tic hie rarchy process , A H P 法 ) 是美国运筹学家沙旦 ( T . L . Saa-

ty)于 20 世纪 70 年代提出的 , 是一种定性与定量分析相结合的多目标决策分析方法。特

别是将决策者的经验判断给予量化 ,对目标 (因素 )结构复杂且缺乏必要的数据情况下更

为实用 ,所以近几年来此法在我国实际应用中发展较快。

7. 1  AHP 法原理

例如某工厂在扩大企业自主权后 ,有一笔企业留成的利润 , 这时厂领导要合理使用这

笔资金。根据各方面反映和意见 , 提出可供领导决策的方案有 : ①作为奖金发给职工 ;

②扩建职工食堂、托儿所 ; ③开办职工业余技术学校和培训班 ;④建立图书馆 ; ⑤引进新技

术扩大生产规模等。领导在决策时 ,要考虑到调动职工劳动生产积极性 , 提高职工文化技

术水平 ,改善职工物质文化生活状况等方面。对这些方案的优劣性进行评价 , 排队后 , 才

能作出决策。

面对这类复杂的决策问题 ,处理的方法是 , 先对问题所涉及的因素进行分类 , 然后构

造一个各因素之间相互联结的层次结构模型。因素分类 :一为目标类 , 如合理使用今年企

业留利××万元 ,以促进企业发展 ; 二为准则类 ,这是衡量目标能否实现的标准 , 如调动职

工劳动积极性 ,提高企业的生产技术水平 ; 三为措施类 , 是指实现目标的方案、方法、手段

等 ,如发奖金 , 扩建集体福利设施 ,引进新技术等等。按目标到措施的自上而下地将各类

因素之间的直接影响关系排列于不同层次 ,并构成一层次结构图 , 如图 16 -14 所示。

构造好各类问题的层次结构图是一项细致的分析工作 , 要有一定经验。根据层次结

构图确定每一层的各因素的相对重要性的权数 , 直至计算出措施层各方案的相对权数。

这就给出了各方案的优劣次序 ,以便供领导决策。

这个方法的原理是这样的。

设有 n 件物体 A1 , A2 , ⋯ , An ; 它们的重量分别为 w1 , w2 ,⋯ , wn 。若将它们两两的比

较重量 ,其比值可构成 n× n矩阵 A。
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图  16 -14

A =

w1 / w1  w1/ w2  ⋯  w1 / wn

w2 / w1  w2/ w2  ⋯  w2 / wn

 ⋯  ⋯ ⋯  ⋯

wn/ w1  wn/ w2  ⋯  wn/ wn

A 矩阵具有如下性质 :若用重量向量

W = ( w1 , w2 , ⋯ , wn )
T

右乘 A 矩阵 , 得到

A W =

w1 / w1  w1/ w2  ⋯  w1 / wn

w2 / w1  w2/ w2  ⋯  w2 / wn

 ⋯  ⋯ ⋯  ⋯

wn/ w1  wn/ w2  ⋯  wn/ wn

·

w1

w2

 …

wn

= n

w1

w2

 …

wn

= nW

即 ( A - n I) W = 0

由矩阵理论可知 , W 为特征向量 , n为特征值。若 W 为未知时 ,则可根据决策者对物体之

间两两相比的关系 ,主观作出比值的判断 , 或用 Delphi 法来确定这些比值 ,使 A 矩阵为已

知 ,故判断矩阵记作 A。

根据正矩阵的理论 ,可以证明 : 若 A 矩阵有以下特点 (设 ai j = wi/ wj ) :

(1 ) ai i = 1

(2 ) ai j = 1/ aj i ,  ( i, j = 1 ,2 ,⋯ , n)

(3 ) ai j = ai j/ ai k ,  ( i, j = 1 , 2 ,⋯ , n)

则该矩阵具有唯一非零的最大特征值λmax , 且λma x = n

若给出的判断矩阵 A 具有上述特征 , 则该矩阵具有完全一致性。然而人们对复杂事

物的各因素 ,采用两两比较时 , 不可能做到判断的完全一致性 ,而存在估计误差 , 这必然导

致特征值及特征向量也有偏差。这时问题由 A W = nW 变成 A W′≡λmax W′,这里λmax 是矩

阵 A 的最大特征值 , W′便是带有偏差的相对权重向量。这就是由判断不相容而引起的误

差。为了避免误差太大 ,所以要衡量 A 矩阵的一致性 ,当 A 矩阵完全一致时 ,因 ai i = 1 ,

∑
n

i = 1

λi = ∑
n

i = 1

ai i = n

存在唯一的非零λ=λmax = n。而当 A 矩阵存在判别不一致时 , 一般是λmax ≥ n。这时
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λmax + ∑
i≠ max

λi = ∑
n

i = 1

ai i = n

由于是 λmax - n = - ∑
i≠ max

λi

以其平均值作为检验判断矩阵一致性指标 ( CI)

CI =
λmax - n

n - 1
=

- ∑
i≠ max

λi

n - 1

当λmax = n, CI = 0 , 为完全一致 ; CI 值越大 , 判断矩阵的完全一致性越差。一般只要 CI≤

0. 1 , 认为判断矩阵的一致性可以接受 ,否则重新进行两两比较判断。

判断矩阵的维数 n越大 , 判断的一致性将越差 ,故应放宽对高维判断矩阵一致性的要

求。于是引入修正值 RI, 见表 16-2 , 并取更为合理的 CR 为衡量判断矩阵一致性的指标。

CR =
 CI  

RI

表  16 -2

维数 1 .2 Á3 T4 ç5 z6 7  8 39 Ì

RI 0 é.00 0 |.00 0 �.58 0 ¢.90 1 5.12 1 È.24 1 [.32 1 î.41 1 ‡.45

7. 2  标度

为了使各因素之间进行两两比较得到量化的判断矩阵 ,引入 1～9 的标度。根据心理

学家的研究提出 :人们区分信息等级的极限能力为 7±2 ,特制定表 16 -3。

因为自己与自己比是同等重要的 ,因此对角线上元素不用作判断比较 , 只需要给出矩

阵对角线上三角形中的元素。

可见 n× n 矩阵 ,只需要给出
n( n - 1 )

2
个判断数值。

除表 16 -3 的标度方法以外 , 还可以用其他标度方法。

表  16 -3

标  度  ai j 定   义

1 ði 因素与 j 因素相同重要

3 ði 因素比 j 因素略重要

5 ði 因素比 j 因素较重要

7 ði 因素比 j 因素非常重要

9 ði 因素比 j 因素绝对重要

2 ,4 , 6 ,8 z为以上两判断之间的中间状态对应的标度值

倒数 若 j 因素与 i 因素比较 , 得到判断值为 aj i = 1/ ai j  ai j = 1 H
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7. 3  层次模型

根据具体问题一般分为目标层、准则层和措施层 ( 见图 16 -15 )。复杂的问题可分为

总目标层、子目标层、准则层 ( 或制约因素层 )、方案措施层 , 或分为层次更多的结构 ( 见

图 16 -16) 。下面举若干例子加以说明。

图  16 -15

按给出的层次结构模型 , 设为目标层 A、

准则层 C(有 k 个准则因素 )、措施层 p (有 n

个方案 )。由决策者用其他方法给出各层因

素之间的两两比较得出 A-C 判断矩阵为 :

A C1 kC2 ¯⋯ Ck

C1 'a11 a12 ⋯ a1 k

C2 'a21 a22 ⋯ a2 k

… … … …

Ck ak1 ak2 ⋯ akk

图  16 -16

然后分别给出 Ci -P 的判断矩阵 ( i = 1 , 2 , ⋯ , k)。

Ci P1 tP2 ¸⋯ Pn

P1 0a1 1 a1 2 ⋯ a1 n

P2 0a2 1 a2 2 ⋯ a2 n

… … … …

Pn an1 an2 ⋯ an n

用近似法计算各判断矩阵的最大特征值和特征向量。
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7. 4  计算方法

一般地讲 ,在 A H P 法中计算判断矩阵的最大特征值与特征向量 , 并不需要很高的精

度 , 故用 近似 法计 算即 可。最 简单 的方 法是 求和 法及 其改 进的 方法 , 但 方根 法

更好 ,这里只介绍方根法。

1. 方根法

这是一种近似计算法 ,其计算步骤为 :

(1 ) 计算判断矩阵每行所有元素的几何平均值 :

ωi =

n

∏
n

j = 1

ai j   i = 1 ,2 ,⋯ , n

得到ω= (ω1 ,ω2 , ⋯ ,ωn ) T 。

(2 ) 将ωi 归一化 ,即计算 :

ωi =
ωi

∑
n

i = 1

ωi

  i = 1 , 2 , ⋯ , n

得到ω= (ω1 ,ω2 , ⋯ ,ωn )
T

,即为所求特征向量的近似值 , 这也是各因素的相对权重。

(3 ) 计算判断矩阵的最大特征值λmax

λmax = ∑
n

i = 1

( Aω) i

nωi

其中 ( A ω) i 为向量 Aω的第 i 个元素。

(4 ) 计算判断矩阵一致性指标 , 检验其一致性。

当各层次的诸因素的相对权重都得到后 ,进行措施层的组合权重计算。

2. 组合权重计算

设有目标层 A、准则层 C、方案层 P 构成的层次模型 (当层次更多的模型 , 计算相同 ) ,

目标层 A 对准则层 C 的相对权重为 :

ω
( 1 )

= (ω
( 1 )
1 ,ω

( 1 )
2 , ⋯ ,ω

( 1 )
k )

T

准则层的各准则 Ci ,对方案层 P n 个方案的相对权重为 :

ω
( 2 )
l = (ω

( 2 )
1 l ,ω

( 2 )
2 l , ⋯ ,ω

( 2 )
nl )

T
  l = 1 , 2 , ⋯ , k

那么各方案对目标而言 ,其相对权重是通过权重ω
( 1 )

与ω
( 2 )
l ( l = 1 , 2 , ⋯ , k)组合而得到的 ,

其计算可采用表格式进行 (见表 16 -4) 。

这时得到的 V
( 2 )

= ( v
( 2 )
1 , v

( 2 )
2 , ⋯ , v

( 2 )
n )

T
为 P 层各方案的相对权重。
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  表  16 -4

          C层
       权重

  P 层

因素及权重

C1  C2 ⋯ Ck

ω( 1 )
1 ω(1 )

2 ⋯ ω( 1)
k

组合权重 V( 2 )

P1 9ω( 2 )
11 ω(2 )

12 ⋯ ω( 2)
1k v(2 )

1 = ∑
k

j = 1
ω( 1)

j ω( 2 )
1 j

P2 9ω( 2 )
21 ω(2 )

22 ⋯ ω( 2)
2k v(2 )

2 = ∑
k

j = 1
ω( 1)

j ω( 2 )
2 j

…
⋯ ⋯

Pn ω( 2 )
n1 ω(2 )

n2 ⋯ ω( 2)
nk v(2 )

n = ∑
k

j = 1
ω( 1)

j ω( 2 )
nj

注   记

决策论从单目标发展到多目标是在理论和实践上的一个飞跃。用多目标决策方法来处理决策问题

更能满足实践的要求。从理论上看多目标决策方法吸取了行为科学等社会科学方面的成就 , 强调了决

策者本人在决策过程中的中心地位 ; 此外在解的概念方面 ,提出有效解 (非劣解 )、满意解、妥协解等更能

反映复杂现实情况的解的概念。在应用方面具有广阔的前景。1974 年 Zeleny 所编著的《线性多目标规

划》一书较系统地总结了各种处理线性多目标规划问题的方法。20 世纪 70 年代中期后 , 各种交互式的

多目标决策方法迅速发展起来。1982 年 Zeleny 编写了第一本论述多目标决策问题的教科书。20 世纪

70 年代以来多目标决策发展的另一特点是各种计算方法都已有较实用的软件 , 便于实用。我国自 1977

年以来也开始了多目标决策方面的研究和应用工作 ,为广大的运筹学工作者和实际工作部门所重视 , 并

取得了一定的成果。
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十一、启发式方法

在前面各章中 , 讨论了一些常用的和标准的运筹学模型 , 给出并证明了它们的优

化算法 ,借助这些算法 , 可以求出模型的最优解。在论述时 , 大多数是从科学分析的角

度出发 ,尽可能给出理论的解释和数学的证明 , 力求既能解决实际问题 , 又有逻辑的严

密性。

但必须说明的是 ,大多数实际问题的模型并不是自然而然地呈现在研究者或管理者

的面前 ,而是需要通过人们的感知去认识和发现问题 , 经过分析然后提炼成模型。所发现

的问题往往是嵌入在大系统中的一个子系统或子子系统 , 关联着社会、经济、文化和生态

环境等诸多方面。而很多模型往往是在边界清晰、条件明确、判别准则合理等较理想的条

件下才能进行求解的 ,所得结果与实际情况常常存在差别 , 有时差别可能很大。

人们对客观世界的一般认识 ,或对某一具体对象的认识 , 都要经过由浅入深的过程 ,

大致包含以下步骤 :

( 1) 水平 1: 朦胧。在复杂的社会经济系统中 ,存在着很多未被人们认识清楚 , 但又能

若明若暗地感觉得到的问题的胚芽 ,这类对象是否需要进一步研究 , 还有争议 ,需加以认

真分析。

(2 ) 水平 2: 提出问题。在人们对对象进行系统观察和分析的基础上 , 将问题的胚芽

加以总结抽象 ,而形成明确的问题。

(3 ) 水平 3: 建立数学模型。通过对问题的系统研究和深刻理解 , 明确其本质属

性 ,将问题一般化 , 并表述为数学模型。运用数学模型不仅能解决一个具体问题 , 而且可

以用来分析和处理一类问题 , 或便于研究某问题在多参数、多方案情况下的性态及其

优化。

( 4) 水平 4: 求解数学模型。通常是运用某些已有的算法或提出新的算法 (包括移植、

改造、综合 ) , 通过一定的步骤 , 求出问题的解。人们往往希望得到问题的最优解或满

意解。

(5 ) 水平 5: 使用和改进。将其用于解决实际问题并在实践中验证模型和修正模型。

这是提高人们认识水平和发展科学不可缺少的步骤。

运筹学工作者或管理工作者面对的实际问题是多种多样的 , 有的问题的结构与运筹

学中已有模型十分相近 ,可用相应的标准运筹学模型和算法来解决 ; 有的问题与运筹学已

有模型的结构有较大的差异 ,这时就很难套用运筹学中已有的方法来求解。人们不仅需

要掌握运筹学中已有的模型和算法 ,更重要的是学会去发现和创造能解决更复杂实际问

题的新思路、新模型和新算法。

启发式方法就是人们面对复杂问题或新问题时时常借助的一种解决问题的思考模式

和途径。
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第 17 章 *  启发式方法

第 1 节  基 本 概 念

1. 1  问题的结构

  有些实际问题的结构比较清晰 ,各元素之间的关系明确 , 边界清楚 , 容易为人们所认

识 ,能够通过建模和使用一定的算法求得解决 , 这类问题称为良好结构问题。一般而言 ,

良好结构问题具有以下特征 :

(1 ) 能建立起正确反映该问题性质的一种“可接受”模型 , 与问题有关的主要信息可

纳入模型之中。

(2 ) 模型所需要的数据能够获得。

(3 ) 模型可解 , 能拟订出求解的程序性步骤和求解方法 , 而且 , 得到的解能体现解决

问题的可行方案。

(4 ) 可拟订出明确的准则 , 用以判定解的可行性和最优性。

(5 ) 求解所需的计算量不太大 , 所需的费用不太多。

对于良好结构问题 ,常可用传统的 ( 标准的 ) 运筹学方法加以解决。如果问题的结构

不良 ,使用传统的运筹学方法去处理就难以奏效。这时 , 与其歪曲事实 , 忽略或修正某些

重要的条件 ,勉强使用某种标准模型而使问题易于求解 , 还不如保持问题的本来面目 , 建

立基本符合问题实际情况的非标准模型。前者虽可用已有的标准算法求解 , 但由于问题

的模型失真 ,得到的解难于符合实际和付诸实施 ; 后者由于模型涉及因素多 ,结构复杂 , 而

与传统的标准模型相去甚远 ,难于套用已有的标准算法。在后面这种情况下 , 为得到近似

可用的解 ,分析人员必须运用自己的感知和洞察力 , 从与其有关而较基本的模型及算法中

寻求其间的联系 ,从中得到启发 , 去发现适于解决该问题的思路和途径 , 这种方法称为启

发式方法 ( heuristic method) , 由此建立的算法称为启发式算法 ( heuristic algorith m)。

1. 2  启发式方法的特点

由上面的叙述可知 ,启发式方法是寻求解决问题的一种方法和策略 ; 当然 , 它也可以

是面向某种具体问题的一种求解方法。它建立在人们经验和判断的基础之上 , 体现了人

的主观能动作用和创造力。

用启发式方法解决问题时强调“满意”,常常是得到满意解 , 决策者就认为可以了 , 而

不去刻意追求最优性和探求最优解。之所以这样 ,其原因是 :

(1 ) 很多问题不存在严格最优解 ( 例如目标之间矛盾的多目标问题 ) , 这时 , 对目标的

满意性常比最优性更能准确地描述人们的选择行为。

(2 ) 对有些问题 , 要得到它的最优解所花的代价太大 ,不合算。
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(3 ) 从实际决策的需要出发 , 有时要求解具有过高的精度没有必要。

假定为解决某类问题设计了一个算法 ,它能用于求解所有这类问题 , 而且获得最优解

的计算工作量可表示为这类问题“大小”的多项式函数 , 就称这个算法是确定型的多项式

算法 ,简称为多项式算法或有效算法。很多组合优化问题 ( 如设施定位问题、旅行售货员

问题、多个工件在多个设备上的加工排序问题等 ) 不存在多项式算法 , 要求其最优解就需

花费巨大的代价。

用启发式方法求解问题常常是通过迭代过程实现的 , 因而需要拟定出一套科学合理

的解的搜索规则。为能得到满意解 ,在整个迭代过程中要不断注意和吸收新的信息 , 及时

考察所使用的求解策略 ,必要时改变原来拟定的不合适的或过时的策略 , 建立新的搜索规

则 ,注意从失败中吸取教训 , 并逐步缩小搜索范围。

在工业、商业、管理等方面的很多问题 ,目前不可能找到多项式算法 , 为使问题得以解

决 ,自然需要求助于启发式方法。

启发式方法具有下述优点 :

(1 ) 计算步骤简单 , 要求的理论基础不高 ,可由未经高级训练的人员实现 ;

(2 ) 比优化方法常可减少大量的计算工作量 , 从而显著节约开支和时间 ;

(3 ) 易于将定量分析与定性分析相结合。

使用启发式方法时应注意得到的解的质量 , 使由于采用启发式方法而使最终决策效

果明显有所改善。在选用方法时要考虑是否有现成的标准优化方法可以采用 , 如果使用

优化方法的工作量可以接受 ,则应慎重考虑是否要选用启发式算法。

1. 3  启发式策略

用启发式方法解决问题时 ,需要采用一定的策略。下面列出几个常用的策略 , 使用时可

根据问题的性质和要求选用其中之一 ;为得到理想的效果 ,也可将几个策略联合起来使用。

(1 ) 逐步构解策略。一个完整的解通常是由若干个分量组成的。当用该策略时 , 应

建立某种规则 ,按一定次序每次确定解的一个分量 , 直至得到包含所有解分量的一个完整

的解为止。

(2 ) 分解合成策略。为求解一个复杂的大问题 , 可首先将其分解为若干个小的子问

题 ,再选用合适的方法 ( 包括启发式方法、优化方法、模拟方法等 ) 按一定顺序求解每个子

问题 , 根据子问题之间及其与总问题的关系 (例如递进关系、包含 (嵌套 ) 关系、平行关系

等 ) , 将子问题的解作为下一阶子问题的输入 ,或在相容原则下将子问题的解进行综合 , 经

合成最后得到总问题合乎要求的解。

(3 ) 改进策略。运用这一策略时 , 首先从一个初始解 (初始解不必一定是可行解 ) 出

发 ,然后对解的质量 ( 包括它产生的目标函数值、可行性及可接受性等 ) 进行评价 , 并采用

某种启发式方法设计改进规则 ,对解加以改进 , 反复进行如上的评价和改进 , 直至得到满

意的解为止。

为获得初始解 ,可用逐步构解策略或 ( 和 )分解合成策略 , 也可使用其他近似方法。在

启发式方法中 ,好的初始解可大大提高求解效率和质量。

(4 ) 搜索学习策略。本策略包括在解空间中的定向搜索以及在搜索过程中发现和收

集新的信息 ,并根据对新信息的分析 , 重新确认或改变搜索方向 ,修正搜索参数 , 消去不必
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要的搜索范围 ,以有效提高搜索效率 , 尽快获得问题的解。

第 2 节  应用及例子

启发式方法在理论上是基于对比、分析、探索、综合的一种科学方法 , 同时它在使用上

又是一种艺术 ,其成功程度取决于使用者的水平。为能较好地运用启发式方法解决实际

问题 ,使用者必须具有比较广阔的知识 , 较好的基础和善于观察、分析、联想的能力 , 以及

善于从类似问题的解决方法中获得启示的敏感性和素质。

下面结合几个例子研究如何使用启发式方法来解决实际问题。

2. 1  多个工件在多个设备上加工的排序问题

n个工件在 m 台设备上加工的最优顺序问题 ,目前尚无多项式算法。此处为简单计 ,

仅考虑两台设备 A 和 B ,研究 n 个工件 ( j = 1 , 2 , ⋯ , n) 在这两台设备上顺次加工时应如何

排列工件的顺序 ,才能使总加工时间 ( 从在设备 A 上加工第一个工件起到在设备 B 上加

工完最后一个工件止这段时间 ) 尽可能短。此处要求每个工件都先在设备 A 上加工 , 加

工完后再在设备 B 上加工。

在第 9 章中曾经指出 ,如果工件在设备 A 上的加工顺序与在设备 B 上的加工顺序不

同 ,由于增加了等待时间 , 将使总加工时间延长。因此 , 在研究该问题时可将这种情况排

除在外 ,不予考虑。即使如此 , 可能的排序方案仍有 n ! 个 , 随着工作数 n 的增多 , 其计算

工作量增加很快。下面寻求用启发式方法的解决途径。

下面这个例子给出了 6 个工件分别在设备 A 和设备 B 上的加工时间 A j 和 B j ( 分

钟 ) ( 见表 17 -1 ) , 所有工件均先在设备 A 上加工 , 再在设备 B 上加工。要求确定使总加

工时间最短的加工顺序。

表  17 -1

工

件

加
工
时
间

设
备

1 Ù2 �3 54 c5 ‘6 "

A 30 ð60 �60 L20 z80 ¨90 9

B 70 ð70 �50 L60 z30 ¨40 9

为了得到该问题的启发式方法 ,此处运用逐步构解策略。先考虑工件 1 和工件 2 , 其

可能的排序方案有两个 :1 -2 和 2 -1(图 17 -1 )。由于 B1 = B2 , A1 < A2 ,故将工件 1 排在前

面加工所需的总加工时间较少。再看工件 2 和工件 3 ,由于 A2 = A3 , B3 < B2 , 故将工件 3

排在工件 2 的后面加工所需的总加工时间较少 (图 17 -2) 。

虽然表 17 -1 和表 17 -2 分别比较了两个工件的不同加工顺序 , 且依据的是例子中给

定的特定情况 ,但我们可由此得到启发 , 将其推广应用到 n个工件在两台设备上的加工顺
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图  17 -1

图  17 -2

序问题 ,拟定出以下启发式迭代步骤。

(1 ) 令 i = 1 , k = 0。

(2 ) 找最小加工时间 , 即

tr = min{ A1 , A2 ,⋯ , An , B1 , B2 , ⋯ , Bn } (17 -1)

(3 ) 若 tr = A j , 则安排工件 j 为第 i 个加工工件 ,并置 i: = i + 1; 若 tr = B j ,则安排工

件 j 为第 ( n - k)个加工工件 , 并置 k: = k + 1。

(4 ) 将 A j 和 B j 从式 ( 17 -1 )的工件加工时间表中删去 , 即不再考虑已排好加工顺序

的工件 j。

(5 ) 转步骤 ( 2) ,直至式 ( 17 -1)中的工件加工时间表变成空集。

现将上述步骤应用于表 17 -1 所示的排序问题 , 得到各工件的加工顺序如下 :

4→1→2→3→6→5

总加工时间等于 370 分钟 ,具体情况示于图 17 -3 中。

需要指出的是 ,对在两台设备上加工 n 个工件的问题来说 , 用图 17 -3 所示方法求得

的解是最优解。但是 ,如将其扩展应用到在 m 台设备上加工 n 个工件的一般加工排序问

题 ,所得结果一般就不再是最优解了。然而 , 用这种思想却常常能得到较好的解。
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图  17 -3

2. 2  旅行售货员(旅行商 )问题

旅行售货员问题 ( traveling salesman problem , TSP )指的是 : 一个售货员从某城市出

发 ,访问 n 个城市 (售货 ) 各一次且仅一次 ,然后回到原地 , 他走什么样的路线才能使走过

的路程最短 (或旅行费用最低 ) 。在第 10 章曾经说到 , 这个问题就是寻求总权最小的哈密

尔顿 ( Hamilton )回路问题。到目前为止 , 一般 T SP 问题还没有多项式算法 , 对于较大的

问题 (例如 n 大于 40 )就需要使用启发式方法求解。

下面介绍两种可用的启发式算法。

1. C-W 节约算法

这种算法由 Clarke 和 Wright 提出 , 下面说明其基本思想和迭代步骤。

假定有 n个访问地 ( 例如城市 ) , 把每个访问地看成一个点 ,并取其中的一个点为基点

(起点 ) , 例如以 1 点为基点。首先将每个点与该点相连接 , 构成线路 1→ j→1 ( j = 2 ,

3 , ⋯ , n) ,这样就得到了一个具有 n - 1 条线路的图 (当然 , 这时尚未形成 H amilton 回路 )。

旅行者按此线路访问这 n个点所走的路程总和为

z = 2 ∑
n

j = 2

c1 j (17 -2)

其中 c1 j 为由点 1 到点 j ( j = 2 ,⋯ , n)的路段长度 , 注意此处假定 c1 j = cj1 (对所有 j )。

若连接点 i 和点 j ( i, j≠1) , 即使旅行者走弧 ( i, j )时 (当然这时就不再经过弧 ( i, 1 ) 和

(1 , j) ) ,所引起的路程节约值 s( i, j) 可计算如下 :

s( i , j) = 2c1 i + 2c1 j - ( c1 i + c1 j + ci j )

= c1 i + c1 j - ci j (17 -3)

对不同的点对 ( i, j ) , s( i , j )越大 , 旅行者通过弧 ( i, j )时所节约的路程越多 ,因而应优先将

其安排到旅行线路中去 ,使旅行者旅行时通过这一条弧。

在具体应用该方法时 ,可按以下步骤进行。

( 1) 选取基点 ,例如选取点 1 为基点。将基点与其他各点连接 , 得到 n - 1 条线路 1→

j→1( j = 2 , 3 , ⋯ , n) 。

(2 ) 对不违背限制条件的所有可连接点对 ( i , j) , 如下计算其节约值 ( i , j 不为基点 ) :

s( i, j) = c1 i + c1 j - ci j

(3 ) 将所有 s( i, j) 按其值的大小由大到小排列。
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(4 ) 按 s( i , j)的上述顺序 , 逐个考查其端点 i 和 j ,若满足以下条件 , 就将弧 ( i, j) 插入

到线路中。其条件是 :

① 点 i 和点 j 不在一条线路上 , 而且

② 点 i 和点 j 均与基点相邻。

(5 ) 返回步骤 ( 4) ,直至考查完所有可插入弧 ( i , j)为止。

通过以上各迭代步骤 ,使问题的解逐步得到改善 , 最后达到满意解 (也有可能达到最

优解 )。

例 1  试用 C-W 节约算法求解下述旅行售货员问题 , 已知有 7 个访问点 , 其位置如

图 17 -4 中所示。

图  17 -4

解  先按图 17 -4 给出的数据计算各点对之间的欧氏距离 c( i , j) , 计算结果列入距离

表 (表 17 -2) 中。由于已假设 ci j = cj i (对所有 i 和 j ) ,故该表中各元素的值以主对角线为

对称。

表  17 -2

   终点

始点   
A B C D E F G

A 0 ª14 ]R. 14 24 MB. 70 23 =2. 71 19 -". 24 17 ��. 03 13 A6. 00

B 14 |q. 14 0 R13 B.04 23 2.71 15 ".81 13 �.04 10 6.44

C 24 |.70 13 R.04 0 B20 2.10 12 ".65 11 �.66 13 6.45

D 23 |.71 23 R.71 20 B.10 0 28 ".25 10 �.77 13 6.60

E 19 |.24 15 R.81 12 B.65 8 2.25 0 "2 �.83 6 6.71

F 17 |.03 13 R.04 11 B.66 10 2.77 2 ".83 0 �4 6.12

G 13 |.00 10 R.44 13 B.45 13 2.60 6 ".71 4 �.12 0 6

取 G为基点 ( 也可取其他的访问点为基点 ) , 构成初始线路图 ( 图 17 -5 )。再用

式 (17 -3 )计算将弧 ( i , j ) ( i , j≠G)插入到线路中时引起的路程节约值 , 并按节约值由大到
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小的顺序将它们填入表 17 -3 中。

图  17 -5

表  17 -3

序号 弧 节约值 序号 弧 节约值

1 «( D , E) 12 ð.06 9 ©( A , D) 2 Ý.89

2 «( B, C) 10 ð.85 10 À( A, C) 1 Ý.75

3 «( A , B) 9 ð.30 11 À( B, F) 1 Ý.52

4 «( E , F) 8 ð.00 12 À( B, E) 1 Ý.34

5 «( C, E) 7 ð.51 13 À( A, E) 0 Ý.47

6 «( C, D) 6 ð.95 14 À( B, D) 0 Ý.33

7 «( D , F) 6 ð.95 15 À( A, F) 0 Ý.09

8 «( C, F) 5 ð.91

按节约值从大到小的顺序 ,对每条弧加以考查 , 看能否将其插入到旅行线路中。若能

将其插入 ,就对旅行线路作相应的改变。本例的线路调整过程如表 17 -4 所示。

表  17 -4

序号 弧 线路与说明
插入该弧

的节约值

0 �G→ A→G,  G→ B→G,  G→C→G,  G→ D→G,  G→ E→ G,  G→ F→G

1 �( D , E) G→ A→ G,  G→ B→G,  G→C→ G,  G→ D→ E→G,  G→ F→G 12 •.06

2 �( B, C) G→ A→ G,  G→ B→C→G,  G→ D→ E→ G,  G→ F→G 10 •.85

3 �( A, B) G→ A→ B→C→ G,  G→ D→ E→G ,  G→ F→G 9 •.30

4 �( E, F) G→ A→ B→C→ G,  G→ D→ E→ F→G 8 •.00

5 �( C, E) E 点与基点 G 不相邻 ,不插入 0 •

6 �( C, D) G→ A→ B→C→ D→ E→ F→ G 6 •.95
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  当插入弧 ( C, D)之后 , 线路已包含所有要访问的点 ,这时算法终止。用该方法得到的

旅行线路 (见图 17 -6) 是

G→ A→ B→C→ D→ E→ F→G

该条旅行线路的总长度

      z = 2 (13 .0 + 10 .44 + 13 .45 + 13 .60 + 6 .71 + 4 .12 ) -

( 12 .06 + 10 .85 + 9 .30 + 8 .00 + 6 .95 )

= 2×61 .32 - 47 .16 = 75 .48

图  17 -6

用这种方法得出的解不一定是最优解 ,但这里得到的解是本例的最优解。

在实际问题中 ,点对点的距离应以路段的真实长度为准 (不一定为两点间的欧氏距

离 ) , 其间的往返距离也可以不相等。这时 ,插入某一段弧引起的路程节约值的计算应根

据实际情况进行。

2. 几何法

该方法由 J .P .Norback 和 R .F .Love 提出 ,它基于对各访问点构成的几何图形的分

析 ,以此确定初始旅行线路和不在初始线路上的各点的插入顺序和插入位置。

根据一般几何观察可知 ,最短旅行线路应具有以下直观性质 :

① 线路自身不相交 ;

② 各段线路应处于由所有访问点形成的凸包上或其凸包内部 ( 这里所说的凸包

(convex h ull )是指包含所有访问点的最小凸集 ) 。

图  17 -7

图 17 -7 中给出了连接同样 4 个点的两条线路 ,显然 ,自相

交的线路 (图 17 -7 中虚线所示者 ) A→ C→ B→D 要比不自交的

线路 A→ B→C→ D 为长。

根据上述分析 ,启发我们拟定出求解旅行售货员问题的下

述迭代步骤 :

(1 ) 找出由欲访问各点构成的凸包。
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  (2 ) 在凸包上的点 , 按其出现的自然顺序访问 (注意不要使旅行线路自交 ) , 从而形成

一初始旅行线路。

(3 ) 将不在初始旅行线路上的各个点 I( 位于凸包内的访问点 ) , 与已在旅行线路上的

所有点相连。设 P 与 Q 为已在旅行线路上的任两个相邻点 , ∠ P0 I0 Q0 为所有∠ PIQ 角

度中的最大者 ,则将 I0 插入到 P0 和 Q0 之间。

(4 ) 重复进行步骤 ( 3) ,每次在旅行线路上增加一个新点 , 直至所有欲访问点都被引

入到旅行线路中为止。这时就构成了一条哈密尔顿回路。

下面用这种方法求解例 1。其迭代过程示于图 17 -8 中。开始时构成凸包 ABCDA

(图 17 -8( a ) ) , 以它为初始旅行线路 , 然后将不在初始旅行线路上的 E、F 和 G 三点分别

与 A , B, C, D 四点相连 (图 17 -8 ( b ) ) , 考查以 E, F 和 G 为角顶 , 分别以 A B, BC, CD 和

D A 为对边形成的各个角度 , 由于∠CED 最大 , 故将点 E 插入在 C 和 D 两点之间 , 形成

新的旅行线路 A BCEDA (图 17 -8 ( c ) )。现不在访问线路上的点为 F 和 G , 连接 EF 和

EG , 考查以 F 和 G 为角顶的各角 , 因∠ DGA 最大 , 从而将 G点插入到 D 点和 A 点之间 ,

这时的访问线路变为 A BCEDGA(图 17 -8( d) )。如上继续 , 将点 F 插入到 D 点和 G 点之

间 ,这就得到了本问题的哈密尔顿回路 , 可以它作为本问题的解 ( 图 17 -8 ( e ) ) , 其线路总

长为 :

14 .14 + 13 .04 + 12 .65 + 8 .25 + 10 .77 + 4 .12 + 13 .00 = 75 .97

作为比较 ,将该问题的最优解示于图 17 -8( f)中 , 其最优线路总长度为 75 .48 , 它可以

通过交换线路中 E 和 D 这两个相邻点的连接顺序而得到。

图  17 -8

用几何法虽未得到例 1 的最优解 ,但它的精确度还是很高的 , 常常可以达到比较满意

的结果。
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  除上述两种方法外 ,还有一些其他的算法可用于求解旅行售货员问题 , 在解决实际问

题时 ,可同时使用几种算法 , 从中选取最好的结果。

2. 3  车辆调度问题

车辆调度问题 ( vehicle scheduling problem , VSP )是由 Dantzig 和 Ramser 于 1959 年

提出的 ,虽经多人潜心研究 , 但由于其复杂性大 ,目前仍未找到多项式算法 , 专家们多把精

力集中于研究高质量的启发式算法方面。

所谓 VSP 问题 , 一般指的是 :对一系列发货点和收货点 , 组织适当的行车路线 , 使车

辆有序地通过它们 ,在满足一定的约束条件下 ( 例如货物需求量与发送量 ,交发货时间 , 车

量容量限制 ,行驶里程限制 , 行驶时间限制等 ) , 力争实现一定的目标 (如空驶里程最短 , 运

输费用极小 ,车辆按时到达 , 使用车辆数量尽可能少等 )。

车辆调度问题的分类法很多 ,例如可根据车辆满载与否分为满载问题与非满载问题 ,

根据可用车场数分为单车场问题与多车场问题 , 根据可用车辆的车型数分为单车型问题

与多车型问题 ,根据决策者的要求分为单目标问题与多目标问题等。

下面研究单车型、多车场、满载运输问题的一种启发式算法 , 并考虑使总空驶里程极

小这一目标 (它对运输公司的运输效益有极大影响 ) 。

1. 数学模型

设某运输公司有 n个车场可以使用 , 即可从车场 Am + 1 , Am + 2 , ⋯ , Am + n 发出空车和接

收空车 ,它们与各货运业务的发货点和收货点位于同一个道路网上。各车场可派出的空

车数分别为 bm + 1 , bm + 2 ,⋯ , bm + n , 可接收的空车数分别为 b′m + 1 , b′m + 2 , ⋯ , b′m + n 。假定运输

公司要完成的货运业务有 m 项 : A1 , A2 ,⋯ , Am , 其货运量分别是 g1 , g2 , ⋯ , gm ,完成各项

业务所需的车辆数分别为 a1 , a2 , ⋯ , am 。

按照每项业务的要求将货物由发货点运到收货点全部为重车行驶 , 其行车路线可由

网络上任意点对间的最短路方法确定 (参看本书第 10 章有关部分 )。

现考虑第 i 项货运业务 , 用 i′表示其发点 , i″表示其收点。由于由 i′到 i″是重车行驶 ,

按照运输计划的要求 ,不管选用什么运输组织方案 , 都必须完成此项工作 , 并已假定选择

的运输路径为“最短路径”,故在研究使总空驶里程极小化问题时 , 可将这一运输业务看成

一个点 ,称为收缩点或重载点 i。

对于每一个重载点 i ,为运出其货物量 gi 需 ai 辆空车 , 它们将货物运抵目的地卸车

后 ,又提供出 ai 辆空车 ,这些空车驶向其他货运业务的发点 ( 这时为空车行驶 ) , 继续装货

执行运输任务。由此可见 ,执行运输任务的每输货车都如此交替地进行空驶和重驶 , 直至

完成一天 (或半天 ) 的运输任务 ,返回某一车场为止。

设由点 i 发往点 j ( i, j 为车场或重载点 ) 的空车数为 xi j ,其空驶里程为 ci j ,则使总空

驶里程极小化的空车调度问题可描述如下 (称为问题 T )。
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T :

min z = ∑
m+ n

i = 1
∑

m+ n

j = 1

ci j x i j

  ∑
m+ n

j = 1

xi j = ai ,   i = 1 , 2 ,⋯ , m

  ∑
m+ n

j = 1

xi j ≤bi ,   i = m + 1 , m + 2 ,⋯ , m + n

  ∑
m+ n

i = 1

xi j = aj ,   j = 1 , 2 , ⋯ , m

  ∑
m+ n

i = 1

xi j ≤b′j ,  j = m + 1 , m + 2 ,⋯ , m + n

  xi j ≥0 且为整数

(17 -4)

此处 ai ( aj )可由下式得出

ai = gi/ q, 若 gi/ q为整数

ai =
 gi  

q
+ 1 , 若 gi/ q不为整数

(17 -5)

式中 ,
 gi  

q
为数值不大于 g i/ q 的最大整数 ;

q为一辆车的可载量。

ci j 根据实际情况选用 , 可取为点 i 到点 j 的广义最短距离。为避免由车场发出的空

车不经重载点直接驶向车场 ,令

ci j = M ,   i, j = m + 1 , m + 2 ,⋯ , m + n

其中 M 为一足够大的正数。

问题 T 的运输表示于表 17 -5。

表  17 -5

   收空车

发空车   

重 载 点 车   场

A1  A2  ⋯  Am Am + 1  Am+ 2  ⋯  Am + n

发 车 数

重

载

点

A1

A2

…

Am

C - C C - F

a1

a2

…

am

车

场

Am + 1

Am + 2

…

Am+ n

F - C F - F

bm+ 1

bm+ 2

…

bm+ n

收 车 数 a1  a2  ⋯  am b′m+ 1  b′m + 2  ⋯  b′m+ n

2. 算法

从所周知 ,运输问题的表上作业法是一种有效的标准算法 ,而且能方便地得出整数最优
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解 ,在构造求解问题式 (17 -4)的启发式算法时 ,应注意充分利用表上作业法的优点。

首先仅考虑重载点 ,得问题 T0 :

min z1 = ∑
m

i = 1
∑

m

j = 1

ci j x i j

   ∑
m

j = 1

xi j = ai ,   i = 1 , 2 , ⋯ , m

   ∑
m

i = 1

xi j = aj ,   j = 1 , 2 , ⋯ , m

   xi j ≥0 且为整数

(17 -6)

这是一个一般的产销平衡运输问题 ,可直接用表上作业法求解 , 设求出的最优解为 X( 0 ) =

( x
( 0 )
i j )。以这个解中的非零变量的值作为问题 T 中对应变量的值 , 其他变量取值为零 , 这

就得到了问题 T 的一个可行解。

但是 ,用上述方法得到的解无法以它为根据进行派车 , 因而是不可接受的。为此 , 需

要设计一套解的判别和调整规则 ,使从 X( 0 ) 出发 , 经有限步迭代 , 而得到问题 T 的可接受

最优解或满意解。其步骤如下。

(1 ) 解的扩展

对解 X
( 0 )

中的每一个非零分量 x
( 0 )
i j > 0  ( i, j = 1 , 2 ,⋯ , m) ,计算

δi j = min
m + 1 ≤ i≤ m + n

{ci j | bi > 0} + min
m + 1≤ j≤ m + n

{ ci j | b′j > 0} - ci j (17 -7)

式中 , bi = bi - ∑
m

j = 1

x( 0 )
i j ,  i = m + 1 ,⋯ , m + n (17 -8)

b′j = b′j - ∑
m

i = 1

x
( 0 )
i j ,  j = m + 1 , ⋯ , m + n (17 -9)

由式 (17 -7 )算出的δi j 值 ,为按下述方法调整 x
( 0 )
i j 一个单位引起的空驶里程增加量。

若由式 (17 -7) 得出的δi j 来自 k 行和 l 列 [ k, l∈ ( m + 1 , m + n) ] , 则把 x
( 0 )
i j > 0 扩展至 xk j

和 x i l , 这时 ,将 x
( 0 )
i j 、x

( 0 )
k j 和 x

( 0 )
i l 三者的值分别调整为 :

xi j : = x
( 0 )
i j - min{ x

( 0 )
i j , bk , b′l }

xk j : = x
( 0 )
k j + min{ x

( 0 )
i j , bk , b′l }

xi l : = x
( 0 )
i l + min{ x

( 0 )
i j , bk , b′l }

( 17 -10)

解的扩展工作按δi j 的大小由小到大依次进行 , 直至找出要求的可接受解 , 即在

表 17 -5中的 F—C和 C— F 区含有适当的非零解分量。如此得到的解记为 X( 1 ) = ( x( 1 )
i j ) ,

显然 ,它对问题 T 是可行的。当δi j < 0 时 ,按此调整得到的解 X( 1 ) 优于 X( 0 ) 。

(2 ) 解的收缩

本步骤是步骤 ( 1 ) 的逆过程。当表 17 -5 中 F—C 区和 C— F 区的非零解分量的值

∑
m

j = 1
∑
m+ n

k = m+ 1

x( 1 )
k j 和∑

m

i = 1
∑

m+ n

l = m+ 1

x( 1 )
i l 比派车数要大时 , 需将非零解分量向 C— C区收缩。这时 , 对

每一对 x
( 1 )
k j > 0 和 x

( 1 )
i l > 0 k, l ∈ ( m + 1 , m + n) ; i , j ∈ ( 1 , m) ,计算

δ′i j = min{ ci j - ck j - ci l | x
( 1 )
k j > 0 , x

( 1 )
i l > 0} ( 17 -11)
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并以此进行解的调整 :

xk j : = x
( 1 )
k j - min{ x

( 1 )
k j , x

( 1 )
i l }

xi l : = x( 1 )
i l - min{ x( 1 )

k j , x( 1 )
i l }

xi j : = x
( 1 )
i j + min{ x

( 1 )
k j , x

( 1 )
i l }

( 17 -12)

调整后得到的解记为 X( 2 ) = ( x( 2 )
i j ) , 这个解也是问题 T 的可行解。

3. 安排行车路线

经上述调整得到的解 ( X
( 1 )

和 X
( 2 )

) ,是问题 T 的可接受可行解 , 可作为安排行车路线

的依据。

安排行车路线时首先在可接受可行解 X 的非零分量中寻求下述序列 :

x k
1

k
2

> 0 ,  xk
2

k
3

> 0 ,  xk
3

k
4

> 0 ,  ⋯ ,  xk
p

k
q

> 0 ( 17 -13)

其中下标 k1 , kq ∈ m + 1 , m + n ,即 xk
1

k
2
和 xk

p
k

q
分别位于表 17 -5 中的 F—C 区和 C— F

区。如此即可得到一条初始行车路线如下 :

Ak1 → Ak2 → Ak3 → Ak4 →⋯→ Akp → Ak q

              

车场     重载点     车场

有了初始行车路线 (一条或若干条 ) 之后 ,再根据具体的约束条件 ( 例如一条线路的长

度限制 ,时间限制 , 各条线路的均匀性要求等 )进行调整 ( 包括某些线路的截短或合并 ) , 最

后由调度员选择合适的驾驶员执行。

实用证明 ,本启发式方法的运算速度快 , 精度高 ,可达到很好的效果。需要指出 , 解的

调整工作 (扩展、收缩 )应结合安排行车路线反复进行。

注   记

寻求和接受“启发”是人们认识问题和解决问题的一种常用的思维模式和手段 ,从而使“启发式方法”成为

人们解决复杂的、非结构化问题的一种常用方法和策略。近年来 ,在启发式方法理论研究和应用技术不断深

入和扩大的同时 ,人们对神经网络( neural networks )算法、模拟退火( simulated annealing)算法、禁忌搜索( tabu

search)算法和遗传算法(genetic algorithm)等亚启发式算法的研究和应用也得到了广泛重视和发展 ,取得了许

多有价值的研究成果。对该方面有兴趣的读者 ,请参阅有关专著和教材。例如 :
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习   题

17. 1  什么是启发式方法 ? 说明用启发式方法解决实际问题的过程和步骤。

17. 2  在解决实际问题时应如何运用启发式策略 ? 除本书上列出的几个启发式策略
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之外 ,你认为还有什么样的策略可以使用 ?

17. 3  对在多台设备上加工多个工件的工件排序问题来说 , 应如何衡量不同排序方

案的优劣 ? 你认为应有哪些准则 ? 这些准则的适用条件是什么 ? 请举出两个实例加以详

细说明。

17. 4  试说明 C-W 节约算法的基本思想 , 你认为还可用它解决哪些方面的问题 ? 举

例加以说明。

17. 5  试将 Norback 和 Love 提出的几何法与 C-W 节约算法进行比较。

17. 6  说明本书所述货运车辆优化调度算法的原理和求解步骤 , 并绘出求解过程框

图。请简要回答以下问题 :

(1 ) 若有两种车型的车可用 , 书中提出的模型应怎样修改 ? 在书中所提算法的启发

下 ,试拟定出一套求解的迭代步骤。

(2 ) 你认为应如何将书中提出的模型和算法推广到多目标的情形。

17. 7  表 17-6 给出了 12 个工件在设备 A 和 B 上的加工时间 ,要求 :

(1 ) 若所有工件都先在设备 A 上加工 , 再在设备 B 上加工 , 试确定使总加工时间最

短的工件加工顺序 ,并计算总加工时间。

(2 ) 若工件 8～12 先在设备 B 上加工 , 再在设备 A 上加工 , 其他条件同上 , 试设计一

启发式算法 ,以计算最小总加工时间和安排相应的工件最优加工顺序。

表  17 -6

   工件

设备   
1 M2 d3 {4 ’5 ©6 À7 ×8 î9 �10 311 J12 Ä

A 5 M8 d11 ’2 ’4 ©7 À12 î3 î9 �3 �6 310 Ä

B 5 M9 d4 {3 ’7 ©6 À9 ×4 î5 �8 �9 34 

17. 8  有 4 个工件 J1 , J2 , J3 , J4 , 要求在三台设备 A , B, C 上顺次加工 , 各工件在各

设备上的加工时间示于表 17 -7 中 , 试构造一启发式算法 , 用于寻求使总加工时间最短的

工件加工顺序。

表  17 -7

   工件

设备   
J1 ¨J2 JJ3 ìJ4 7

A 5 ¨10 J9 ì5 7

B 7 ¨5 J7 ì8 7

C 9 ¨4 J5 ì10 7

17. 9  有 10 个城市 , 它们在坐标系中的位置如表 17-8 所示 ,试完成以下工作 :

(1 ) 用 C-W 节约算法求出经过每个城市一次且仅一次的一条最短线路。

(2 ) 用 Norback 和 Love 提出的几何法 , 求出经过上述每个城市一次且仅一次的最短

线路。
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  (3 ) 比较上述两种方法得出的结果 , 并设计一种启发式方法 ,对上述较差的结果进行

改进。

表  17-8

   城市
坐标   

1 r2 Ó3 54 –5 ÷6 Y7 º8 �9 }10 ü

x 0 r5 Ó8 57 –10 �15 p16 Ñ18 318 ”20 ü

y 0 r20 ê12 L4 –15 �4 Y18 Ñ8 �15 ”17 ü

17. 10  有一运输问题 , 它有 3 个重载点和 2 个车场 ,其运输表如表 17-9 所示。表中

小方框内的数字为两点间的车辆空驶距离 , 1 , 2 和 3 三项运输业务的重载里程 ( 已将装卸

车时间折算在内 )分别为 7 , 8 和 9 , 其他有关情况如表中所示。此外 , 要求车辆的每条行

车路线总长度 (包括重驶、空驶及装卸车所用时间的折算长度 ) L 在45～60 之间。试用本

章给出的车辆优化调度启发式算法 ,求出其满意的可接受可行解 , 并据此排出行车路线。

表  17 -9

    收空车

发空车   

重 载 点 车   场

1 d2 53 �4 ×5 ¨
发车数

重

载

点

1 Â
4 ð12 Ø10 ©8 c10 K

10 

2 Â
2 ð8 Á8 ’6 c10 K

6 –

3 Â
12 �4 Á6 ’14 z2 4

7 –

车

场

4 Â
6 ð4 Á6 ’M M

≤4 Å

5 Â
14 �2 Á8 ’M M

≤6 Å

收车数 10 {6 57 �≤8 �≤7
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